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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 
 
 
 

УДК 517.977 
В. М. Марченко, профессор 

ГИБРИДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ СИСТЕМЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ  
В ТЕОРИИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ * 

The paper considers a special kind of hybrid difference-differential dynamic systems, i. e. dif-
ferential-algebraic systems with delays (DAD systems), with some variables being continuous the other – 
piecewise continuous. It is shown that several classes of dynamic systems such as neutral type time-
delay systems as well as hybrid discrete-continuous ones can be reduced to DAD systems. The modern 
state of the qualitative control and observation DAD system theory is also discussed.

Введение. При построении математических 
моделей реальных физических процессов наряду 
с динамическими (дифференциальными) встре-
чаются и алгебраические (функциональные) за-
висимости. Такие процессы описываются диффе-
ренциально-алгебраическими (DAE) системами 
(отдельные уравнения которых являются диффе-
ренциальными, другие – алгебраическими). Эти 
системы появились в русскоязычной литературе 
под названием «гибридные системы». В настоя-
щее время, особенно в англоязычной литературе, 
этот термин в основном используется для дис-
кретно-непрерывных систем и систем, содержа-
щих логические переменные. В связи с этим 
представляет интерес точка зрения на гибрид-
ность как на неоднородность в природе (дискрет-
ные, непрерывные, кусочно-непрерывные, де-
терминированные, стохастические, логические 
переменные и т. д.) изучаемого процесса или в 
его описании (дифференциальные, дискретные, 
разностные уравнения и т. д.).  

В данной работе обсуждается современное 
состояние и перспектива дальнейших исследо-
ваний качественной теории управления и на-
блюдения в гибридных дифференциально-
разностных (ГДР) системах, к которым, в част-
ности, сводятся стандартные типы систем с за-
паздывающим аргументом нейтрального типа, а 
также непрерывно-дискретных систем. Историю 
вопроса можно проследить по работам [1–18]       
и приведенной в них библиографии.  

1. Мотивация: примеры ГДР-систем. Рас-
смотрим уравнение с запаздывающим аргумен-
том нейтрального типа 

1( ) ( ) ( ) ( ), 0,x t ax t a x t h dx t h t= + − + − ≥    (1) 

( ) ( ), [ ,0]x hτ = ϕ τ τ∈ − ,                (2) 
более общее уравнение 

( ) 1( ) ( ) ( ) ( ),d x t dx t h ax t a x t h
dx

− − = + −    (3) 

 

а также гибридную дискретно-непрерывную 
систему  

11 12( ) ( ) [ ], [ , ( 1) ),x t a x t a y k t kh k h= + ∈ +     (4) 

21 22[ ] ( ) [ 1], 0,1, ...y k a x kh a y k k= + − =  (5) 

0 0

(0) , [ 1] .x x y y= − =                    (6) 
Здесь 1 11 12 21 22 0 0, , , , , , , , ,a a d a a a a h x y ∈ , 0d ≠ , 

0;h>  символ [ ]y k  означает функцию целочис-
ленной переменной ,k  а функция ϕ  берется из 
класса 1C  дифференцируемых функций. 

Объекты (1)–(6) обычно рассматриваются 
отдельно. Ниже предлагается единый подход к 
исследованию указанных объектов путем све-
дения их к ГДР-системам.  

Вводя обозначения 

1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( )x t x t dx t h x t x t= − − =  
и определяя числа 11 12 21 22, , ,a a a a  соотноше-
ниями  22 11 12 11 22 1, , ,a d a a a a a a= + = = − уравне-
ние (1) сведем к ГДР-системе вида 

1 11 1 12 2( ) ( ) ( ),x t a x t a x t= +                 (7) 

2 21 2 22 2( ) ( ) ( ), 0,x t a x t a x t h t= + − ≥         (8) 

1 2(0) (0) ( ), ( ) ( ), [ , 0].x d h x h= ϕ − ϕ − τ = ϕ τ τ∈ −  

Аналогично поступая с уравнением (3), 
придем к ГДР-системе (7), (8) с более общими 
начальными условиями. 

Рассмотрим теперь систему (4), (5). Введем 
обозначения 

1 2
( )

( ) ( ), ( ) ,
[ ]

[ , ( 1) ), 0,  1,  ...

x kh
x t x t x t

y k
t kh k h k

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∈ + =

 

Тогда система (4), (5) сводится к ГДР-системе 

1 11 1 12 2( ) ( ) ( ),x t A x t A x t= +  

2 22 2( ) ( ), 0,x t A x t h t= − ≥  
 

* Работа выполнена в рамках сотрудничества с Белостокским техническим университетом. 
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где  
11 11 12 12, [0 ]A a A a= = , 

11 11

11 11

( )
12

0
22

( )
21 22 21 12

0

h
a h a h

h
a h a h

e a e d
A

a e a a a e d

−τ

−τ

⎡ ⎤
τ⎢ ⎥

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ τ
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

с начальными условиями  

1 0(0) ,x x=  

11 11( )
0 12 0

2 0

0

( )
( ) , [ ,0].

h
a h a he x a y e d

x h
y

− −τ⎡ ⎤
− τ⎢ ⎥τ = τ∈ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

Представляется, что разобранные примеры 
дают достаточную мотивацию для дальнейшего 
рассмотрения и изучения ГДР-систем. 

2. Некоторые математические модели 
гибридных систем. В качестве общей модели 
линейной гибридной системы управления и на-
блюдения с последействием можно взять сле-
дующую систему функционально-дифферен-
циальных уравнений:  

0 0

1 11 1 12 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )s s
h h

x t d A t s x t s d A t s x t s
− −

= + + + +∫ ∫  

0

1( , ) ( ),s
h

d B t s u t s
−

+ +∫                    (9) 

0 0

2 21 1 22 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )s s
h h

x t d A t s x t s d A t s x t s
− −

= + + + +∫ ∫  

0

2 ( , ) ( ),s
h

d B t s u t s
−

+ +∫                  (10) 

с выходом 
0 0

1 1 2 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )s s
h h

y t d C t s x t s d C t s x t s
− −

= + + +∫ ∫ . 

В литературе не существует сколь-нибудь 
полной качественной теории управления и на-
блюдения для систем вида (9), (10).  

Если меры Стилтьеса в (9), (10) являются 
дискретными, сосредоточенными в точках 

0 1, 0,1, ..., ; 0 ... ,j lh j l h h h h− = = < < < =  

и мера ( , )sd G t s  исчезает в нуле, получаем ГДР-сис-
тему с сосредоточенными запаздываниями  

1 11 1 12
0

2 1

( ) ( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )),

l

j j j
j

j j j

x t A t x t h A t

x t h B t u t h
=

= − + ×

× − + −

∑
 

2 21 1 22
0

2 2 0

( ) ( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )), .

l

j j j
j

j j j

x t A t x t h A t

x t h B t u t h t t
=

= − + ×

× − + − ≥

∑
 

К настоящему моменту наиболее изученной 
является простейшая ГДР-система (в нормаль-
ной форме) 

1 11 1 12 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t A t x t B t u t= + +  (11) 

2 21 1 22 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x t A t x t A t x t h B t u t
t t

= + − +
≥

 (12) 

с начальными условиями 
1 0 10 2 0 0( ) , ( ) ( ), [ ,  ),x t x x t h t= τ = ϕ τ τ∈ −   (13) 

где 
1 1 1 2 2 1

11 12 21( ) , ( ) , ( ) ,n n n n n nA t A t A t× × ×∈ ∈ ∈  
2 2 1 2

22 1 2( ) , ( ) , ( ) ,n n n r n rA t B t B t× × ×∈ ∈ ∈  
1

10 ,nx ∈  ( )ϕ ⋅  – кусочно-непрерывная 2 -n век-
тор-функция. 

Принимая во внимание 2-D-системный под-
ход, простейшую ГДР-систему можно рассмот-
реть в симметрической форме, заменив 2 ( )x t  в 
левой части (12) на 2 ( ).x t h+  

Замечание. ГДР-систему (11), (12) можно 
интерпретировать как обыкновенную динами-
ческую систему, управляемую разностным (или 
дискретным, ср. с (4), (5)) регулятором. Такие 
системы возникают также при исследовании 
квантованных систем. 

3. Представление решений ГДР-систем. 
Под решением ( )0 10( ) , , , , ,i ix t x t t x u= ϕ  0,t ≥  

1, 2,i =  системы (11)–(13) понимаются абсо-
лютно непрерывная 1( )x ⋅  и кусочно-непрерыв-
ная 2 ( )x ⋅  вектор-функции, которые удовлетво-
ряют начальным условиям (13) и уравнению (12) 
для 0t ≥ , а также почти всюду при 0t ≥  фор-
муле (11). Если при этом выражение (11) удов-
летворяется для всех 0t ≥ , то соответствующее 
решение считается строгим. Имеет место ут-
верждение [7, 14, 15]. 

Утверждение 1. Решение ( )ix t =                      
= ( )0 10,  ,  ,  ,  ,ix t t x uϕ  0,t ≥  1, 2,i =  системы 
(11)–(13) существует единственно и может 
быть вычислено по следующей формуле 
(обобщенная формула Коши): 

( )
0

0

0 10

* *
1 0 10 2

( ) ,  ,  ,  ,  

( ,  0) ( ,  )

i i

t

i i
t h

x t x t t x u

X t t x X t h
−

= ϕ =

= − + τ + ×∫
 

( )
0

22

* *
1 1 2 2

( ) ( )

( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( )
t

i i
t

A h d

X t B X t B u d

× τ + ϕ τ τ +

+ τ τ + τ τ τ τ +∫  

*
22( ,  ) ( ) ( ),i t t tZ t t T h A t T h t T h h+ − − ϕ − −  

0 , 1, 2,t t i≥ =                      (14) 
где * ( , ), 1, 2; 1, 2ijX i j⋅ ⋅ = =  – решение сопряжен-
ной системы  

*
* *1
1 11 2 21

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 0,

, ;

i
i i

X t X t A X t A

t t kh

∂ τ
+ τ τ + τ τ =

∂τ
τ ≤ τ ≠ −

 

.
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* * *
2 1 12 2 22( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),

;
i i iX t X t A X t h A h

t
τ = τ τ + τ + τ +

τ ≤
 

*
2

* *
1 1

*
21

( , ) 0, ;

( , 0) ( , 0)

( , ) ( );

i

i i

i

X t t

X t t kh X t t kh

Z t t kh A t kh

τ = τ >

− − − − + =

= − −

 

* *
22( , ) ( , ) ( ),

1, 2, ..., ,
i i

t

Z t t kh Z t t kh h A t kh h
k T

− = − + − +
=

 

с граничными условиями вида  
1 2

1
* *
11 1( , 0) , ( , ) 0 ,n n

nX t t I Z t t ×− = = ∈  

2
* *
21 21 2( , 0) ( ), ( , ) .nX t t A t Z t t I− = =  

Замечание 1. Формула Коши допускает 
обобщение на случай многих соизмеримых за-
паздываний [14], а также для импульсных сис-
тем вида (11)–(13), когда у функции 1( )x t  до-
пускаются скачки [18] при 0.t ≥  

В стационарном случае: коэффициенты сис-
темы (11), (12) – постоянные матрицы,  

0( ) , ( ) , 1, 2; 1, 2, 0;ij ij i iA t A B t B i j t= = = = =  (15) 

формула (14) упрощается, так как можно поло-
жить,что  

* * * *( , ) ( ), ( , ) ( ),ij ij i iX t X t Z t t kh Z khτ = − τ − =  

1, 2; 1, 2.i j= =  Более того, в этом случае реше-
ния системы (11), (12), (15) раскладываются в 
ряды по решениям ее определяющих уравнений 
[14, 15]. 

Утверждение 2. Решение ( ),x tν  1, 2,ν =  (11)–
(13), (15) существует единственно и может быть 
вычислено по формуле 

( )10 10( ) ,  0,  ,  ,  ( ,  ,  ,  0)x t x t x u x t xν ν ν= ϕ = ϕ +  

( )
1

0 0
( 0)

( ) ( )
!k

kt ih

k i
t ih

t ih
X ih u d

k+

−+∞
ν

=
− >

− τ −
+ τ τ +∑ ∑ ∫  

0

( 0)

( ) ( ),
i

t ih

X ih u t ihν

− ≥

+ −∑              (16) 

где 10( , , , 0), 1, 2x t xν ϕ ν =  – решение системы 
(11)–(13), (15), представленное формулой (14) в 
случае нулевого управляющего воздействия: 

( ) 0, 0;u t t≡ >  матричные функции ( ),
k

X tν  
1, 2,ν =  являются решением определяющих 

уравнений вида 
1 1 2

1 11 12 1
2 1 2

21 22 2

( ) ( ) ( )( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),
k k k k

k k k k

X t A X t A X t t B U t

X t A X t A X t h B U t
+ = + +

= + − +
(17) 

1, 0,1, ...; 0;k t= − ≥  

с начальными условиями  
( ) 0, ( ) 0,k kX t Y t= =  

если  

0,k <  или 0;t <                    (18) 

0 (0) , ( ) 0,r kU I U t= =  
если  

2 2 0.k t+ ≠                        (19) 
Замечание 2. Нетрудно видеть, что  

( ) 0, ( ) 0k kX t Y t= =  
для , 0,1, ...;t jh j≠ =  0,1, ...k =  

Кроме того, 0 ( ) 0, 0X t t≡ ≥ .  
При исследовании свойств ГДР-систем, а 

также различных вопросов качественной тео-
рии управления и наблюдения для таких систем 
важное значение имеют алгебраические свойст-
ва решений их определяющих уравнений. При-
ведем некоторые из них.  

Лемма 1. Имеют место следующие тождества: 

( )( )1
11 12 22 21 1(

k

mA A I A A B−+ − ω +  

( ) 1
12 22 2 1

0
) ( ) ;j

m k
j

A I A B X jh
+∞

−
+

=

+ − ω ≡ ω∑  

( ) ( )( )1 1
22 21 11 12 22 21

k

m mI A A A A I A A− −− ω + − ω ×  

( )( )1 2
1 12 22 2 1

0
( ) ,j

m k
j

B A I A B X jh
+∞

−
+

=

× + − ω ≡ ω∑  

0,1, ...;k =  

( ) 1 2
22 2 0

0
( ) ,j

m
j

I A B X jh
+∞

−

=

− ω ≡ ω∑  

откуда 1ω ≤ ω , где 1ω  – достаточно малое по-
ложительное число.  

Лемма 2 (Обобщенная теорема Гамильтона – 
Кэли) [14]. Найдутся действительные чис-
ла , ...,ijr  такие, что решения определяющего 
уравнения (17) удовлетворяют соотношениям 

min{ , }

0
1

( ) (( ) )
k nm

j
j

X kh r X k j hν ν
γ γ

=

= − − −∑  
min{ , }

1 0
(( ) ), 1, 2,

k nmn

ij i
i j

r X k j hν
γ−

= =

− − ν =∑ ∑  

1, 2, ...n nγ = + +  

Замечание 3. Можно показать, что решения 
стационарных ГДР-систем вида (11)–(13), (15) 
имеют рост не выше, чем экспоненциальный, 
при аналогичном росте управляющих воздейст-
вий, что позволяет применять к таким системам 
преобразование Лапласа. 

Дальнейшие результаты по представлению 
решений более общих ГДР-систем можно най-
ти в работах [14, 15, 18]. 

4. Элементы качественной теории управ-
ления в ГДР-системах. К качественной тео-
рии управления относятся такие важные про-
блемы математической теории управления, как 
управляемость, наблюдаемость, двойственность, 
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стабилизация, модальное управление, рекон-
струкция, реализация переходных отображе-
ний, построение канонических представлений 
ГДР-систем и др.  

Определение 1. Система (11), (12) называется 
относительно 1( )-H t− управляемой при 1 0t t> , 

если для любых векторов 1 1 21
0

1
,n n nx

x
y

+⎡ ⎤
∈ ∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

и любых допустимых начальных данных 
10 , ( )x ϕ ⋅  существует кусочно-непрерывное 

управление ( )u ⋅  такое, что соответствующее 
решение системы обладает свойством 

1 1

1 1

( )
.

( )
x t x

H H
y t y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                 (20) 

Если в этом определении 
1

[ 0]nH I= , то систе-
ма считается относительно 1t -управляемой по 

1x ; аналогично относительно 1t -управляемой 
по 2x , если  

2
[0 ]nH I= . 

Определение 2. Система (11), (12) называ-
ется полностью 1( )-H t− управляемой при 

1 0t t h> + , если требование (20) заменить сле-
дующим условием:  

1

1

( ) 0
, 0.

( ) 0
x t t

H t
y t t

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Имеют место следующие утверждения. 
Теорема 1. Для того чтобы стационарная 

система (11), (12), (15) была относительно   
1t -управляемой по 1x , необходимо и достаточ-
но, чтобы выполнялось равенство 

rank ]1
1 1 1( ), 1, 2, ..., ; [0, ) .kX t k n t t n⎡ = ∈ =⎣  

Аналогично рассматриваются [14, 15] дру-
гие типы относительной управляемости. 

Теорема 2. Для того чтобы стационарная 
система (11), (12), (15) была полностью 

1( )-H t− управляемой при 
1 2n nH I += , необхо-

димо, чтобы  

rank 11 12 1
1 2

221 22

+  , ,
1 h

A A B
n n

BA A e−λ
λ − −⎡ ⎤

= λ∈⎢ ⎥
− −⎣ ⎦

 

где  – множество комплексных чисел. 
Обобщением сформулированных задач 

управляемости являются задачи ( , )n s t− - и 
( , )s t -управляемости, которые можно рассмат-
ривать как игровые задачи преследования од-
нотипных объектов, когда начала движения 
преследующего и преследуемого объектов не 
совпадают: при заданных , ( 0)s t s t≥ ≥  система 
(11), (12), (15) считается ( , )s t - t+ -управляемой 
по ix , если для любых начальных данных 

10 10, , ,x x ϕ ϕ  системы (11), (12) и любого до-
пустимого управления ( )v ⋅  существует допус-
тимое управление ( )u ⋅  такое, что 

( )10, , , ,ix t t s x u+ ++ τ − ϕ ( )10, , , ,ix t t t x v+ += + τ − ϕ  
для 0;τ ≥  если же последнее соотношение вы-
полняется только при 0,τ =  то приходим к зада-
че ( , )n s t− - -t+ управляемости (см. рисунок). 

Для сформулированных игровых задач 
управляемости можно построить и сформули-
ровать двойственные задачи линейной наблю-
даемости. Некоторые результаты в этом на-
правлении имеются в [9].  

 

 
Рисунок. ( , )n s t− -управляемость 

Классической в теории регулирования и 
теории динамических систем является пробле-
ма их устойчивости. Рассмотрим, например, 
невозмущенную ГДР-систему (11) , (12), (15): 

( ) 0u t =  при 0.t ≥                 (21) 
Определение ее асимптотической и экспо-

ненциальной устойчивости аналогично соот-
ветствующим понятиям для систем запазды-
вающего типа.  

Имеет место следующая теорема.  
Теорема 3. Следующие утверждения экви-

валентны: 
1) система (11), (12), (15), (21) 

экспоненциально устойчива; 
2) система (11), (12), (15), (21) асимптотиче-

ски устойчива; 
3) система (11), (12), (15), (21) асимптотиче-

ски устойчива по 2 ;x  
4) спектральный радиус матрицы 22A  стро-

го меньше 1 и все корни характеристического 
уравнения  

( )11 12

21 22

det 0, 
1 h

A A

A A e−λ
λ − −⎡ ⎤

= Δ λ = λ∈⎢ ⎥
− −⎣ ⎦

 (22) 

имеют отрицательные действительные части.  
В скалярном случае коэффициентов систе-

мы  условие отрицательности действительных 
частей корней уравнения (22) можно выразить 
непосредственно через коэффициенты. 

Заключение. Предложен унифицированный 
подход к изучению таких важных в приложени-
ях и различных по природе  классов динамиче-
ских систем, как систем с запаздывающим ар-
гументом нейтрального типа, а также дискрет-
но-непрерывных систем. Подход основан на 
сведении указанных систем к ГДР-системам. 

x

ϕ0 

t∗
0
ψ0

ϕ(⋅)

ψ(⋅) 

t∗ – t – h t∗ – s – h t∗ – s t∗ – t 
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дении указанных систем к ГДР-системам. Про-
анализировано современное состояние качест-
венной теории управления и наблюдения 
(КТУН) в ГДР-системах. Более полное рас-
смотрение КТУН, а также некоторых нерешен-
ных задач этой теории для ГДР-систем можно 
найти в работах [9, 11–15, 17, 18]. 
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УДК 517.977.1  
И. М. Борковская, канд. физ.-мат. наук 

ПОСТРОЕНИЕ СТАБИЛИЗИРУЮЩИХ РЕГУЛЯТОРОВ ТИПА ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 
ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

The article considers the problem of the stabilization of second-order time-delay systems by action 
of regulators of various types. The special attention is paid to the stabilization of second-order systems 
by action of a feedback in the form of difference regulators. In the case the question of existence of a 
difference regulator is open a linear integral feedback is constructed by using the Wiener – Paley theo-
rem concerning entire functions of exponential type. The article also proposes to apply difference regu-
lators to the stabilization of second-order systems which are not solved over derivative. 

Введение. Одной из основных проблем ка-
чественной теории управления динамическими 
системами является задача стабилизации таких 
систем. В результате воздействия на исходную 
систему регулятором, построенным по принци-
пу обратной связи, необходимо обеспечить ус-
тойчивость полученной замкнутой системы. 

В статье рассматривается возможность ста-
билизации двумерных динамических систем с 
запаздывающим аргументом с помощью регу-
ляторов разностного типа, реализация которых 
существенно проще регуляторов интегрального 
типа. Представлены конструктивные алгорит-
мы построения регуляторов разностного типа, 
не требующие знания характеристических зна-
чений. В случае, когда вопрос о существовании 
разностного регулятора, стабилизирующего 
исходную систему, остается открытым, предла-
гается метод построения интегрального регуля-
тора, основанный на теореме Винера – Пэли из 
теории целых функций конечной степени.  

Представляет также определенный интерес 
задача стабилизации такого класса систем 
управления, как дескрипторные системы. Эти 
системы достаточно достоверно описывают в 
физически реальных переменных работу сис-
тем автоматического управления и технологи-
ческие процессы. Теория дескрипторных сис-
тем является интенсивно развивающимся раз-
делом качественной теории управления. 

В работе рассматривается проблема стаби-
лизации разностными регуляторами двумерных 
дескрипторных систем с запаздыванием.  

Основная часть. Рассмотрим систему с за-
паздывающим аргументом 

0 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,x t A x t A x t h bu t t= + − + >     (1) 
( ) , ( ) , , , 0,1,n n n n

iu R x R b R A R i×⋅ ∈ ⋅ ∈ ∈ ∈ =  
где h  – постоянное запаздывание. Присоединим 
к системе (1) регулятор типа обратной связи вида 

0 1( ) ( ) ( ),u t q x t q x t h′ ′= + −                (2) 

0 1, ,nq q R∈  

не выводящий систему за пределы заданного 
класса. 

Систему (1), (2) назовем стабилизируемой, 
если существует регулятор вида (2) такой, что 

корни характеристического уравнения  замкну-
той системы имеют отрицательные действи-
тельные части.  

Рассмотрим систему (1) при 2.n =  Обрат-
ную связь (2) запишем в операторной форме: 

1 2( ) [ ( ),  ( )] ( ),ph phu t e e x t− −= β β  

1 10 11

2 20 21

10 20 0 11 21 1

( ) ,

( ) ,

[ , ] , [ , ] ,

ph ph

ph ph

e e

e e

q q

− −

− −

β = β + β

β = β + β

′ ′β β = β β =

 

;1,0,2,1, ==∈β jiRij   

где phe−  – оператор запаздывания ( ( )phe x t− =  
( ),x t h= −  =p d / dt). 
Поскольку условие 

,],[rank 10 nbAeAI h =−−λ λ−  
0Re, ≥λ∈λ∀ C  

является необходимым для стабилизации систе-
мы (1), будем предполагать его выполненным. 

Существуют две возможности:  
1) ,0],det[ 1 =bAb   
2) .0],det[ 1 ≠bAb  
В первом случае  преобразование ,Tyx =  

],[ bdT =  с произвольным вектором d таким, 
что ,0det ≠T приводит систему к виду 

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
αα

α
= )(

0
)(

2221

11 tyty  

),(
1
0

)(
0
1
22

1
21

1
11 tuhty ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

αα
α

+            (3) 

где 11α , 21α , 22α , 1
11α , 1

21α , 1
22α  – некоторые 

действительные числа. 
Лемма. Пусть βα,  – действительные чис-

ла. Тогда корни уравнения  
0=β+α+λ λ− he  

имеют только отрицательные действительные 
части в том и только в том случае, если точка 

),( βα  принадлежит области устойчивости Ω , 
граница которой описывается линиями [1] 

β = −α    и    
cos( ) 0,
sin( ) 0,

hg
g hg
α +β =⎧
⎨ −β =⎩

    0 .g
h
π

< <  
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Теорема 1. Если ,0],det[ 0 =bAb  0],det[ 1 =bAb , 
то система (1) стабилизируема регулятором (2) 
тогда и только тогда, когда точка 1

11 11( ,  )−α −α  
из (3) принадлежит области Ω . 

В случае 1det[ , ] 0,b A b =  0det[ , ] 0b A b ≠  воз-
можно приведение системы (1) к виду  

0 1
( ) ( )

0 0
y t y t⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1
11 00 ( ) ( ).

10 0
y t h v t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α
+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Теорема 2. Если 0],det[ 0 ≠bAb , ,0],det[ 1 =bAb  
то система (1) стабилизируема обратной связью (2) 
при любом запаздывании .0, >hh   

Рассмотрим второй случай, когда .0],det[ 1 ≠bAb  
После ее преобразования и выбора соответст-
вующего управления получим: 

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ αα
= )(

00
)( 1211 tyty  

).(
1
0

)(
00
10

tvhty ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+  

Теорема 3. Пусть .0],det[ 1 ≠bAb  Тогда сис-
тема (1) стабилизируема регулятором (2), если 
точка  11 12( , )α α  принадлежит области 2 ,Ω  ко-
торая ограничена линиями 12 121,  1,α = α = −  

12 11 1.hα = α −  
В случае 11 12( , )α α ∉ 2Ω  вопрос о стабили-

зируемости системы остается открытым. Но 
если 11

12 0he−α + α ≠  для 11 0,α >  то существует 
интегральный регулятор, решающий проблему 
стабилизации. В силу теоремы Винера – Пэли с 
учетом вида регулятора его коэффициенты в 
операторной форме достаточно искать в классе 
линейных комбинаций многочленов первой 
степени по отношению к phe−  и целых функ-
ций, квадратично интегрируемых вдоль мни-
мой оси. Тогда, возвращаясь к оригиналам, по-
лучим искомый регулятор. 

Стабилизирующий регулятор имеет сле-
дующий вид: 

11

11 1 11 2
1 1 11 2

12

( ) ( ) ( ) ( )h
r rv t y t r y t

e−α
−α − α −

= − + α +
α +

 

0

2 2( ) ( ) .
h

q y t d
−

+ −μ + μ μ∫  

Далее рассмотрим построение стабилизирую-
щих регуляторов в применении к такому важно-
му классу систем управления, как дескрипторные 
системы с запаздывающим аргументом вида 

0 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,Sx t A x t A x t h bu t t= + − + >     (4)  

( ) , ( ) ,  , , 0,  1,n n n
iu R x R S A R i×⋅ ∈ ⋅ ∈ ∈ =  

при воздействии линейной обратной связи  

0 1( ) ( ) ( ),u t q x t q x t h′ ′= + −  0 1, nq q R∈ .   (5) 

Выше показано, что в случае разрешимости 
системы (4) относительно производной для 

2n =  и при условии выполнения представлен-
ных достаточных условий стабилизируемости 
можно осуществить стабилизацию системы ре-
гуляторами разностного типа. Предложен так-
же интегральный регулятор, решающий про-
блему стабилизации. 

Проведем анализ возможности стабилиза-
ции системы (4), не разрешенной относительно 
производной. 

Систему (4), где det 0,S =  но S – ненулевая, 
назовем ( )-Sx t стабилизируемой регулятором 
вида (5), если существует регулятор (5) такой, 
что замкнутая система (4) является ( )-Sx t асим-
птотически устойчивой [2]. 

Используя  канонические формы для систем 
с запаздывающим аргументом, получим доста-
точные условия ( )-Sx t стабилизируемости сис-
темы (4), (5) в двумерном случае. 

Пусть [ ]det , 0.b Sb ≠   
Тогда найдется такая матрица ,0det, ≠DD  

что преобразование x Dy=  приведет исходную 
систему (4) к виду 

11 120 1
( ) ( )

0 0 0 0
y t y t

α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

1 1
11 12 0

( ) ( )
10 0

y t h v t
⎡ ⎤ ⎡ ⎤α α

+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦

.          (6) 

Дальнейшее преобразование системы (6) в 
случае 11 0α ≠  приводит ее к следующему виду: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−β+
+β+−β+β=

−α+−α+=

).(
)()()(0

),()()()(

221

220111110

221112

htz
tzhtztz

htzhtztztz
  (7) 

Из второго уравнения системы (7) получаем: 

(

)

1 11 1 20 2
10

21 2

1( ) ( ) ( )

 ( ) ,

z t z t h z t

z t h

= − β − +β +
β

+ β −
 

тогда 

(

)

2 11 1 20 2
10

21 2 1 1 2 2

1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

z t z t h z t

z t h z t h z t h

= − β − +β +
β

+ β − + α − + α −
 

Выбирая 11 10,  β β таким образом, чтобы 
11 10 1,β = β α  имеем: 

20 21
2 2 2 2

10 10
( ) ( ) ( ).z t z t z t h

⎛ ⎞β β
= − + − + α −⎜ ⎟β β⎝ ⎠

 (8) 

Для обеспечения асимптотической устойчи-
вости последнего уравнения определим условия, 
при которых отрицательны действительные части 
корней характеристического уравнения 



 10

20 21
2

10 10
0.he−λ

⎛ ⎞β β
λ + − α − =⎜ ⎟β β⎝ ⎠

         (9) 

В случае, когда точка c координатами 
20 10 21 10 2(   ,    )β β β β −α принадлежит области 

устойчивости Ω , описанной выше, корни урав-
нения (9) будут иметь отрицательные действи-
тельные части. При соответствующем выборе 
коэффициентов регулятора всегда можно обес-
печить попадание точки в требуемую область, а 
следовательно, и система (4) в этом случае яв-
ляется ( )-Sx t стабилизируемой. 

Пусть в (6) 11 0.α =  Тогда система имеет 
следующий вид: 

12

1 1
11 12

0 1 0
( ) ( )

0 0 0 0

0
( ) ( ),

10 0

y t y t

y t h v t

α⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α α
+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

 

1 1
2 12 2 11 1 12 2

10 1 11 1

20 2 21 2

( ) ( ) ( ) ( ),
0 ( ) ( )

 ( ) ( ).

y t y t y t h y t h
y t y t h

y t y t h

⎧ = α + α − + α −
⎪

= β +β − +⎨
⎪ + β +β −⎩

 

При 1
11 0α =  первое уравнение системы 

устойчиво тогда и только тогда, когда точка 
1

12 12( , )−α −α принадлежит вышеуказанной об-
ласти устойчивости Ω . 

Если  1
11 0α ≠ , то перейдем при помощи не-

вырожденного преобразования к системе вида 

120 1 0
( ) ( )

0 0 0 0

1 0 0
( ) ( ),

0 0 1

z t z t

z t h v t

α⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 из которой получим: 

2 12 2 1

10 1 11 1

20 2 21 2

( ) ( ) ( ),
0 ( ) ( )

 ( ) ( ).

z t z t z t h
z t z t h

z t z t h

= α + −⎧
⎪ = β +β − +⎨
⎪+ β +β −⎩

 

 

Пусть ,1,0 1110 =β=β  тогда 
).()()(0 2202211 tzhtzhtz β+−β+−=  

Имеем: 
).()()()( 221220122 htztztz −β−β−α=    (10) 

Выбирая 20 21,  β β  так, чтобы точка 
12 20 21(  ,  )−α + β β  попадала в область устойчи-

вости Ω , обеспечим асимптотическую устой-
чивость уравнения (10). Таким образом, исход-
ная система является  ( )-Sx t стабилизируемой. 

Обобщим рассмотренные случаи.  
Утверждение. Для ( )-Sx t стабилизируемости 

системы (4) регулятором вида (5) достаточно, 
чтобы выполнялось условие [ ]det , 0b Sb ≠  и при 
этом 11α  из (6) было отлично от нуля. В случае 

[ ] 0,det ≠Sbb , 011 =α  систему можно стабили-
зировать, либо если 01

11 =α  и точка 
1

12 12( ,  )−α −α ∈Ω , либо если 1
11 0.α ≠  

Заключение. В статье обобщаются резуль-
таты по стабилизации двумерных динамиче-
ских систем с запаздыванием, разрешенных 
относительно производной, а также дескрип-
торных систем с запаздыванием при воздейст-
вии регуляторов различных типов. 

На основании полученных данных  по па-
раметрам исходной системы проводится по-
строение линейной обратной связи в виде раз-
ностных регуляторов вида (5), обеспечиваю-
щих асимптотическую устойчивость замк-
нутой системы. 
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ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ В ПРОБЛЕМЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ  
СТАЦИОНАРНЫХ  СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

The controllability problem of time-invariant singularly perturbed dynamic systems with constant 
delay (SPSD)  

11 12 11 12 1

21 22 21 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
μ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t A x t A x t h C y t C y t h B u t
y t A x t A x t h C y t C y t h B u t

= + − + + − +⎧
⎨ = + − + + − +⎩

 

is considered in this paper with the help of state space method. Some criteria as well as algebraic neces-
sary, sufficient conditions of relative controllability, x-controllability, y-controllability without tradi-
tional condition 21 22det ( ) 0C mC+ ≠  are obtained. These criteria are obtained in terms of the solutions 
of the defining equations which are recurrence matrix algebraic equations.  Defining equations are con-
structed according to the SPSD by introducing a special correspondences between vector-functions and 
matrix-functions with two indexes.  

Введение. В работе [1] предложен один 
подход к исследованию управляемости сингу-
лярно возмущенных систем (СВС) с запаздыва-
нием (СВСЗ), основанный на декомпозиции 
свойства управляемости систем большой раз-
мерности. Динамика многих управляемых объ-
ектов содержит элементы временных задержек, 
запаздываний по управлению, по состоянию. 
Поэтому проблема управляемости в современ-
ной теории управления является особенно ак-
туальной при исследовании управляемости та-
ких систем, как  функционально-дифференци-
альные системы, СВС, СВСЗ.  

Во многих задачах динамики полета, хими-
ческой кинетики, автоматического управления 
и регулирования условие управляемости явля-
ется необходимым условием существования 
решения исследуемых задач. Проблеме управ-
ляемости стационарных и нестационарных 
СВС с различными видами запаздываний (ма-
лыми, постоянными, зависящими от времени) и 
без запаздываний в последние годы посвящен 
ряд работ как отечественных, так и зарубежных 
ученых [1–6]. Возросшее внимание к СВС объ-
ясняется широким спектром их приложения. 
Достаточно хорошо изучена управляемость 
стационарных СВС. Очевидно, однако, что 
СВСЗ наиболее адекватно отражают наличие 
задержек в работе исследуемых объектов. Та-
кие объекты описываются, например, линей-
ными стационарными СВС с запаздыванием 
(ЛССВСЗ) вида    

11 12

11 12 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

x t A x t A x t h
C y t C y t h B u t

= + − +
+ + − +

 

21 22

21 22 2

μ ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y t A x t A x t h
C y t C y t h B u t

= + − +
+ + − +

 

как в медленных ,x  так и в быстрых y  пере-
менных. В (1) { } 1 2( ), ( ) ( )x t y t n n− + -вектор со-
стояния системы в момент времени ;t  [ ]0, ,t T∈  

1( ) ,nx t R∈  2( ) ,ny t R∈  u  − управляющее воздей-
ствие ( ([0, ], )ru PC T R∈  из класса кусочно-
непрерывных -r вектор-функций,  называемое 
далее допустимым; ,ijA ,ijC ,jB  , 1, 2i j =  – за-
данные постоянные матрицы соответствующих 
размеров; μ  − малый положительный параметр, 

( 00, ,⎤μ∈ μ ⎦  0 1μ << ; h  − запаздывание, 
const > 0.h =   
В данной работе для ЛССВСЗ (1) с помо-

щью метода пространства состояний получен 
ряд условий (критериев, необходимых, доста-
точных условий) относительной управляемости, 
x-управляемости, y-управляемости без традици-
онного предположения  относительно матриц 

21 22,C C : 21 22det ( ) 0C mC+ ≠ . Все полученные 
результаты носят эффективный характер, по-
скольку выражены через решения матричных 
рекуррентных определяющих уравнений, впер-
вые введенные автором в работе [6]. 

Вспомогательные результаты. Рассмот-
рим ЛССВСЗ (1), решение которой определяет-
ся начальными условиями  

0(0, μ) { ( ), (0) },x x x= ϕ θ =  

[ )0(0, ) { ( ), (0) }, , 0 ,y y y hμ = ψ θ = θ∈ −   (2) 

где 1([ , 0), ),nPC h Rϕ∈ −  2([ , 0), )nPC h Rψ∈ − −  
кусочно-непрерывные 1n - и n2-вектор-функции 
на [ , 0),h−  1

0 ,nx R∈ 2
0 .ny R∈  

Определение. ЛССВСЗ (1), (2) при задан-
ном μ  называется относительно управляемой 
(x-управляемой, y-управляемой) на отрезке 
[ ]0, T , если для любых векторов 1

1 ,nc R∈  
2

2
nc R∈  (любого вектора 1

1
nc R∈ , любого век-

тора 2
2

nc R∈ ) и любых начальных условий (2) 
существует допустимое управление ( ),u t  

[0, ],t T∈  такое, что соответствующее решение 
{ ( , ),x t μ  ( , )},y t μ  0,t >  ЛССВСЗ (1), (2) (ком-
понента ( , )x t μ ( , ; , ; , ; ),x t x y u= μ ϕ ψ  0t > ; 
компонента ( , )y t μ ( , ; , ; , ; ),y t x y u= μ ϕ ψ  0t >  
решения { ( , ),x t μ  ( , )},y t μ  0t > ) удовлетворяет 

(1)

(2)
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условиям ( , )x T μ 1c= , 2( , )y T cμ =  (условию 
( , )x T μ 1;c=  условию 2( , )y T cμ = ). 
Для вывода эффективных условий относи-

тельной управляемости ЛССВСЗ (1), (2) введем 
1 2( )-n n+ вектор { }( ) ( ), ( ) ,z t col x t y t=  1 2( )n n+ ×  

1 2( )-n n× + матрицы (μ)A  и 1(μ),A   1 2( ) -n n r+ ×  
матрицу (μ)B  вида 

11 11

21 21(μ) ,
μ μ

A C
A A C

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

12 12

1 22 22(μ) ,
μ μ

A C
A A C

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                             
1

2(μ) .
μ

B
B B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                   (3) 

В силу обозначений (3) ЛССВСЗ (1), (2) 
примет вид 

     
[ )

1

0

( ) (μ) ( ) (μ) ( ) (μ) ( ),

(0, μ) {ξ(θ), (0) }, θ , 0 .

z t A z t A z t h B u t

z z z h

= + − +

= = ∈ −
   (4) 

     Согласно [7], критерий (т. е. необходимое и 
достаточное условие) относительной управляе-
мости (ОУ) системы (4) на отрезке [0, ]T  имеет 
следующий вид: 

{ }1 2 1 2r a n k ( ), 1, , 0, ,kZ s k n n s h n n= + = α = +  (5) 

где T
h

⎡ ⎤α = ⎢ ⎥⎣ ⎦
, символ [ ]m  означает целую часть 

(антье) числа .m  В (5) ( )kZ s ∈ 1 2( )n n rR + ×  − для 
любых 0, 1, 2, ...,k =  , 0, 1, 2, ...,s lh l= =  мат-
ричные решения алгебраического определяю-
щего уравнения  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),

k k k

k

Z s A Z s A Z s h
B U s

+ = μ + μ − +

+ μ
 

системы (4) с начальными условиями 

  ( )0
, 0,

0 , 0,
r

r

E s
U s

s
=⎧

= ⎨ ≠⎩
( ) 0 ,k rU s =  1, 2, ....k =   (7) 

  
1 2 1 20 ( ) ( )( ) 0 , ( ) 0 , 0.n n r k n n rZ s s Z s s+ × + ×= ∀ = ∀ <   (8) 

Критерий (6) содержит в знаменателе 
большие степени (до 1 2n n+μ ) малого парамет-
ра μ  и является труднопроверяемым. Цель 
работы – получить эффективные необходи-
мые и достаточные условия ОУ ЛССВСЗ (1), 
(2) только в терминах ее параметров 

,ijA ,ijC ,jB  , 1, 2.i j =   
Для решения  задачи ОУ  ЛССВСЗ (1) пред-

ставим ее в операторной форме 

11 12

11 12 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

ph

ph

px t A A e x t

C C e y t B u t

−

−

= + +

+ + +
 

21 22

21 22 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

ph

ph

py t A A e x t

C C e y t B u t

−

−

μ = + +

+ + +
          (9) 

где p  − оператор дифференцирования, / ;p d dt≡  
phe− −  оператор сдвига аргумента функции на 

величину :h  ( ) ( ).phe z t z t h− ≡ −   
Каждой вектор-функции ( ), ( ), ( ),x t y t u t  

входящей в ЛССВСЗ (1), поставим в соответст-
вие постоянные матрицы 1( ) ,n ri

kX s M ×∈  
2( ) ,n ri

kY s M ×∈  ( )i r r
kU s M ×∈  с двумя индексами 

,k i  и аргументом ,s  а оператору p  и  малому 
параметру μ  − операторы сдвига ,+

+Δ Δ  соот-
ветственно нижнего и верхнего индекса мат-
ричной функции на единицу вправо: 

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),

, .

i i i
k k k

+

x t X s y t Y s u t U s

p +

→ → →

→Δ μ→Δ
 (10) 

Таким образом, согласно (10), для любой 
матричной функции ( )i

kQ s  действие на нее 
операторов ,+

+Δ Δ  означает: 1( ) ( ),i i
+ k kQ s Q s+Δ =  

1( ) ( ).i i
k kQ s Q s+ +Δ =  В силу соответствий (10) 

ЛССВСЗ (1) может быть представлена в виде 

11 12

11 12 1

21 22

21 22 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

i i i
k k k

i i i
k k k
i i i

k k k
i i i

k k k

X s A X s A X s h

C Y s C Y s h B U s

Y s A X s A X s h

C Y s C Y s h B U s

+

+
+

Δ = + − +

+ + − +

Δ Δ = + − +

+ + − +

 

или с учетом определения операторов , +
+Δ Δ   

в виде алгебраической системы рекуррентных 
по ,k i  матричных уравнений  

1 11 12

11 12 1

1
1 21 22

21 22 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

i i i
k k k

i i i
k k k

i i i
k k k

i i i
k k k

X s A X s A X s h

C Y s C Y s h B U s

Y s A X s A X s h

C Y s C Y s h B U s

+

+
+

= + − +

+ + − +

= + − +

+ + − +

    (11) 

которую будем решать с начальными условиями  

 
( ) ( )

1 2

0
0

0 0

0 , 0 ,
0 0 0,

( ) 0 , ( ) 0 .

i
r k r

i i
n r n r

U E U s
k i s

X s s Y s s× ×

= =

≠ ∨ ≠ ∨ ≠

= ∀ = ∀

   (12) 

Для каждого индекса ,k  ,i  , 0, 1, 2, ...,k i=  и 
аргумента s  пара матриц { ( ),i

kX s 1( )}i
kY s+  оп-

ределяет решение уравнений (11), (12). Уравне-
ния (11) назовем определяющими уравнениями 
ЛССВСЗ (1). Матричную пару 1{ ( ), ( )}i i

k kX s Y s+ , 
вычисленную в силу начальных условий (12), 
назовем решением определяющих уравнений (11); 
каждую из матриц 1( ), ( )i i

k kX s Y s+  – компонентой 
решения 1{ ( ), ( )}.i i

k kX s Y s+  Заметим, что в (5) 
решения ( )kZ s  определяющего уравнения (6) 
рассчитываются в точках, кратных запаздыва-
нию h: , 0,1, 2, ... .s lh l= =  В этих же точках  

(3)

(6)
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будем вычислять и решения 1{ ( ), ( )}i i
k kX s Y s+  

определяющих уравнений (11) с начальными 
условиями (12). Заметим, что в силу вида (11) 
определяющих уравнений и начальных усло-
вий (12) компоненты ( ),i

kX s  1( )i
kY s+  обладают 

следующими свойствами: 

               1

2

( ) 0 , , 0,

( ) 0 , , 0.

i
k n r

i
k n r

X sh s k i

Y sh s k i
×

×

= ∀ ≥ ∀ ≥

= ∀ ≥ ∀ ≥
         (13) 

Установим связь между решениями ( )kZ s  
определяющего уравнения (6) и решением оп-
ределяющих уравнений (11).  

Решение задачи относительной управ-
ляемости. Для решения поставленной задачи 
введем ряд вспомогательных утверждений.  

Лемма 1. Для любого натурального числа k  
справедливо равенство  

                      1(0) ( ) ( ).k
kZ A B−= μ μ                  

      Доказательство леммы легко проводится 
методом математической индукции по k.  

Лемма 2. Для любых натуральных чисел  ,k l  
справедливо равенство  

                  

1

0

11

1
0

( )

( ) .
( )

jk
k

j
j

k jk
k

j
j

X lh

Z lh
Y lh

−

=

+−

+
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

μ⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟μ⎝ ⎠

∑

∑
                (14) 

Доказательство леммы также проводится 
методом математической индукции по двум 
переменным ,k l  с учетом свойств (13) опреде-
ляющего уравнения (11), но в силу громоздко-
сти  здесь доказательство не приводится. 

Представление (14) с учетом критерия (5) по-
зволяет сформулировать следующее утверждение. 

Теорема 1 [1]. Для относительной управ-
ляемости ЛССВСЗ (1) на отрезке [0, ]T  при 
любом 0(0, ],μ∈ μ  0 1,μ  необходимо и доста-
точно, чтобы  

1

0
1 2 1 211

1
0

( )

rank , 1, , 0, .
( )

jk
k

j
j

jk
k

j
j

X lh

k n n s n n
Y lh

−

=

+−

+
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪

μ⎪ ⎪= + = α = +⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪μ⎩ ⎭

∑

∑
 

Очевидна связь относительной управляемо-
сти ЛССВСЗ (1) на отрезке [0, ]T  с x-управ-
ляемостью и y-управляемостью ЛССВСЗ (1).  

Теорема 2. Если ЛССВСЗ (1) относительно 
управляема на отрезке [0, ]T  для любого 

0(0, ],μ∈ μ  0 1,μ   то она x-управляема и  

y-управляема для этих же значений малого па-
раметра, т. е. выполняются условия 

1

1 2 1
0

( )rank 1, , 0, ,
jk

k
j

j

X lh k n n s n
−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪= + = α =⎨ ⎬
μ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

11

1 2 21
0

( )rank , 1, , 0, .
jk

k
j

j

Y lh k n n s n
+−

+
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= + = α =⎨ ⎬
μ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

Заключение. С помощью метода простран-
ства состояний исследована относительная 
управляемость, x-управляемость, y-управляе-
мость линейных стационарных сингулярно 
возмущенных систем с постоянным запаздыва-
нием без традиционного предположения отно-
сительно матриц 21 22,C C  этой системы: 

21 22det ( ) 0C mC+ ≠ . Доказан критерий, необхо-
димые достаточные условия всех видов управ-
ляемости. Все полученные результаты носят 
эффективный характер, поскольку выражены 
через решения матричных рекуррентных опре-
деляющих уравнений. 
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Т. А. Любецкая, ассистент (БГТУ); Н. В. Рабчун, ассистент (БГЭУ)  
О ПОДВИЖНЫХ ОСОБЫХ ТОЧКАХ РЕШЕНИЙ  

АВТОНОМНОЙ СИСТЕМЫ ГАМИЛЬТОНА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

This article is about fourth degree Hamilton’s autonomous systems, as 
, 1, 2,

i

i

i

i

dx H
dt y
dy H i
dt x

∂⎧ =⎪ ∂⎪
⎨

∂⎪ = − =
⎪ ∂⎩

where 

( )1 2,  ,H F= ϕ ϕ  F  – holomorphic function of  1,ϕ  2 ,ϕ  1 1 2 1 0
1

1 1 2 1 0
,

x y
x y

α +α +α
ϕ =

β +β +β
 1 2 2 2 0

2
1 2 2 2 0

x y
x y

γ + γ + γ
ϕ =

δ +δ +δ
. 

It was shown if even one determination 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2   or   Δ = α β − β α Δ = γ δ − δ γ  differ from zero solu-
tion of the system has the second degree branching points as moving critical points. If all of the forego-
ing determinations are equal to zero, the solution has no critical points. 

Введение. Многие задачи естествознания и 
техники моделируются с помощью систем диф-
ференциальных уравнений Гамильтона [1–7].  
Часто они оказываются автономными, т. е. их 
гамильтонианы явно не зависят от времени. Ис-
следование характера подвижных особых точек 
решений нелинейных однородных дифференци-
альных уравнений и систем таких уравнений 
является одной из основных задач анали-
тической теории дифференциальных уравнений 
[8–17]. 

В статьях [13, 14] исследованы системы 
двух дифференциальных уравнений «перекре-
стного типа». Найдены условия однозначности 
подвижных особых точек решений указанных 
систем. В работе [15] изучены автономные сис-
темы Гамильтона вида  

( ) ( ),  ,  ,  , y x
' '' 'x H x y y H x y= = −  

( ) ( )
( )

,  
 ,  ,

,  
P x y

H x y
Q x y

=  

где P, Q – взаимно простые полиномы.  
Показано, что решения таких систем могут 

иметь в плоскости независимой переменной С 
только алгебраические подвижные особые точки. 

Статья [16] посвящена исследованию под-
вижных особенностей системы 

( )
( )
( )
( )

,  ,  
,

,  ,  

,  ,  
,

,  ,  

P z x ydx F
dz Q z x y

R z x ydy G
dz S z x y

⎧
= =⎪

⎪
⎨
⎪ = =⎪
⎩

 

где P, Q, R, S – полиномы не выше второй сте-
пени относительно х, у с голоморфными по z 
коэффициентами. Правые части системы удов-
летворяют условию  

0.F G
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

В работе [17] исследованы подвижные осо-
бые точки решений неавтономной системы Га-
мильтона вида 

( )

( )

3

3

,  ,  ,

,  ,  ,

dx P z x y
dz
dy Q z x y
dz

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

где P3, Q3 – полиномы третьей степени отно-
сительно x, y с голоморфными по z коэффи- 
циентами. 

Основная часть. Предположим, что га-
мильтониан ( )1 2,  ,H F= ϕ ϕ  где 

1 1 2 1 0 1 2 2 2 0
1 2

1 1 2 1 0 1 2 2 2 0

,  x y x y
x y x y

α + α + α γ + γ + γ
ϕ = ϕ =

β +β +β δ + δ + δ
, 

F  – голоморфная функция относительно 
{ }1 2 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  t C x x y y Cϕ ϕ ∈ ∈ ∪ ∞ . Соответст- 

вующая система Гамильтона будет иметь сле-
дующий вид: 

1
1

1 1 1

2
2

2 2 2

1
1

1 1 1

2
2

2 2 2

,                             (1)

,                           (2)

,                       (3)

.                    

H Fx
y y
H Fx
y y

H Fy
x x
H Fy
x x

∂ϕ∂ ∂
= =
∂ ∂ϕ ∂

∂ϕ∂ ∂
= =
∂ ∂ϕ ∂

∂ϕ∂ ∂
= − = −

∂ ∂ϕ ∂
∂ϕ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ϕ ∂

(4)

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

Теорема 1. Если хотя бы один из опреде-

лителей 1 2

1 2

α α
β β

, 1 2

1 2

γ γ
δ δ

 не равен нулю, то ре-

шения системы (1)–(4) в качестве подвижных 
особых точек имеют точки ветвления второго 
порядка. 

Доказательство. Систему (1)–(4) можно 
записать так 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1 2 0 0 21
2

1 1 1 2 1 0

2 2 0 2 0 22
2

2 1 2 2 2 0

1 1 0 1 1 01
2

1 1 1 2 1 0

2 2 02

2

,                   5

,                  6

,                      7

xdx F
dt x y

xdx F
dt x y

ydy F
dt x y

ydy F
dt

−Δ + α β −α β∂
=
∂ϕ β +β +β

−Δ + δ γ − γ δ∂
=
∂ϕ δ + δ + δ

Δ + α β −α β∂
=
∂ϕ β +β +β

Δ + γ δ∂
=
∂ϕ ( )

( )1 0 1
2

1 2 2 2 0

,                    8
x y

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ − δ γ
⎪

δ + δ + δ⎪⎩

 

где 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 ,   .Δ = α β − β α Δ = γ δ − δ γ  
Рассмотрим следующие случаи: 

1) 1 2 1 2

1 2 1 2

   
0,  0;

    
α α γ γ

≠ ≠
β β δ δ

 

2) 1 2 1 2

1 2 1 2

   
0,  0;

    
α α γ γ

= ≠
β β δ δ

 

3) 1 2 1 2

1 2 1 2

   
0,  0.

    
α α γ γ

≠ =
β β δ δ

 

Пусть имеет место первый случай, а имен-
но: 1 1 2 1 2 2 1 2 1 20,  0.Δ = β α −α β ≠ Δ = δ γ − γ δ ≠  

Сделаем в системе (5)–(8) замену  

1 1 2 2,  ,x X a x X b= + = +  1 1 2 2,  ,y Y c y Y d= + = +  

где ,  ,  ,  a b c d  удовлетворяют следующим сис-
темам: 

1 2 0

1 2 0

0,
0;

a c
a c

α + α + α =⎧
⎨β +β +β =⎩

1 2 0

1 2 0

0,
0.

d b
d b

γ + γ + γ =⎧
⎨δ + δ + δ =⎩

 

Тогда получим:  

1 1 2 1 1 2 2 2
1 2

1 1 2 1 1 2 2 2

  ,  
  

X Y X Y
X Y X Y

α + α γ + γ
ϕ = ϕ =

β + β δ + δ
. 

А система (5)–(8) преобразуется к виду 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

1 1 1
1 2

1 1 1 1 1 2 1

2 2 2
2 2

2 2 2 1 2 2 2

1 1 1
1 2

1 1 1 1 1 2 1

2 2 2
2 2

2 2 2 1 2 2 2

,             9

,         10

,          11

.     

XF FX
Y X Y

XF FX
Y X Y

YF FY
X X Y

YF FY
Y X Y

∂ϕ Δ∂ ∂
= =
∂ϕ ∂ ∂ϕ β + β

∂ϕ Δ∂ ∂
= =
∂ϕ ∂ ∂ϕ δ + δ

∂ϕ Δ∂ ∂
= − =

∂ϕ ∂ ∂ϕ β + β

∂ϕ Δ∂ ∂
= − =

∂ϕ ∂ ∂ϕ δ + δ
( )  12

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

Из уравнений (9) и (11) имеем, что  
1 1

1 1

dY Y
dX X

= . Откуда 1
1

1

X C
Y

= , где С1 – произволь-

ная постоянная. 
Используя дифференциальное уравнение (ДУ) 

(9), будем иметь 

( )
( )

1 1
1 1 2 2

1 2 1 1

,  
 

dX C C
dt C X

Δ
= Φ

β + β
, 

где 
1 1 2

1
1 1 2
1 2 2

2
1 2 2

1 1 2
1

( ,  ) .
C
C
C
C

FC C
α +α

ϕ =
β +β
γ +γ

ϕ =
δ +δ

∂
Φ =

∂ϕ
 

Это позволяет записать ДУ (9) так: 
( )

( )
1 1 1 2

1 1 2
1 2 1

,  
.

 

C C
X dX dt

C

Δ Φ
=

β + β
 

После интегрирования последнего уравне-
ния получим: 

( )
( )

( )
2

1 1 1 21
32

1 2 1

,  
,

2  

C CX t C
C

Δ Φ
= −

β + β
 

где С3 – произвольная постоянная.  
Откуда  

( )
( )

( )1 1 1 2
1 32

1 2 1

,  
2

 

C C
X t C

C

Δ Φ
= −

β + β
, а 1 1

1

1 .Y X
C

=  

Аналогично из (10) и (12) следует 2
2

2

X C
Y

= , 

где С2 – произвольная постоянная. 
Имеем:  

( )
( )

2 2
2 1 2 2

1 2 2 2

,  ,dX C C
dt C X

Δ
= Φ

δ + δ
 

где 
1 1 2

1
1 1 2
1 2 2

2
1 2 2

2 1 2
2

( ,  )
C
C
C
C

FC C
α +α

ϕ =
β +β
γ +γ

ϕ =
δ +δ

∂
Φ =

∂ϕ
. 

Тогда решения системы (9)–(12) примут 
следующий вид: 

( )
( )

( )2 2 1 2
2 4 2 22

21 2 2

,  12 ;  ,
C C

X t C Y X
CC

Δ Φ
= − =

δ + δ
 

где С4 – произвольная постоянная. 
Рассмотрим второй случай (третий случай 

исследуется аналогично): 

1 1 2 1 2 2 1 2 1 20,  0.Δ =β α −α β = Δ = δ γ − γ δ ≠  

Решения X2, Y2 системы (5)–(8) в качестве 
подвижных особых точек имеют точки ветв-
ления второго порядка (очевидно из доказа-
тельства, проведенного выше). 

Поскольку 1 2
1

1 2

  
0,

  
α α

Δ = =
β β

 то 1 2

1 2
.kα α

= =
β β

 То-

гда 1 1 1 2 1 x yϕ =β + β  и уравнения (5), (7) преобра-
зуются к следующему виду:
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( )

( )

1
1 2

1 1 1

1
1 1

1 1 1

,                      13

.                 14

F Fx
y

F Fy
x

∂ϕ∂ ∂⎧ = = β⎪ ∂ϕ ∂ ∂ϕ⎪
⎨ ∂ϕ∂ ∂⎪ = − = − β
⎪ ∂ϕ ∂ ∂ϕ⎩

 

Из уравнений (13) и (14) имеем следующее: 
1 1

1 2
,dy

dx
β

= −
β

т. е.  

( )2 1 1 1 1,                           15y x Cβ +β =  
где С1 – произвольная постоянная. 

Используя уравнение (13), получим: 

( )1
1 1 2 2,  ,dx C C

dt
= Φ β  

где 
1 1

1 2 2
2

1 2 2

1 1 2
1

( ,  )
C

C
C

FC C
ϕ =

γ +γ
ϕ =

δ +δ

∂
Φ =

∂ϕ
. 

Интегрируя данное ДУ и пользуясь равен-
ством (15), имеем: 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2 2 3

1 1
1 1 1 2 2 3

2 2

,  ,

,    .

x C C t C
Cy C C t C

= Φ β −

β
= − Φ β − +

β β

 

Следовательно, 1x  и 1y  не имеют в С ника-
ких подвижных особых точек. 

Исходя из вышеизложенного, можно сфор-
мулировать следующее утверждение. 

Теорема 2. Если все определители 1 2

1 2

α α
β β

, 

1 2

1 2

γ γ
δ δ

 равны нулю, то решения системы (5)–(8) не 

имеют в С никаких подвижных особых точек. 
Заключение. В статье рассмотрены авто-

номные системы Гамильтона четвертого по-
рядка вида  

,

,  1,  2,

i

i

i

i

dx H
dt y
dy H i
dt x

∂⎧ =⎪ ∂⎪
⎨

∂⎪ = − =
⎪ ∂⎩

 

где ( )1 2, ,H F= ϕ ϕ  F  – голоморфная функция 
относительно 1 2,  ,ϕ ϕ  где 

1 1 2 1 0 1 2 2 2 0
1 2

1 1 2 1 0 1 2 2 2 0

,  .x y x y
x y x y

α + α + α γ + γ + γ
ϕ = ϕ =

β +β +β δ + δ + δ
 

Показано, что если хотя бы один из опреде-

лителей 1 2

1 2

α α
β β

, 1 2

1 2

γ γ
δ δ

 не равен нулю, то реше-

ния рассматриваемой системы в качестве под-
вижных особых точек имеют точки ветвления 

второго порядка. Если же каждый из вышеука-
занных определителей равен нулю, то ее реше-
ния не имеют никаких подвижных особых точек. 
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ПОЧТИ СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА  
This work is devoted to classifying homogeneous space with an invariant non-degenerate almost 

symplectic structure such that the isotropic representation is faithful. It is known that the problem of classi-
fication of homogeneous spaces ( ,G  M) is equivalent to the classification (up to equivalence) of pairs of 
Lie groups ( ,G  G). By linearization, the problem can be reduced to the problem of classification of pairs 
of Lie algebras ( ,g  g) viewed up to equivalence of pairs. It is sufficiend to consider only the effective ac-
tion of the group G  on the manifold M. This problem is solved in the following way: classify all subalge-
bras g of the Lie algebra sp(n, C); for each subalgebra g describe all complex isotropically-faithful pairs 
such that their isotropic representation are conjugate to g; for each complex pair find all its real forms; for 
each real form comstruct all corresponding pairs of Lie groups and the homogeneous spaces. 

Введение. Проблема описания подмногооб-
разий была поставлена еще в начале прошлого 
века, в дальнейшем были классифицированы 
различные специальные классы подмногообра-
зий. Наиболее интересным случаем как с мате-
матической, так и с физической точки зрения 
является однородный случай. Большинство фи-
зических моделей являются однородными, и 
это условие часто бывает априорным, боль-
шинство пространств, появляющихся в различ-
ных разделах математики, тесно связанных  
с приложениями, также считаются однород-
ными. Условие однородности является прин-
ципиальным и с математической точки зрения, 
оно позволяет свести задачу к чисто алгебраи-
ческой, применить технику теории групп и 
алгебр Ли. Настоящая работа посвящена клас-
сификации изотропно-точных однородных 
пространств с инвариантной невырожденной 
почти симплектической структурой. 

Основная часть. Пусть ( ,G  M) − однород-
ное пространство и G = xG  − стабилизатор про-
извольной точки x∈M. Паре ( ,G  G) поставим в 
соответствие пару ( ,g  g), где g  − алгебра Ли 
группы Ли G  и g − подалгебра в ,g  соответст-
вующая подгруппе Ли G. 

Две пары групп Ли ( 1,G  G1) и ( 2 ,G  G2) эквива-
лентны, если существует изоморфизм групп Ли  

π: 1G  → 2G , такой что π(G1) = G2. 

Проблема классификации однородных про-
странств ( ,G  M) равносильна классификации  
(с точностью до эквивалентности) пар групп Ли 
( ,G  G). Используя линеализацию, эту проблему 
можно свести к классификации пар алгебр Ли 
( ,g  g) с точностью до эквивалентности пар. 

Пары ( 1,g  g1) и ( 2 ,g  g2) называются эквива-
лентными, если существует изоморфизм алгебр Ли  

π: 1g  → 2g , такой что π(g1) = g2. 
Назовем пару ( ,g  g) эффективной, если 

подалгебра g не содержит ненулевых идеалов 
алгебры Ли .g  

Строение пар групп Ли ( ,G  G), соответст-
вующих данной эффективной паре алгебр Ли 
( ,g  g), было описано в [1]. Поэтому проблема 

классификации однородных пространств сво-
дится к классификации пар. 

Отображение 
ρ: g  → gl( g / g),      x  ad| g/g x 

называется изотропным представлением по-
далгебры g. Пара ( ,g  g) называется изотропно-
точной, если точно изотропное представление 
подалгебры g. В дальнейшем рассматриваются 
только такие пары. 

Пусть V = g / g − g-модуль, соответствую-
щий изотропному представлению. Пространст-
во B(V) билинейных форм на V естественным 
образом становится g-модулем, если положить 

x.b(v1, v2) = −b(x. v1, v2) − b(v1, x.v2), 
где x ∈ g, v1, v2 ∈ V, b ∈ B(V). 

Почти симплектической структурой на g-
модуле V называется невырожденная, косо-
симметрическая билинейная форма b ∈ B(V) 
такая, что x.b = 0 для всех x ∈ g. Другими сло-
вами, b ∈ Bg(V). Пусть B − матрица симплек-
тической структуры в некотором базисе про-
странства V, а Ax − матрица элемента x ∈ ρ(g) в 
том же базисе.  

Пара ( ,g  g) допускает почти симплектиче-
скую структуру, если выполняется следующее 
свойство: Ax

tB + B Ax = 0, ∀  x ∈ ρ(g). 
Для изотропно-точной пары ( ,g  g) отожде-

ствим алгебры g и ρ(g). 
Существует единственная (с точностью до 

сопряженности) невырожденная кососиммет-
рическая билинейная форма b [2]. Множество 
всех эндоморфизмов пространства V, сохра-
няющих невырожденную кососимметрическую 
билинейную форму b, является алгеброй Ли. 

Зафиксируем базис {u1, …, u4} пространства 
V, в котором матрица B имеет вид 

0 1 0 0
1 0 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

. 

Полученная алгебра Ли обозначается sp(4, R). 
Она представима в виде 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

tyrp
zxps

vwtz
wuyx

 x, y, z, t, 

 u, v, s, w, p, r ∈ R}. 
Таким образом, не ограничивая общности, 

можно считать, что алгебра Ли g является под-
алгеброй в линейной алгебре Ли sp(4, R). 

Рассмотрим сначала комплексификации пар 
( ,g  g). Решение задачи разбивается на сле-
дующие этапы: 

1. Классификация с точностью до сопря-
женности всех подалгебр gC, допускающих 
почти симплектическую структуру, что равно-
сильно классификации (с точностью до сопря-
женности) подалгебр алгебры Ли sp(4, C). 

2. Для каждой подалгебры gC из пункта 1 
производим классификацию (с точностью до эк-
вивалентности) изотропно-точных пар ( g C, gC), у 
которых изотропное представление сопряжено 
подалгебре gC. 

3. Для каждой пары ( g C, gC) находим  
(с точностью до эквивалентности пар) все ве-
щественные формы ( ,g  g). 

1 этап. Для обозначения 

g = 

0
0 0 0
0 0 0
0 0

z x y
z

z
x z

⎧ α⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟
⎪⎜ ⎟⎨⎜ ⎟−α⎪⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩

 x, y, z ∈ С

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

, 

где α ∈ С – параметр (т. е. это, вообще говоря, 
целый класс алгебр), будем использовать за-
пись вида 

αz x y  
 z   
  −αz  
  −x −z 

Однако две алгебры g1 и g2 этого класса, 
определенные параметрами α1 и α2 соответст-
венно, могут быть сопряжены при некоторых 
значениях параметров. Очевидно, что отноше-
ние сопряженности подалгебр задает отноше-
ние эквивалентности на множестве парамет-
ров: два набора параметров эквивалентны 
тогда и только тогда, когда сопряжены соот-
ветствующие подалгебры. Чтобы отметить 
возможную эквивалентность наборов пара-
метров, используем два способа: указываем 
фундаментальную область данного отоноше-
ния эквивалентности или выписываем обра-
зующие некоторой конечной группы преобра-
зований множества параметров, орбиты 
которой в точности совпадают с классами экви-
валентности. Например, |α| ≤  1 или α  1 / α. 

Теорема. Пусть g – подалгебра в алгебре Ли 
sp(4, C). Тогда g сопряжена одной и только од-
ной из следующих подалгебр: 

dim g = 1. 
1.   x  

 x   
    
   −x  

2.    x 
  x  
    
     

    

3.     
   x 
    
     

4. 
 

 x   
   x 
    
  −x   

    

5. λx    
 x   
  –λx  
   –x  

λ  1 / λ, λ  −λ

dim g = 2. 
1. 3y x   

 y  x 
  −3y  
  –x −y  

2.   y  
 y  x 
    
   −y  

    

3. y  x  
    
  −y  
     

4. αy  x  
 y   
  αy  
   −y 

α  −α; 
    

5. y   x 
  x y 
  –y  
     

6. αy   x 
 y x  
  –αy  
   –y

α  1 / α; 
    

7.   x  
   y 
    
     

8.    x 
  x y 
    
     

    

9. x    
 y   
  −x  
   −y  

10.  y x  
   y 
    
  −y   

dim g = 3. 
 1.   x y 

  y z 
    
     

2.  x  z  
 y   
  −x  
   −y  

    

3. x   z 
 y z  
  −x  
   −y  

4.   z x y 
  y z 
    
  −z   

    

5.  x y z 
  z  
    
  −x   

6.   z x 
 z x y 
    
   −z  
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7.  3y x z  
 y  x 
  −3y  
  −x −y  

8. x y z  
    
  −x  
  −y   

    

9.  αz x y  
 z   
  −αz  
  −x −z  

10. αz  y  
 z  x 
  −αz  
   −z 

α  1 / α; 
    

11. x  y  
    
z  −x  
     

12. x  y  
 x  y 
z  −x  
 z  −x  

    

13. 3x y   
3z x  −2y 
  −3x −3z 
 −2z −y −x  

  

dim g = 4. 
 1.   x y z 

  z t 
    
  −x   

2.  x  z  
 y  t 
  −x  
   −y  

    

 3.  αz  x y 
 z y t 
  −αz  
   −z 

α  1 / α; 

4.  x z   
t y   
  −x –t 
  −z –y  

    

5.  3t z x y 
 t y z 
  −3t  
  −z −t  

6.  t x y z 
  z t 
  −t  
  −x   

    

7.  x y z t 
  t  
  −x  
  −y   

8.  αt x y t 
 t z  
  –αt  
  −x −t 

α  −α; 
    

9.  x  t z 
 y z  
  −x  
   −y  

10. x  u  
   w 
z  −x  
     

    

 
11. 

x  u  
 y   
z  −x  
   −y  

  

dim g = 5. 
1. αu x y z 

 u z t 
  −αu  
  −x −u  

2.  x y z t 
  t u 
  −x  
  −y   

    

3.  x  z t 
 y t u 
  −x  
   −y  

4.  x y u t 
 z t  
  −x  
  −y −z  

5. x  u  
 y  w 
z  −x  
   −y  

  

dim g = 6. 
 1. x y t u 

 z u v 
  −x  
  −y −z  

2.  x  y  
 t  u 
z  −x  
 v  −t  

    

3. x  u v 
t  v w 
s  −x −t 
     

4. x y u v 
z −x v w 
  −x −z 
  −y x  

dim g = 7. 
 1. x  u v 

t y v w 
s  −x −t 
   −y  

2.  x z u v 
t y v w 
  −x −t 
  −z −y  

dim g = 10. 
x y u w 
z t w v 
s p −x −z 
p r −y −t  

 = sp(4, C). 

Доказательство. Поскольку любая разре-
шимая подалгебра в sp(4, C) сопряжена (относи-
тельно группы GL(4, C)) подалгебре максималь-
ной разрешимой алгебры r, классифициpуем 
сначала подалгебры в r с точностью до сопря-
женности относительно группы R матриц, со-
храняющих r. Среди найденных алгебр будут 
сопряженные в группе GL(4, C), поэтому разо-
бъем полученные подалгебры на классы сопря-
женных (относительно группы GL(4, C))  
и выберем из каждого класса по одному пред-
ставителю. Получим искомую классификацию 
разрешимых подалгебр в sp(4, C).  

Из теории полупростых алгебр Ли следует, 
что все полупростые подалгебры в sp(4, C)  
(с точностью до сопряженности) имеют вид  

x 0 y 0 
0 0 0 0 
z 0 −x 0 
0 0 0 0  

3x y 0 0 
3z x 0 −2y
0 0 −3x −3z
0 −2z −y −x  

  

x 0 y 0 
0 x 0 y 
z 0 −x 0 
0 z 0 −x  

x 0 y 0 
0 t 0 u 
z 0 −x 0 
0 v 0 −t  

и сама sp(4, C). Для каждой полупростой под-
алгебры a ∈ sp(4, C) найдем (с точностью до 
сопряженности) все алгебры g, такие что a яв-
ляется ее подалгеброй Леви. 

Подалгебра sp(4, C) является a-модулем (от-
носительно присоединенного представления) и 
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разлагается в прямую сумму изотипных ком-
понент 

sp(4, C) = a ⊕ S1 ⊕…⊕ Sn. 
Если g – неразрешимая подалгебра, то она 

является прямой суммой своих пересечений  
с изотипными компонентами, поэтому находим 
в Si все подмодули α-модуля Si, составляем их 
суммы и проверяем, получается ли подалгебра. 

2 этап. Рассмотрим теперь задачу класси-
фикации для заданной подалгебры g с точно-
стью до эквивалентности изотропно-точных 
пар ( ,g  g), у которых изотропное представле-
ние сопряжено подалгебре g. 

Обобщенным модулем называется пара (g, U), 
где g – алгебра Ли, а U – g-модуль. 

Назовем обобщенные модули (g1, U1) и (g2, U2) 
изоморфными, если существует такая пара ото-
бражений (f, F), что f: g1 → g2 – изоморфизм 
алгебр Ли, F: U1 → U2 – изоморфизм векторных 
пространств, и для всех x, g1, U1 выполняется 
следующее условие:  

F(x.u) = f(x).F(u). 
Пусть V – векторное пространство, а g – 

подпространство в нем. Пара (V, g), снабженная 
билинейным отображением  

B:G × V → V,  (x, v) = x.v, 
называется виртуальной парой, если выполня-
ются следующие условия: 

1) g.g ∈ g; 
2) ограничение B на g × g задает на g струк-

туру алгебры Ли ([x, y] = x.y); 
3) V – g-модуль относительно B. 
Любой виртуальной паре (V, g) естествен-

ным образом соответствует обобщенный мо-
дуль (g, V / g), который называется ассоцииро-
ванным с виртуальной парой. 

Пусть (V1, g1) и (V2, g2) – две виртуальные 
пары и H: V1 → V2 – изоморфизм векторных 
пространств. Назовем H изоморфизмом вирту-
альных пар, если 

– H(g1) = g2; 
– H(x.v) = H(x).H(v) для всех x ∈ g1, v ∈ V1. 
Пусть H: V1 → V2 – изоморфизм виртуаль-

ных пар (V1, g1) и (V2, g2). Пусть f: g1 → g1 –  
ограничение H на g1 и пусть F: V1 / g1 → V2 / g2 – 
отображение, определяемое F(v + g1) = H(v) + g2 
для всех v ∈ V1. Тогда (f, F) – изоморфизм 
обобщенных модулей (g1, V1 / g1) и (g2, V2 / g2), 
ассоциированный с H. 

Классификация (с точностью до изомор-
физма) изотропно-точных g-модулей U эквива-
лентна классификации подалгебр в sp(4, C)  
с точностью до сопряженности. Для каждого 
найденного g-модуля U классифицируем (с 

точностью до эквивалентности) все пары ( ,g  
g), такие что g-модули U и g /g изоморфны. 

3 этап. Имея классификацию пар над по-
лем C, получим классификацию над полем R. 

Пространство VC называется комплексифика-
цией вещественного векторного пространства V. 
Если на V задана структура вещественной ал-
гебры Ли g, то она продолжается до структуры 
комплексной алгебры gC. 

Пусть теперь g – алгебра Ли над C, a – ве-
щественная подалгебра в g (алгебру над C 
можно рассматривать как алгебру над R вдвое 
большей размерности). 

Подалгебра a называется вещественной 
формой алгебры Ли g, если 

a ⊕ i a = g,   a ∩ i a = 0. 
Пусть a – вещественная форма алгебры g. 

Сопряжением относительно a называется ото-
бражение ς: g → g, ς(x + i y) = x – iy, ∀ x, y ∈ a. 
Отображение называется антиинволюцией, если  

ς2 = id g, [ς(x), ς(y)] = ς([x, y]), 

ς(λ x + μ y) = λ  ς(x) + μ  ς(y) 

∀ x, y ∈ g, λ, μ ∈ C. Вещественные формы ал-
гебры Ли – неподвижные точки антиинволю-
ций. Две вещественные формы переводятся 
друг в друга автоморфизмом тогда и только 
тогда, когда соответствующие антиинволюции 
сопряжены. Чтобы классифицировать вещест-
венные формы абстрактной алгебры Ли, нужно 
классифицировать с точностью до группы ав-
томорфизмов все антиинволюции. 

Рассмотрим теперь пару ( ,g  g). Множество 
всех вещественных форм пары ( ,g  g) находит-
ся во взаимно однозначном соответствии  
с множеством таких антиинволюций ς алгебры ,g  
что ς(g) = g. Для каждой пары ( С ,g  gC) опреде-
ляем (с точностью до эквивалентности пар) все 
вещественные формы ( ,g  g). 

Заключение. Классифицированы подал-
гебры алгебры Ли sp(4, P), P = R и C. Прове-
дено полное описание изотропно-точных  
однородных пространств с инвариантной невы-
рожденной почти симплектической структурой 
(над полями R и C). Предложенная методика 
может быть использована для произвольной 
размерности. 
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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ  РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРОЕША 
In job for the decision of nonlinear regional problems the method of plural bilateral shooting is of-

fered. Practical realisation of a method is considered on an example of the decision of known regional 
problem Troesh. For the decision of problem Troesh computing schemes of a method of plural bilateral 
shooting are under construction. They comprise procedure of the decision of problems Cauchy in direct 
and return directions on shooting subintervals. On an example of problem Troesh it is shown, that the 
choice of number and lengths of subintervals of shooting provides necessary properties and qualities of 
problems Cauchy. During the decision of the given problem come to light and properties of matrixes 
Jakoby for closing systems of the equations are studied. These systems of the equations turn out 
enough a low order. Borders of a spectrum of matrix Jakoby are defined and their numbers of condi-
tionality are calculated. The offered technique allows to solve wide classes of regional problems with 
an interface, and thus reduces computing difficulties of boundary problems.

Введение. Проблеме численного решения 
нелинейных двухточечных  граничных задач 
с пограничными слоями уделяется в настоящее 
время все большее внимание. Эти задачи явля-
ются математическими моделями диффузионно-
конвективных процессов или родственных фи-
зических явлений [1]. 

Решения такого рода задач обычно не могут 
быть представлены в виде рядов по возрастаю-
щим степеням коэффициента диффузии. Они 
называются сингулярно-возмущенными задача-
ми. Поскольку в предельном случае при нулевом  
коэффициенте диффузии дифференциальные 
уравнения имеют более низкий порядок, неко-
торые из граничных условий станут лишними. 
Решение может быстро изменяться вблизи гра-
ничных точек, т. е. мы буем иметь здесь погра-
ничный слой. Получение решения граничной 
задачи  при наличии пограничного слоя ослож-
няется и требует специальных методов. 

При решении указанного выше типа задач 
стандартными численными методами возникают 
большие трудности. Причина этих трудностей 
чаще всего заключается в неустойчивости чис-
ленного процесса. В качестве специальных мето-
дов будем рассматривать методы пристрелки. 

Методы пристрелки для  граничных задач 
в случае нелинейных систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого поряд-
ка в смысле общности и универсальности со-
поставимы  только с методами сеток. 

Имеют место самые сложные случаи, когда 
решение характеризуется внутренними пере-
ходными слоями, осцилляциями, резкими пере-
падами, в частности, наблюдаются и разрывы 
первого рода. В таких случаях нужно гибко ис-
пользовать свойства решений, полученных в 
ходе эксперимента. 

Для этих целей предлагается метод множе-
ственной двусторонней пристрелки, обладаю-
щий необходимой гибкостью. 

Практическая реализация метода множест-
венной двусторонней пристрелки и его качест-
ва зависят главным образом от того, какие 

имеются возможности на следующих его ос-
новных этапах: 

1) выбор точек пристрелки; 
2) выбор точек сшива решений; 
3) выбор параметров пристрелки  и их лока-

лизация; 
4) выбор длин положительных и отрица-

тельных подынтервалов пристрелки; 
5) регулировка свойств замыкающей систе-

мы уравнений и ее оптимизация по числу урав-
нений; 

6) организация итерационных процессов и 
их оптимизация, сведение исходной граничной 
задачи к совокупности задач Коши. Для реше-
ния задач Коши существует много хорошо раз-
работанных методик [2]. 

Постановка задачи. Проследить за имею-
щимися закономерностями и возможностями 
метода множественной двусторонней при-
стрелки  можно  на примере решения гранич-
ной задачи, которая лежит в основе физической 
модели, описывающей процесс ограничения 
столба плазмы [1]. 

Математическая модель этой задачи имеет 
следующий вид: 

1 2

2 1

,
, 0 1, 0
y y

y k sh ky t k
′ =

′ = ≤ ≤ >
 (1)

с граничными условиями 

.1=)1(,0=)0( 11 yy  (2)

В математической литературе эта задача 
подробно изучалась. В вычислительном отно-
шении ее оценивают как достаточно сложную и 
трудную. Впервые она была поставлена Вейбе-
лом и Троешем и первоначально была связана с 
исследованием обжатия плазменного шнура 
давлением излучения. Из-за жестких ограниче-
ний ее решение не представляло особого инте-
реса. Однако в последние годы  специалисты по 
численным методам к ней стали проявлять зна-
чительный интерес. Это объясняется тем, что 
данная задача является хорошим тестом для 
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проверки методов решения неустойчивых не-
линейных граничных задач. Задача вида (1), (2) 
получила название задачи Троеша [1]. 

Решение задачи Троеша.  Проведем анализ 
задачи Троеша. 

Матрица Якоби для системы полученных 
уравнений будет иметь вид 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
10

∂
∂

1
2 kychky

ytf ),( . 

При фиксированном времени матрица Яко-
би характеризуется собственными значениями 

1 2 1λ (0) ( ), k chky t .= ±  

Из последнего выражения следует, что 

1 2λ (0), k ,= ±     1 2λ (1), ch k .= ±  

Если значения k небольшие, то небольши-
ми будут и значения ).(, 121λ  Однако, чем боль-
ше значение ,k  тем более сложным является 
характер поведения решения )(1 ty  и его произ-
водной ).(2 ty  

Предлагаемый метод множественной дву-
сторонней пристрелки состоит в следующем. 

1. Выбираем точки пристрелки: 
.=<<...<<<= 212210 bttttta mm  

Множественную пристрелку организовыва-
ем таким образом, чтобы вычислительный про-
цесс развивался в обоих направлениях. 

2. Строим пристрелочные задачи Коши 
в прямом и обратном направлениях: 
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где 12 −jt  – точки пристрелки; jt 2  – точки сшива 
решений; 12 −jy  – параметры пристрелки. 

 3. Для полученных пристрелочных задач 
Коши составляем замыкающую систему урав-
нений  вида 
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4. Переписываем замыкающую систему ви-
да (5) в операторной форме 

,0)( =zH  (6)

где 

1 2 2 1

: , ,

( , , , )

N N
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m

H R R N mn

z y y ... y .−

→ =

=
 (7)

Свойства замыкающих систем уравнений (5), 
(6) зависят от правой части f, исходного уравне-
ния, формы граничных условий, области интегри-
рования [a, b], точек пристрелки ),( 12 −jytu  и тра-
екторий пристрелки ),,( 12 −jytu ).,( 12 −jytv  Эти 
свойства наиболее полно характеризуются матри-
цами Якоби для соответствующих отображений H. 

Пусть )(ty  – искомое решение исходной 
граничной задачи. Введем обозначения 

2 1 2 1 1 2 1( ), ( , , )* * *T *T T
j j my y t z y ... y .− −= =  (8)

Пусть известны приближения k-го номера к 
истинным значениям параметров пристрелки  
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Тогда будет выполняться замыкающая сис-
тема вида 
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Или в операторной форме она примет сле-
дующий вид: 

,)( )( 0=kzH  
где                
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5. Теперь искомое решение )(ty  исходной 
граничной задачи представляем формулой  
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В случае прямого направления матрицы-
блоки для пристрелочных задач Коши будут 
иметь вид 

2 1 2 1 2 1

( )
2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ),

( ) , ,
j j j

j j j

U t u U t

U t I t J
− − −

+
− − −

′ =Φ⎧⎪
⎨

= ∈⎪⎩
 (10)

2 1
2 1

2 1
2 1

( , ( , ))
( ) ,

( , )
( )

j
j

j
j

f t u t y
u

u
u t y

U t .
u

−
−

−
−

∂⎧
Φ =⎪⎪ ∂
⎨ ∂⎪ =⎪ ∂⎩

 (11)

Аналогичным образом получаем матрицы-
блоки для пристрелочных задач Коши, решае-
мых в обратном направлении: 
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где 
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причем 
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Будем считать, что для решения замыкаю-
щей системы уравнений используется модифи-
цированный метод Ньютона, основанный на 
аппроксимации матрицы Якоби. Кратко изло-
жим его алгоритм. 

1.     
( )

( ) ( )( ) ( ( ).
k

k kH z z H z
z

∂
Δ = −

∂
 (15)

2. Построим последовательные приближения 
( 1) ( ) ( ) , 0,1, 2,k k kz z z k ...+ = + Δ =  (16)

3. Найдем поправки )(kzΔ  в методе Ньютона: 
( ) ( ) ( ) ( )

1 3 2 1( , , ,  ) ,k k T k T k T T
mz z z ... z −Δ = Δ Δ Δ  (17)

где 
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Для замыкающей системы уравнений в за-
даче Троеша конкретизируем матрицу Якоби и 
запишем ее в следующем виде: 
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Введем обозначения  zzHH ∂∂= /))(( )0(
0  и 

образуем матрицу  0 0
TB H H .=  

Вычислим числа обусловленности матри-
цы 0H . Для этого определим с начала верхнюю 
и нижнюю грани матрицы :B   
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Верхнюю границу  )(Bβ  матрицы B найдем 
по правилу 
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Введем обозначения 
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Определим нижнюю границу )(Bα  матри-
цы В  

)()()( CВВ β−β=α .  

Итерации векторов )(kz  и )(kw  проводились 
до тех пор, пока не достигалась точность: 
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Искомое значение чисел обусловленности 
вычислим по формуле 
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Методы решения задач Коши, предназна-
ченные для определения блоков )2(

12
j

jU − и )2(
12
j

jV − , 
можно видоизменять таким образом, чтобы 
свойства, характеризующие метод Ньютона, 
сохранялись.  

Заключение. Предложенная методика по-
зволяет решать широкие классы граничных 
задач с пограничным слоем и при этом 
уменьшает те вычислительные трудности, ко-
торые присущи традиционным методикам. 
Система уравнений вида (5) не будет изме-
няться также в случае неравномерности вы-
бранной сетки. На систему не окажет особого 
влияния и перемена методов решения задач 
Коши. А для  решения задач Коши в настоя-
щее время существует достаточно большой 
арсенал хорошо разработанных методик [2].  
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КИНЕТИКА ФАЗОВЫХ РАССЛОЕНИЙ В РЕШЕТОЧНЫХ ФЛЮИДАХ 

The equations which describe phase layering kinetics in the 2D and 3D lattice fluids are obtained. 
The evolution of the system with step-like initial concentration distribution is investigated. It is shown 
that the second condense area appears in the 2D system during evolution. This area disappears with 
time. The inoculating area critical size is determined. Several complementary condense areas origin in 
3D system is observed. Number of areas depends on initial conditions. However, as opposed to 2D sys-
tem, phase layering in 3D system takes place with any nucleator size. 

 

Введение. Описание неоднородных неравно-
весных состояний систем многих частиц и сопут-
ствующих им процессов является одной из наибо-
лее сложных и важных проблем статистической 
механики. Процесс зарождения новой фазы, 
структурные превращения в системе относятся к 
числу вышеотмеченных проблем, и их рассмотре-
нию посвящено много работ [1–4], использующих, 
как правило, классическую теорию нуклеации или 
прямое компьютерное моделирование и относя-
щихся, в основном, к жидкостям и газам. 

Возможность проявления фазовых перехо-
дов в электрохимических процессах сущест-
венно усложняет их анализ ввиду наличия в 
этом случае больших градиентов плотности. 
Это затрудняет определение различных кине-
тических параметров (например, коэффициен-
тов диффузии), необходимых для понимания 
закономерностей этих процессов и возможно-
сти их практического применения [5–7]. 

Разработка кинетических методов, позво-
ляющих в равной мере рассматривать как облас-
ти, включающие большие градиенты концентра-
ции, так и диффузионные зоны, в которых могут 
использоваться уравнения диффузионного типа, 
является важной задачей электрохимических 
исследований. Ее полное решение связано с пре-
одолением ряда специфических трудностей, что 
приводит к необходимости рассмотрения упро-
щенных моделей, одной из которых является 
модель решеточного флюида. 

Эта модель используется в тех случаях, когда 
рассматриваемая система может быть представ-
лена двумя подсистемами: относительно жест-
кой несущей подсистемой, создающей некото-
рый потенциальный рельеф, и подсистемой 
лабильных частиц. Примерами таких систем яв-
ляются водород в металлах [8], литий в оксидах 
металлов [9] или в углеродных матрицах [10]. 

1. Дифференциально-разностное уравне-
ние кинетики межфазной границы. Как пока-
зано в работе [11], эволюцию плотности частиц 

интеркалянта можно описать уравнением не-
разрывности 

 1
Z

i
ij

j i
It ≠

∂ρ
= < >

∂ ∑ , (1) 

где суммирование ведется по всем первым со-
седям узла i. 

Средний поток через границу между узлами i 
и j в уравнении (1) определяется следующим 
выражением: 

 0 (0 ,0 )( )j i
ij i jI w F e eβμ βμ< > = − , (2) 

где w0 – частота перескоков частицы в пределе 
низких концентраций; F(0i, 0j) – неравновесная 
функция распределения, определяющая вероят-
ность того, что ближайшие соседние узлы i и j 
вакантны; 1

B( )k T −β =  – обратная температура; 
kB – постоянная Больцмана; μi – локальное значе-
ние химического потенциала, отнесенное к узлу i. 

Бинарная функция распределения имеет вид 

 0 0(0 , 0 ) (0 ) (0 )
i j

i j
j i j i

F
ρ ρ

=
χ χ

, (3) 

где 0iρ  – концентрация вакансий в i-м узле. 
Химический потенциал определим выраже-

нием 

 1

0
,βμ

≠

ρ
= η
ρ ∏i

z
i

ji
j ii

e  (4) 

где 1iρ  и 0iρ  – концентрация частиц или вакан-
сий в i-м узле соответственно; jiη  – величина, 
рассчитываемая как положительный корень 
уравнения 

 
( )1 0 1 12 1

0 0
0,

ρ −ρ − ρ −ρ ρ
η + η − =

ρ ρ
i j j i i

ji ji
i i

W W    (5) 

в котором ( )exp ,= −βW J  J – энергия взаимо-
действия ближайших соседей.  
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Таким образом, для заданного начального 
распределения плотности частиц 1iρ  по уравне-
нию (3) находится неравновесная бинарная 
функция распределения, а затем с помощью 
выражения (4) вычисляется химический потен-
циал. Далее рассчитывается поток (2) между 
узлами   и с помощью уравнения неразрывно-
сти (1) – производная плотности числа частиц 
по времени. Последующее использование алго-
ритма Эйлера позволяет проинтегрировать по 
времени уравнение (1) и исследовать кинетику 
плотности частиц интеркалянта при различных 
условиях. 

2. Результаты вычислений и их обсужде-
ние. На рис. 1 показана эволюция системы,       
в которой начальное распределение концен-
трации является ступенчатым (на краях ре-
шетки задана концентрация, которая выше 
равновесной концентрации разреженной фазы, 
а в центре решетки – концентрация ниже кон-
денсированной фазы) и служит «затравкой» 
для зарождения жидкой фазы. Начальная 
плотность соответствует неустойчивому со-
стоянию при температуре ниже критической.  

При решении системы кинетических уравне-
ний приняты периодические граничные условия. 

 
Рис. 1. Зарождение конденсированной фазы  

в двухмерной системе. Время указано  
в шагах алгоритма Эйлера: 
1 – 0; 2 – 35 10 ;⋅  3 – 55 10 ;⋅   

4 – 62,5 10 ;⋅  5 – 65 10⋅  

Через некоторое время концентрация в об-
ласти ступеньки начинает расти, постепенно 
достигая концентрации жидкой фазы, а сама 
ступенька уширяется, чтобы обеспечить усло-
вие сохранения числа частиц при расслоении на 
конденсированную и разреженную фазы. 

Кроме того, на временах, соответствующих 
410≈  шагам алгоритма Эйлера, зарождается 

вторая область на границе ячейки, в которой до 
52,5 10≈ ⋅  шагов концентрация постепенно уве-

личивается. Это явление обусловлено конку-
ренцией межчастичного притяжения, термоак-
тивационного механизма перемещения частиц 
и наличия вакансий. Однако центральная часть 
с течением времени продолжает доминировать, 
и система расслаивается на две четко выражен-
ные фазы, разделенные переходными слоями, 
концентрации в которых соответствуют равно-
весным. 

Следует также отметить, что существует 
критический размер «затравочной» области. 
Если ее ширина меньше двух ширин переход-
ного слоя (≈16–20 слоев решетки), то она со 
временем «рассасывается» и концентрация ста-
новится одинаковой во всей системе, т. е. сис-
тема приходит к метастабильному состоянию 
(переохлажденный пар). Кроме того, при кон-
центрации «затравочной» области, не сильно 
отличающейся от концентрации остальной час-
ти, вторая область с высокой концентрацией, 
описанная выше, не исчезает спустя некоторое  
время. Также при температурах выше критиче-
ской, как и следовало ожидать, фазовое рас-
слоение не наблюдается. 

На рис. 2 показана кинетика распределения 
концентрационного поля в трехмерной системе, 
в которой начальное распределение также име-
ет ступенчатую «затравку» в центре. Неодно-
родность концентрации задавалась в двух из-
мерениях и в вертикальном направлении 
удерживалась постоянной. В горизонтальной 
плоскости использовались периодические гра-
ничные условия. 

Через 46 10≈ ⋅  шагов в системе начинают по-
являться восемь конденсированных областей на 
гранях системы и одна диагональная. Концентра-
ция в этих областях растет до 49 10≈ ⋅  шагов, 
потом к 52 10≈ ⋅  шагам области на гранях, 
притягиваясь попарно друг к другу, сливаются 
и образуют четыре пика, которые исчезают        
к 52,5 10≈ ⋅  шагам. Механизм этого процесса 
схож с вышеописанным механизмом, проис-
ходящим в двухмерной системе. Таким обра-
зом, в системе остаются две конденсирован-
ные фазы: центральная и диагональная. 

Отметим, что появление диагональной кон-
денсированной области и областей на гранях, 
равно как и их количество, также как и в двух-
мерной системе, зависит от начальных условий 
(размера и величины «затравки», температуры). 
Однако в отличие от двухмерной системы фа-
зовое расслоение происходит при любом раз-
мере «затравочной» области. 

Заключение. Таким образом, с помощью 
уравнения непрерывности получены выра-
жения для описания кинетики фазовых рас-
слоений в двух- и трехмерных решеточных 
флюидах. 
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Рис. 2. Зарождение конденсированной фазы в трехмерной системе.  
Время указано в шагах алгоритма Эйлера:  
а – 310 ;  б – 46 10 ;⋅  в – 49 10 ;⋅  г – 52,5 10⋅  

 
Показано появление дополнительных кон-

денсированных областей в обоих случаях. От-
мечено, что в трехмерной системе, в отличие от 
двухмерной, фазовое расслоение происходит 
при любом размере «затравки». 
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ОДНОКОМПОНЕНТНОЙ ПЛАЗМЫ 
The nonlinear integral equation for a simple liquid received earlier is applied in the modified form 

to the system of charged particles. The equivalent transformation of the equation is performed. As a re-
sult the long-distance Coulomb interaction has equivalently replaced by the short range potential of the 
Debye – Huckel type thus removing the potential divergence of integrals. 

 

Введение. Трудности описания равновес-
ных систем заряженных частиц связаны  
в первую очередь, как известно, с дальнодей-
ствующим характером межчастичного взаи-
модействия. В случае разреженных сред уда-
ется устранить обусловленные кулоновским 
потенциалом расходимости с помощью специ-
фических разложений функций распределения 
по плазменному параметру [1], либо суммиро-
ванием определенного класса диаграмм [2]. Эк-
ранирование кулоновского взаимодействия 
проявляется также при использовании для вы-
числения конфигурационного интеграла кол-
лективных переменных [3], однако вычисление 
появляющегося при этом якобиана преобразо-
вания опять связано со своеобразными группо-
выми разложениями [4]. 

В данной работе предлагается подход  
к описанию упомянутых систем без предполо-
жения о наличии малого параметра. 

Устранение расходимости. Рассмотрим 
простейший вариант однокомпонентной плаз-
мы на однородном компенсирующем фоне, что 
необходимо для обеспечения электронейтраль-
ности такой системы. Ранее в  [5] были пред-
ложены замкнутые уравнения для описания 
простой жидкости. В самом младшем прибли-
жении, когда полагаются равными нулю непри-
водимые части всех потенциалов средних сил 
выше второго, уравнение имеет вид 

 ( )3( ) ( ) .r d sh s hω = −ρ −∫ r s  (1) 

Здесь  ω  – безразмерная неприводимая часть 
двухчастичного потенциала средних сил: безраз-
мерность всех потенциалов достигается умноже-
нием на B1/ ,k Tβ =  где Bk – постоянная Больц-
мана, Т – абсолютная температура;  ρ = N / V – 
плотность; N – число частиц, V – объем системы; 

 [ ]( ) exp ( ) ( ) 1,h s s s= −Φ − ω −  (2) 

 
2

( ) es
s

β
Φ =  – (3) 

потенциал кулоновского взаимодействия; e – 
заряд частиц; s – расстояние между их центра-
ми масс.  

Интегрирование в (1) ведется по всему про-
странству. Функция (2) позволяет вычислить 
одночастичный потенциал средних сил [5]: 

3 ( ),
2

d sh sρ
ϕ = − ∫                       (4) 

который определяет конфигурационный инте-
грал системы 

( )exp( ) N
NQ V= −ϕ ;                  (5) 

от пространственных переменных ϕ  не зависит. 
Корреляционная функция, определяемая 

выражением (2), содержит дальнодействующий 
кулоновский потенциал (3). Поэтому обеспече-
ние правильного поведения на бесконечности 
бинарной функции и, следовательно, само су-
ществование интеграла в правой части (1) и 
термодинамических величин, которые через 
нее выражаются, возможно лишь в том случае, 
когда сумма кулоновской части и потенциала 
средних сил будет короткодействующей. Вве-
дем для нее обозначение .Ω = Φ + ω  Тогда 
уравнение (1) примет вид 

 ( )3( ) ( ) ( )r r d sh s hΩ = Φ − ρ −∫ r s . (6) 

Прибавим к обеим частям этого уравнения 
одинаковые выражения: 

( )3( ) ( ) ( )r d s s rΩ + ρ Φ Ω − = Φ +∫ r s  

 ( ) ( )3 3( ) ( ) .d s s d sh s+ ρ Φ Ω − − ρ −∫ ∫r s r s  (7) 

Теперь можно воспользоваться тем об-
стоятельством, что все интегралы в (7) явля-
ются свертками двух функций по пространст-
венным переменным. Это дает возможность 
осуществить преобразование Фурье обеих 
частей (7). Определив преобразование Фурье 
соотношением 

 3( ) ( )exp( )k d r r iΩ = Ω ⋅∫ k r , (8) 

получим: 

 2.hΩ + ρΦΩ = Φ + ρΦΩ − ρ  (9) 

Для сокращения записи здесь  не указана зави-
симость Фурье-образов от модуля волнового 
вектора k. 

Из (9) следует: 

 
2

1 1
hΦ ΦΩ −

Ω = + ρ
+ ρΦ + ρΦ

. (10) 
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В развернутой форме при учете явного вы-
ражения Фурье-образа кулоновского потенциала 

2

2
4( ) ek

k
πβ

Φ =                        (11) 

уравнение (10) приобретает следующий вид: 

       
2 2 2 2

2 2 2 2
( ) ( )( )

( )
k k h kk

k k
κ κ Ω − ρ

Ω = +
ρ + κ + κ

,  (12) 

где 2 24 eκ = πβρ – дебаевский параметр. 
Далее необходимо выполнить обратное 

преобразование Фурье: 

 3
3

1( ) ( )exp( )
(2 )

r d k k iΩ = Ω − ⋅ =
π ∫ k r   

 2
1 ( )exp( )

(2 )
dkk k ikr

ir

∞

−∞

= Ω
π ∫ , (13) 

для осуществимости которого необходимо вы-
полнение условия ( ) 0k kΩ →  при .k → ∞   

Правая часть (12)  выглядит как отноше-
ния полиномов различных степеней по k, 
причем  коэффициенты числителя во второй 
дроби сами являются функциями этой пере-
менной. В самом неблагоприятном случае 
они могут вести себя как  Фурье-образ куло-
новского взаимодействия, т. е. могут быть 

2( )O k − , и поэтому указанное выше требова-
ние выполняется. 

Нули знаменателей  в (12) k i= ± κ  опреде-
ляют значение интеграла (13), т. е. все особые 
точки подынтегральных функций, являющиеся 
простыми полюсами, расположены на мнимой 
оси. Замыкая контур интегрирования в верхней 
полуплоскости комплексной переменной k, по-
лучим следующее выражение для оригинала 
первого слагаемого в правой части (12): 

2

2 2 2
1

(2 ) ( )
ikrdkk e

ir k

∞

−∞

κ
=

π ρ + κ∫  

 
2

2
2 2

2 ( ) .lim
r

ikr

k i

e k k i ee e
r rk

−κ

→ κ

β − κ
= = β

+ κ
 (14) 

Оно соответствует дебай-хюккелевскому при-
ближению для парной функции распределения  
во всех подходах в [1–4]. Оригиналы остальных 
слагаемых (12) представляют собой свертки Ω  
и h  с этой функцией, поэтому в итоге получа-
ется интегральное уравнение 

( )2 2 3( )
r se er e e d s

r s

−κ −κ

Ω = β + β ρ Ω − −∫ r s  

( )
1

3 3
1 2 2

1

( )
4

sed s d s H s H
s

−κρ
− − −

π ∫ ∫ 1 2r s s , (15) 

эквивалентное исходному уравнению (6), но 
содержащее лишь экранированное кулоновское 
взаимодействие. Здесь 

 3  
3

1( ) ( )
(2 )

iH s d kkh k e− ⋅=
π ∫ k r . (16) 

Этот результат не является специфической 
особенностью приближения (1). В любых при-
ближениях более высокого порядка вместо (6)  
фигурирует уравнение 

( )3( ) ( ) ( )r r d sh s hΩ = Φ − ρ − −∫ r s  

 ( ) ( )3
3( ) , , ,d sg s g r s−ρ − η −∫ r s r s  (17) 

где 1g h= + , 3 3exp( ) 1η = −ω − , 3ω  – неприво-
димая часть трехчастичного потенциала сред-
них сил; уравнение для него содержит лишь 
функции g, η3 и η4.  

Структура этого уравнения свидетельствует 
о том, что и из него с помощью описанного 
выше преобразования можно исключить даль-
нодействующий кулоновский потенциал. Сле-
дует отметить, что соотношения (4), (5) сохра-
няют свой вид в любом приближении. 

С другой стороны, в работе [6] без каких-
либо приближений была получена замкнутая 
система интегральных уравнений, одним из 
которых как раз и является (17), а остальные 
не содержат потенциал взаимодействия в яв-
ном виде. 

Таким образом, можно утверждать, что эк-
ранирование кулоновского взаимодействия яв-
ляется совершенно общим результатом.  

Фактическое нахождение величин Ω  связа-
но с необходимостью решения  нелинейного  
интегрального уравнения и может быть реали-
зовано только численно. Проведенные расчеты 
показали, что Ω  действительно убывает быст-
рее обратной третьей степени расстояния. Это 
отражено на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Поведение 3/ r−Ω   
на больших расстояниях 
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На рис. 2 и 3 представлено сопоставление по-
лученных в данной работе данных (кривые 2)  
с приближением Дебая – Хюккеля (кривые 1), 
которому соответствует первое слагаемое в правой 
части (15), при различных плотностях. Видно, что 
с ростом плотности различия увеличиваются. 

 

 
Рис. 2. Сопоставление рассчитанной  

величины Ω с приближением  
Дебая – Хюккеля при ρ = 0,001:  

1 –  приближение Дебая – Хюккеля;  
2 –  данная работа 

 

 
Рис. 3. Сопоставление рассчитанной  

величины Ω с приближением  
Дебая – Хюккеля при ρ =  0,1:  

1 –  приближение Дебая – Хюккеля;  
2 – данная работа 

 

 
Рис. 4. Радиальная функция распределения  

при различных плотностях:   
1 –  ρ = 0,001;  2 – ρ = 0,01;  3 – ρ = 0,1 

 
На рис. 4 представлены радиальные функ-

ции при различных плотностях. 
Заключение. В нелинейном интегральном 

уравнении для простой жидкости путем экви-
валентного преобразования устранены потен-
циальные расходимости, характерные для сис-
тем заряженных частиц. 
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНОГО  
УПРУГОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЭЛАСТОМЕРОВ 

By calculation of configuration integral for system, which elements can be in two condition, at the 
description of interaction in approach of an average field the statistical description of an elastic stretch-
ing elastomer is given at the large deformations. 

Введение. Построение моделей деформи-
рования нематических эластомеров представ-
ляет собой актуальную и сложную задачу  
в связи с существенно нелинейными особен-
ностями их поведения при растяжении. При 
решении этой задачи весьма эффективным ока-
зался статистический подход, в рамках которо-
го эластомер представляется в виде цепочки, 
образованной N одномерными элементами, ка-
ждый из которых может находиться  в одном из 
двух состояний.  

В первом случае он имеет длину 1 ,b  а во вто-
ром − 2 .b  К обоим концам молекулы приложены 
одинаковые по величине и противоположно на-
правленные силы .F  Пусть 1N  элементов нахо-
дятся в первом состоянии  и 2N  элементов − во 
втором, так что их полное число равно 

1 2 ,N N N= +  а длина цепочки – 1 1 2 2 .L N b N b= +  
Эластомер как двухкомпонентная систе-

ма. Вероятность обнаружения системы, нахо-
дящейся во внешнем однородном поле силы F, 
в одном из состояний, характеризуемых числа-
ми 1N  и 2 ,N   имеет вид 
 W = (N1, N2, q) = 

[ ]{ }1
1 1 2 2exp ( ) .NQ U q N N−= −β − ⋅ − ⋅F b F b   (1) 

Здесь 1/ ;k TΒβ =  kΒ − постоянная Больцма-
на; Т – абсолютная температура; U − потенци-
альная энергия системы; q − совокупность 
обобщенных координат, определяющих конфи-
гурацию элементов. 

Число состояний, имеющих одни и те же 
значения 1N  и 2 ,N  равно числу способов, 
которыми оба состояния могут быть распреде-
лены среди N элементов, т. е. равно 1 2!/ ! !N N N  
В соответствии с этим нормировочный мно-
житель определяется формулой 

 [{
1 0 1 2

! exp ( )
! !

N

N
N

NQ dq U q
N N=

= −β −∑ ∫  

 ]}1 1 2 2 .N N− ⋅ − ⋅F b F b  (2) 

Среднее значение длины цепочки равно 

 
,

ln1  .N

T N

QL
F

∂⎛ ⎞< > = ⎜ ⎟β ∂⎝ ⎠
 (3) 

Для вычисления интеграла в (2) воспользу-
емся предложенной в работе [1] схемой описа-

ния многокомпонентных систем: рассматривае-
мая модель представляет собой двухсортную 
систему. Конфигурационный интеграл рассчи-
тывается обычным образом: 

 1 2 1( , ) ... exp( ).
V V

Q N N d dN U= −β∫ ∫  (4) 

Цифрами обозначены обобщенные коорди-
наты элементов, а через V − соответствующий 
объем. Пронумеруем элементы системы так, 
чтобы номера от 1 до N1  соответствовали час-
тицам 1-го сорта, а от N1 + 1 до N1 + N2 − 2-го. 
Тогда конфигурационный интеграл (4) можно 
представить в виде (греческие символы обозна-
чают сорта частиц) 

 1 2( , ) exp( ).
i V

Q N N di U
λ

λ
λ

= −β∏∏∫  (5) 

Если ввести частичные функции распреде-
ления для такой системы 

 ( ) exp( ),
i i iV V

f i di di U
μ λ

μ μ λ
≠ λ≠μ

= −β∏ ∏∏∫ ∫  (6) 

то окажется, что конфигурационный интеграл (5) 
можно выразить через них 

 1 2( , ) ( )
V

Q N N dif iμ= ∫  (7) 

независимо от сортов частиц, по координатам 
которых выполняется интегрирование.  

Выбрав соответствующие обезразмери-
вающие множители, представим введенные 
функции распределения в экспоненциальной 
форме. Из выражения (6) следует, что функ-
ция ( )f iμ  имеет размерность объема в степе-
ни N − 1. Поскольку (N − 1) − кратное интегри-
рование в (6) состоит из 1Nμ −  интегрирова-
ний по частицам сорта μ и Nλ  интегрирований 
по всем остальным,  выберем указанный мно-
житель в виде  

1
1N NQ Qμ λ

−
−

μ λ
λ≠μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ , 

где величины Qλ  имеют размерность объема. 
Тогда можно написать 

 1( ) exp ( )Nf i Q Q iλ−
μ μ λ μ

λ

⎡ ⎤= −βϕ⎣ ⎦∏ , (8)
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где 

 
1

1exp ( ) Ni Q Q σ

−
−

μ μ σ
σ

⎛ ⎞
⎡ ⎤−βϕ = ×⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
∏  

  exp( ).
i i iV V

di di U
μ λ

μ λ
≠ λ≠μ

× −β∏ ∏∏∫ ∫  (9) 

Величина ( )iμϕ  имеет смысл потенциала 
средней силы, действующей на данную частицу 
со стороны всех остальных. 

Подставив (8) в (7), получим 
1

1 2( , ) exp ( ) .N

V

Q N N Q Q di iλ−
μ λ μ

λ

⎡ ⎤= −βϕ⎣ ⎦∏ ∫    (10) 

Поскольку последнее выражение должно быть 
справедливым для любого значения μ, в каче-
стве Qμ  необходимо выбрать фигурирующий  
в (10) интеграл. Тогда 

 [ ]1 2( , ) exp ( ) .
N

V

Q N N di i
λ

λ
λ

⎧ ⎫⎪ ⎪= −βϕ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∏ ∫  (11) 

Применительно к рассматриваемой двух-
сортной системе во внешнем поле последнее 
равенство приобретает вид 

 1 2
1 2 1 2( , ) .N NQ N N Q Q=  (12) 

При этом 

 [ ]{ }1 1 1exp ( ) ,
V

Q dq q= −β ϕ − ⋅∫ F b  (13) 

 [ ]{ }2 2 2exp ( ) .
V

Q dq q= −β ϕ − ⋅∫ F b  (14) 

Формула (12) и определяет интеграл в (2), т. е. 

1 2

1

1 2 1 2
0 1 2

! ( ) .
! !

N
N N N

N
N

NQ Q Q Q Q
N N=

= = +∑     (15) 

Полученное выражение является точным, но 
проблема состоит в том, что введенные потен-
циалы средних сил неизвестны. Их определение 
связано с решением цепочки интегральных 
уравнений, объединяющей функции различных 
порядков, и, стало быть, с необходимостью ис-
пользования того или иного  способа замыкания 
этой цепочки. 

В данной работе мы примем некоторые 
упрощающие предположения и физически 
оправданные соображения для отыскания 
этих величин. В качестве первого сделаем 
предположение, что все элементы эластомера  
находятся в самосогласованном среднем поле 
всех остальных. Далее будем считать, что пер-
вое состояние связано с ориентацией звеньев 
цепи и энергия его  определяется формулой 

 2
1

3 cos
2

U ap= − ϑ , (16) 

где ϑ  – угол между осью элемента и силой ;F  
p – параметр порядка, определяемый как сред-
нее значение второго полинома Лежандра: 

( )2
2

1( )   3cos 1 ;
2

p P= < ϑ > = < ϑ − >     (17) 

a – энергетический параметр.  
Отождествим эту энергию с потенциалом 

средних сил в состоянии типа 1, т. е. 

 2
1 1

3 cos .
2

U apβϕ = β = − β ϑ  (18) 

Тогда функция распределения по ориента-
циям примет вид 

 1
1 1 1 1( ) exp[ ( )]f Q−ϑ = β ⋅ − ϕ =F b  

 1

1 0

3exp cos cos ,
2

Q Fb ap−

⎡ ⎤⎛ ⎞= β + ϑ ϑ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (19) 

где 0 1b = b  – длина элемента в недеформиро-
ванном состоянии, а константа 1Q  равна 

 1 0
0

2 sinQ b d
π

= π ϑ ϑ×∫  

0
3exp cos cos .
2

Fb ap⎡ ⎤⎛ ⎞× β + ϑ ϑ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
         (20) 

Используя (17) и (19), получим уравнение для 
нахождения параметра порядка: 

 2
0 1

0

(3cos 1) ( )sinp b f d
π

= π ϑ − ϑ ϑ ϑ =∫   

 20

1 0

sin (3cos 1)b d
Q

ππ
= ϑ ϑ ϑ − ×∫  

 0
3exp cos cos .
2

Fb ap⎡ ⎤⎛ ⎞× β + ϑ ϑ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (21) 

Далее будем считать, что второе состояние 
определяется деформацией (растяжением-
сжатием) звеньев эластомера, энергия кото-
рой в линейном приближении задается сле-
дующим соотношением: 

 2
2 0

1 ( ) ,
2

U c b b= −  (22) 

где b − длина мономера в деформированном 
состоянии.  

Положим, что потенциал средней силы 
этого состояния равен энергии (22). Тогда 
функция распределения в этом состоянии бу-
дет иметь вид 

2
1 0

2 2
( )( ) exp

2
c b bf b Q Fb− ⎡ ⎤β −

= β −⎢ ⎥
⎣ ⎦

,       (23) 

где нормировочный множитель определяется 
следующим соотношением: 
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2

0
2

( )4 exp
2

c b bQ db Fb
⎡ ⎤β −

= π β −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ . (24) 

Из-за наличия в подынтегральной функции 
экспоненциально убывающего множителя пре-
делы интегрирования в (24) можно считать бес-
конечными. Если ввести обозначения 0 ,Fbγ = β  

2
0 ,

2
cbβ

α =  0

0

,b b
b
−

ε =  то выражение (24) при-

мет вид 

 2 04 exp 1
4

Q b ⎡ ⎤π γ⎛ ⎞= π γ +⎜ ⎟⎢ ⎥α α⎝ ⎠⎣ ⎦
. (25) 

Параметр α определим из условия 2
0b b= < >  

при нулевой растягивающей силе, в результате 
чего 2

0 / 2.bα = β  
Подставив (15) в (3) с использованием (20) 

и (25), получим 

 1 2

1 2
  ,Q QNL

Q Q
′ ′+

< > =
β +

 (26) 

 2
1 0

0

2 sin cosQ b d
π

′ = πβ ϑ ϑ ϑ×∫  

 3exp cos cos ,
2

ap⎡ ⎤⎛ ⎞× γ + ϑ ϑ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (27) 

2
2 04 1 exp 1

2 4
Q b ⎡ ⎤π γ γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = π β + γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥α α α⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (28) 

Штрихом здесь обозначена производная по 
F – величине растягивающей силы. 

Подставив (20), (25), (27) и (28) в (26), 
можно рассчитать зависимость относитель-
ной средней длины, приходящейся на один 
элемент 0 / ,l L Nb= < >  от растягивающего 
усилия F.  

Расчеты проводились при  значении пара-
метров a = 13,62 Дж, Т = 300 К, а результаты 
представлены на рисунке. 
  

 
Рисунок. Кривые растяжения эластомера: 

1 – 10
0 4 10 м;b −= ⋅   2 – 10

0 5 10 м;b −= ⋅  
 3 – 10

0 6 10 мb −= ⋅  
 
Заключение. На кривой растяжения имеет-

ся характерное плато,  ширина которого суще-
ственно зависит от длины элемента в недефор-
мированном состоянии b0: с уменьшением 
последнего плато расширяется при меньших 
значениях растягивающего усилия.  

Полученные результаты находятся в удов-
летворительном согласии с экспериментальны-
ми данными [2]. 
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ТЕРМОДИФФУЗИЯ В ДВУХКОМПОНЕНТНОМ РЕШЕТОЧНОМ ФЛЮИДЕ 
Statistical mechanical description of thermal diffusion in two-component lattice fluids is per-

formed. Analytical expressions for thermal diffusion coefficients on square and simple cubic lattices are 
derived. The expressions reproduce the Monte Carlo simulation results with satisfactory accuracy that 
testify the theoretical principles and approximations used for their derivation. 

Введение. Термодиффузия принадлежит  
к важному классу неравновесных процессов, 
который используется для разделения веществ, 
перераспределения компонентов смеси в про-
странстве, создания термоэлектродвижущей си-
лы и т. п. Первые модельные вычисления коэф-
фициентов термодиффузии были выполнены  
в середине прошлого столетия [1–4]. Обзор ран-
них работ по термодиффузии в твердых телах 
проведен в работе [5]. Термодинамические  
аспекты термодиффузии, ее связи с термоэлек-
трическими явлениями и тщательный анализ 
влияния электронной подсистемы твердых тел 
рассмотрены в работе [6]. Большое количество 
работ посвящено исследованию однокомпонент-
ных систем [7−10]. Вместе с тем уже двухком-
понентные системы проявляют качественные 
отличия в равновесных свойствах и кинетиче-
ском поведении, присущие и произвольным 
многокомпонентным системам [11−13]. 

Целью работы является получение аналити-
ческих выражений для определения коэффици-
ентов термодиффузии в двухкомпонентном 
решеточном флюиде и их сопоставление с ре-
зультатами компьютерного моделирования по 
методу Монте-Карло [14, 15]. 

1. Статистико-механическое выражение 
для коэффициентов термодиффузии компо-
нентов. Для статистико-механического рас-
смотрения термодиффузии в многокомпонент-
ных решеточных флюидах запишем, согласно 
методу неравновесных ансамблей Зубарева [16], 
уравнения эволюции малых отклонений от со-
стояния равновесия средних значений чисел 
заполнения компонентов: 
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где ij
αγΩ  и ( )ij

αγΘ τ  – матрицы статических кор-
реляций и памяти соответственно, определяе-
мые соотношениями  

 1 1
ij i j i jc n n c n nαγ − α γ − α γ

γ γΩ = 〈δ δ 〉 = 〈 〉 , (2) 

1/2( ) ( ) exp( )ij i jc c Q n QWQ Q nαγ − α
α γΘ τ = 〈 δ τ δ 〉 =  

 1/2( ) (0) ( )i jc c Q n Q n− α
α γ= 〈 δ δ τ 〉 , (3) 

включающими оператор эволюции W [14] и 
оператор Q = 1 − P, выражаемый через опера-
тор проектирования Р на пространство базовых 
переменных 
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γ δ
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( )T
ij
αΘ τ  – матрица памяти термодиффузионного 

процесса, характеризуемая соотношением, ана-
логичным уравнению (3) с заменой в последнем 

jnγδ  на .jeγδ  
Основное кинетическое уравнение много-

компонентного решеточного флюида записыва-
ется в виде 

 ( )i ij j i ji i j
j i

n w n n w n nα α α ν α α ν

≠

= −∑ , (5) 

где числа заполнения 1inα = , если узел i занят 
частицей сорта α, и 0inα =  в противоположном 
случае; точка над символом означает произ-
водную по времени; inν  − оператор вакансии в 
узле i, равный 1, если узел i не занят частицей, 
и 0 в противоположном случае: 

 1 .i in nν γ

γ

= −∑  (6) 

Вероятность перехода в единицу времени час-
тицы сорта α из узла j в узел i определяется как 

 0 e ,ju
ijw

αβα α= ν  (7) 

где 0
αν  − характеристическая частота колеба-

ний частицы сорта α вблизи узла. 
Матрица статических корреляций ,T

ij
αΩ  от-

носящаяся к процессам термодиффузии, опре-
деляется средним значением произведения ско-
рости изменения заселенности узла i и энергии ej 
частиц на узле j: 
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где uγ  – энергия взаимодействия частиц γ-
компонента с базовой системой; J γζ  – энергия 
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взаимодействия частиц компонентов γ и ζ, распо-
ложенных на ближайших узлах решетки. 

Суммирование по k выполняется по ближай-
шим соседям узла j. Обобщение записанных соот-
ношений на более сложные решетки  
с зависящими от положения узла энергиями ju γ  и 
на системы с более далекими межчастичными 
взаимодействиями осуществляется добавлением 
соответствующих индексов и расширением облас-
ти суммирования. 

Для вычисления элементов матрицы T
ij
αΩ  по-

сле подстановки соотношения (5) и (9) в выраже-
ние (8) следует рассмотреть, как и в [14], две груп-
пы слагаемых. 

Первая группа слагаемых определяется пер-
вым слагаемым правой части соотношения (9) 

( )i j ik k i ki i k j
k

u n n u w n n w n n nγ α γ γ α α ν α ν γ

γ γ

= −∑ ∑∑ . (10) 

После учета алгебры чисел заполнения 
( j j jn n nγ α α

αγ= δ , 0j jn nγ ν = ), а также выполнения 
операций, аналогичным проведенным при полу-
чении соотношения для однокомпонентных сис-
тем [14], находим 
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α αα
γ α γ α

γ

=∑  (11) 

и соответствующее слагаемое в уравнении (1) 
примет вид 

 .Jc u Dα α
α Δβ  (12) 

Вторая группа слагаемых в уравнении (8) оп-
ределяется вторым членом выражения (9), учиты-
вающим межчастичные взаимодействия. Для вы-
числения соответствующих элементов матрицы 

T
ij
αΩ  необходимо рассмотреть те же диаграммы, 

которые были проанализированы в работе [14] с 
тем отличаем, что в слагаемых, приводящих к 
функциям ( )1 0,0,1F  и ( )2 0,0,1 ,F  должны быть 
учтены сорта частиц. В результате для коэффици-
ента термодиффузии частиц сорта α на квадратной 
решетке получим выражение 
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тогда как для трехмерной системы на простой ку-
бической решетке коэффициент перед F2 будет 
равным 2. Функции 1(0,0,1 )F γ или 2 (0,0,1 )F γ  оп-
ределяют вероятность того, что из трех соседних 
узлов линейной или угловой конфигурации два 
являются вакантными, а третий занят частицей γ-
компонента. 

Используя суперпозиционное приближение 

 2(0,0,1 ) (0,0) (0,1 )F c c g gγ ν γ γ= , (14) 

 2(0,0) (0,0)F c gν= , (15) 

 (0,1 ) (0,1 )F c c gγ γ ν γ= , (16) 

для квадратной решетки получим 
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Для простой кубической решетки коэффи-
циент перед суммой в квадратных скобках 
уравнения (17) равен 6. 

Таким образом, выражение в фигурных 
скобках соотношения (13) или в квадратных 
скобках формулы (17) определяет эффектив-
ную энергию переноса термодиффузии в реше-
точном флюиде. 

2. Сопоставление аналитических выра-
жений с результатами компьютерного моде-
лирования по методу Монте-Карло. В рабо-
тах [14, 15] была предложена методика 
определения коэффициентов термодиффузии  
в двухкомпонентном решеточном флюиде с меж-
частичным притяжением на основе компьютер-
ного моделирования по методу Монте-Карло. 
Для возможности сопоставления представлен-
ных там результатов моделирования со значе-
ниями, даваемыми выражением (17), необхо-
димы значения кинетических коэффициентов 
диффузии и коррелятивных функций при соот-
ветствующих значениях концентраций компо-
нентов обоих сортов. 

Значения концентрации компонентов cA и cB 
брались из результатов моделирования равно-
весных свойств системы в большом канониче-
ском ансамбле при заданных значениях хими-
ческих потенциалов [17].  

Кинетические коэффициенты диффузии JDα  
вычислены аналитически по методике, описан-
ной в [18]. Значения коррелятивных функций 

(0,1 )g γ определены по (16), где вероятности 
(0,1 )F γ  брались из результатов моделиро-

вания [15]. 
На рисунке представлены значения коэф-

фициентов термодиффузии, найденные по ана-
литическим выражениям (D1nT*, D2nT*) и по ре-
зультатам моделирования при постоянном 
химическом потенциале одного компонента 
( 3,63Aβμ = − ) и переменном другого, значение 
температуры T = 1,5Tc. 

Анализируя представленные данные, можно 
отметить удовлетворительное соответствие 
теоретических значений, полученных по (17),  
с результатами метода Монте-Карло. Отклоне-
ния же значений, полученных разными мето-
дами, объясняются использованными прибли-
жениями как при получении аналитического 
выражения в данной работе, так и при анализе 
результатов моделирования [14]. 
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Рисунок. Зависимость коэффициентов  

термодиффузии от химического потенциала  
второго компонента 

 
Заключение. В работе дано статистико-

механическое рассмотрение термодиффузии  
в многокомпонентных решеточных флюидах. 
Получены аналитические выражения для коэф-
фициентов термодиффузии для квадратной  
и кубической решеток. Аналитические выраже-
ния удовлетворительно воспроизводят данные 
моделирования по методу Монте-Карло, что 
свидетельствует об адекватности теоретических 
положений, лежащих в основе их вывода, и при-
емлемости использованных приближений. Вы-
ражение (17) позволяет определять коэффициен-
ты термодиффузии при значительно меньших 
затратах компьютерных ресурсов по сравнению 
с моделированием по методу Монте-Карло. 
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ДИФФУЗИЯ ЛЕНГМЮРОВСКОГО РЕШЕТОЧНОГО ГАЗА  
НА СТАТИЧЕСКИ НЕУПОРЯДОЧЕННОЙ РЕШЕТКЕ  

С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ВЫСОТ БАРЬЕРОВ * 
A system of particles on periodic plate triangular and simple cubic lattices with uniform site ener-

gies is considered. Particle jumps to nearest neighbor vacant sites are thermally activated with ran-
domly distributed intersite barriers. The lattice systems with exponential probability distribution func-
tions of the barriers are investigated. In the case systems with static disordered the analytical expres-
sions for jump diffusion coefficients in area low and high temperatures was proposed and investigated 
early. The interpolation expression for the case intermediate temperature is considered. Diffusion pro-
perties of Langmuir lattice gases on the static disordered lattice with exponential distribution of barriers 
are investigated by means of Monte Carlo simulation method. The temperature dependence of jump ac-
tivation energy is study. The analytical expressions for calculating the temperature dependence of jump 
activation energy are proposed. 

Введение. Проведенный в работах [1, 2] ана-
лиз диффузионных свойств решеточного флюида 
на статически неупорядоченных решетках пока-
зал, что и при равномерном, и при экспоненци-
альном распределении высот межузельных барь-
еров кинетический коэффициент диффузии мо-
жет быть определен с помощью соотношения  

 
( )
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exp( ) (0; 0) , ,

exp 2J
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P zaD D D
c U d
βμ
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β

 (1) 

где z – число ближайших соседей; a – расстоя-
ние между узлами решетки (длина прыжка час-
тицы); d – размерность пространства; ν – ха-
рактеристическая частота. 

Энергия активации находится на основе ин-
терполяционного выражения [1, 2] 
 0( ) (1 ( )) , 0 ( ) 1,J pU T T T= η ε + − η ε ≤ η ≤  (2) 

где ε0 – среднее значение величины межузель-
ного барьера, а перколяционная энергия εр оп-
ределяется из следующего уравнения [3, 4]: 
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где ν(ε) – функция распределения высот меж-
узельных барьеров, принимаемая равной 

 1
0

0
( ) exp ;− ⎛ ⎞ε
ν ε = ε −⎜ ⎟ε⎝ ⎠

 (4) 

pc – порог перколяции для рассматриваемого 
типа решетки в задаче связей [5]. 

На входящую в соотношение (2) функцию 
η(Т) наложены следующие граничные условия:  
 

0
lim ( ) 1, lim ( ) 0.
T T

T T
→ →∞
η = η =  (5) 

При этом предлагаемая зависимость энергии 
активации от температуры имеет весьма нагляд-
ную физическую интерпретацию. В низкотем-  
 

 
пературном пределе частица «выбирает» на-

правление прыжка таким образом, чтобы пре-
одолевать минимально возможный межузель-
ный барьер. Если рассортировать межузельные 
барьеры по возрастанию их высоты, то барьеры 
с высотой, меньшей либо равной εр, образуют 
так называемый перколяционный кластер, внут-
ри которого возможно движение частицы по 
всей решетке. Можно также отметить, что пер-
коляционный кластер представляет собой фрак-
тал с фрактальной размерностью 1,9 и 2,5 для 
двух- и трехмерных решеток соответственно. 

Что же касается высокотемпературного пре-
дела, то в данном случае из-за достаточно 
большой энергии мигрирующих частиц они в 
состоянии преодолеть практически любой меж-
узельных барьер, что позволяет рассматривать 
решетку как упорядоченную с высотой меж-
узельных барьера, равной средней высоте ε0. 

В настоящей работе более детально изуча-
ется зависимость энергии активации кинетиче-
ской диффузии от температуры при экспонен-
циальном распределении высот межузельных 
барьеров. Для этих целей используется компь-
ютерное моделирование неупорядоченной ре-
шеточной системы по методу Монте-Карло. 
Алгоритм такого моделирования детально опи-
сан в работах [1, 2] и представляет собой фак-
тически незначительно модифицированный 
алгоритм Метрополиса [6] в сочетании с пе-
риодическими граничными условиями для ми-
нимизации влияния размера моделируемой 
системы на результаты моделирования. 

1. Энергия активации кинетической диф-
фузии. Рассмотрим в качестве примера реше-
точной системы решеточный газ Ленгмюра на 
простой кубической статически неупорядочен-
ной решетке с экспоненциальным распределе-
нием высот межузельных барьеров. Моделиро-
вание диффузионного процесса в данной сис-
теме позволяет определить, в частности, кине- 
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симость логарифма кинетического коэффици-
ента диффузии от обратной температуры пред-
ставлена на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Зависимость от обратной температуры  

кинетического коэффициента диффузии  
ленгмюровского решеточного газа на простой 

 кубической решетке с экспоненциальным  
распределением высот ежузельных барьеров:  

1 – с = 0,1; 2 – с = 0,3; 3 – с = 0,50;  
4 – с = 0,70; 5 – с = 0,90 

 
Из представленной зависимости видно, что 

она заметно отличается от линейной. Более то-
го, уже из самого вида графика можно утвер-
ждать, что энергия активации растет с увеличе-
нием температуры. 

Рассмотрим более детально различные уча-
стки зависимости логарифма кинетического 
коэффициента диффузии от обратной темпера-
туры, вычисляя среднюю энергию активации 
для каждой такой области. Полученная таким 
образом зависимость энергии активации от 
температуры представлена на рис. 2. 

Данная зависимость находится в полном 
соответствии с предположениями, высказан-
ными выше. А именно, как и ожидалось, энер-
гия активации растет нелинейным образом от 
значений, достаточно близких к перколяцион-
ной энергии εр, стремясь с увеличением темпе-
ратуры к величине ε0, отвечающей средней вы-
соте барьера. 

Характер приведенной зависимости позво-
ляет предположить возможность ее аналитиче-
ской аппроксимации функцией вида 

 B

0

exp ,J

J

U k T⎛ ⎞
= α − γ −⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠

 (6) 

где параметры α, γ и εJ могут быть определены по 
методу наименьших квадратов и оказываются 
равными α = 0,93527, γ = 0,64185 и εJ = 1,13716ε0. 

Предложенная аналитическая зависимость 
представлена на рис. 2 кривой 2. Рассмотрение 
высоко- и низкотемпературных пределов данной 
зависимости приводит к следующим результатам: 

 
00 0

lim , lim .j j

T T

U U
→∞ →

= α = α − γ
ε ε

 (7) 

При этом можно отметить, что полученное 
численное значение высокотемпературного пре-
дела отклоняется от теоретически предсказан-
ного на 6,5%, а расхождение в низкотемпера-
турном пределе равно 2,5%. В свете того, что 
численные значения параметров α и γ найдены 
в результате достаточно грубого анализа изна-
чально приближенных данных компьютерного 
моделирования, указанные расхождения могут 
считаться малыми, а значит, число варьируе-
мых параметров в аппроксимирующей функции 
может быть сокращено 

 B

0 0
1 1 exp .pJ

J

U k Tε⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ε ε ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (8) 

Определенный по методу наименьших квад-
ратов параметр εJ оказывается равным 1,30595ε0. 
Зависимость (8) отражена на рис. 2 в виде  
кривой 3. 

 

 
Рис. 2. Зависимость от температуры энергии  

активации кинетической диффузии, полученная  
в ходе компьютерного моделирования (точки 1)  

и аналитических аппроксимаций данной зависимости 
функциями вида (6) (кривая 2) и (8) (кривая 3) 
 
Сравнение результатов применения аппрок-

симирующих функций (6) и (8) показывает, что 
обе предложенные зависимости очень хорошо 
воспроизводят результаты моделирования при 
низких температурах. В то же время при высо-
кой температуре расхождение между соотно-
шением вида (8) и данными моделирования 
становится весьма заметным.  

В этой связи можно отметить, что энергии 
активации, определенные по результатам моде-
лирования и представленные на рис. 2 в виде 
точек, являются результатом усреднения энер-
гий, вычисленных при различных концентраци-
ях. Причем с увеличением температуры величи-
ны случайных отклонений энергии активации от 
своего среднего значения растут. Этот факт на-
глядно проиллюстрирован на рис. 3, где пред-
ставлены зависимости энергий активации от 
концентрации при температурах kBT / ε0 = 0,15 и 
kBT / ε0 = 6 и показаны соответствующие сред-
ние значения.  

U
j  

/ ε
0 

ln
 (D

j  
/ D

0)
 

βε010 

kBT / ε0 
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Это позволяет утверждать, что разница ме-
жду энергиями активации, определенными со-
гласно соотношению (8) и в результате анализа 
данных моделирования, может считаться отно-
сительно малой. 

 

 
Рис. 3. Зависимость энергии активации  

кинетической диффузии от концентрации  
при температурах kBT / ε0 = 0,15 (точки 1)  

и kBT / ε0 = 6 (точки 2).  
Пунктирной линией представлены  
соответствующие средние значения  

энергии активации 
 
Сопоставление соотношений (2) и (8) по-

зволяет сделать вывод, что 

 B( ) exp .
J

k TT
⎛ ⎞

η = −⎜ ⎟ε⎝ ⎠
 (9) 

Аналогичные исследования могут быть 
проведены для решеток произвольной размер-
ности и геометрии, при этом они дают иден-
тичные результаты. В качестве примера на 
рис. 4 приведены результаты для случая пло-
ской треугольной решетки. 

 

 
Рис. 4. Зависимость от температуры  

энергии активации кинетической диффузии  
ленгмюровского решеточного газа  

на экспоненциально неупорядоченной  
плоской треугольной решетке, полученная  

в ходе компьютерного моделирования (точки 1)  
и аналитических аппроксимаций данной  

зависимости функциями вида (6)  
(кривая 2) и (8) (кривая 3) 

В то же время использование предложен-
ной методики к анализу энергии активации 
меченых атомов оказывается затруднитель-
ным из-за ее сильной зависимости от концен-
трации диффундирующих частиц. Последний 
факт объясняется тем, что данный коэффици-
ент диффузии является одночастичным, т. е. 
характеризует подвижность отдельной части-
цы. С ростом числа частиц число доступных 
узлов, очевидно, уменьшается, а значит, па-
дает и подвижность частиц, что и проявляет-
ся в снижении соответствующего коэффици-
ента диффузии. 

Заключение. Подводя итог, можно сде-
лать вывод, что в отличие от динамически 
неупорядоченных систем, для вычисления 
коэффициента кинетической диффузии ко-
торых оказывается применимым следующее 
соотношение [1] 

 0
0

exp( ) 1(0; 0)
1JD D P

c
βμ

=
+βε

 (10) 

в сочетании с диаграммным приближением, 
коэффициент диффузии статически неупоря-
доченных систем может быть оценен с помо-
щью соотношения (1). При этом энергия акти-
вации UJ оказывается зависящей от температу-
ры, согласно формуле (8). 

Входящий в соотношение (8) параметр εJ 
нуждается в дальнейшей теоретической оценке 
и уточнении. 
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МОДЕЛЬ ЛОКАЛЬНОГО РАСПЛЕТАНИЯ ДНК 
The frequency dependence of amplitude of nonlinear transverse waves in DNA molecule is ob-

tained by means of Galerkin method on the bases of the nonlinear Peyrard – Bishop model that de-
scribes the transversal oscillations of nucleotides. In this article the frequency dependence of the ampli-
tude of nonlinear transverse waves in DNA molecule is considered with account of the wave number 
frequency dependence as well. 

Введение. Денатурация ДНК заключается в 
разрыве Н-связей и стэкинг-взаимодействий, что 
вызывает расплетание и разделение цепей (без 
разрыва ковалентных связей) под действием 
температуры или рН (рис. 1). К локальному рас-
крытию пар оснований может привести также 
механическое воздействие на молекулу ДНК со 
стороны других молекул (РНК, белки и др.). 

 

 
Рис. 1. Схема локального  

раскрытия пар ДНК 
 
В связи с этим математическое моделиро-

вание внутренней подвижности молекулы ДНК 
и использование построенных моделей для 
изучения механизмов функционирования био-
молекулы – одно из наиболее интересных и 
перспективных направлений современной тео-
ретической биофизики. Особый интерес пред-
ставляет моделирование нелинейной динамики 
ДНК, имитирующее внутренние движения боль-
шой амплитуды. Это направление исследований 
началось с работы [1]. В последующем был соз-
дан ряд простых базовых моделей ДНК [2].            
Такие простые модели были использованы для 
интерпретации имеющихся экспериментальных 
данных, а также для объяснения некоторых 
элементов в сложном механизме функциониро-
вания ДНК [2]. В настоящее время исследова-
ния основываются на новых и более надежных 
экспериментальных данных. 

Модель. В данной работе предлагается рас-
смотреть нелинейную модель функционирова-
ния молекулы ДНК на основе модели Пейрарда – 
Бишопа (PB) [3]. Модель PB учитывает, что 
молекула ДНК состоит из двух полинуклеотид-
ных цепочек, и ее можно представить в виде 
двух эластичных стержней, слабо взаимодейст-
вующих между собой и свернутых в двойную 
спираль. Дискретный механический аналог та-
кой модели (см. рис. 2) представляет собой две 

цепочки дисков, связанных друг с другом про-
дольными и поперечными пружинами. 

 

 
Рис. 2. Модель Пейрарда – Бишопа 

 
Обозначим через U энергию взаимодейст-

вия узлов одной цепочки, V – энергию взаимо-
действия узлов разных цепочек, n – номера 
атомов в цепочке, un и vn – смещение узлов 
верхней и нижней цепочки соответственно 
(стрелками на рис. 2 показаны направления 
смещений узлов). 

В качестве U для простоты возьмем гармо-
нический потенциал: 

 ( ) ( )2 2
1 12 n n n n

cU u u v v− −
⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ , (1) 

где c – упругая константа. 
Взаимодействие узлов разных цепочек, т. е. 

взаимодействие между парами нуклеотидов AT 
или CG, описывает потенциал Морзе: 

 ( ) 2( )e 1n na u vV D − −⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , (2) 

где D и a – параметры потенциала Морзе. 
Гамильтониан модели имеет следующий 

вид: 

 ( ) ( )22 2
12 2n n n n

m cH u v u u −
⎡= + + − +⎣∑  

 ( ) ( )22 ( )
1 e 1 ,n na u v

n nv v D − −
−

⎤+ − + − ⎥⎦
 (3) 

где m – масса пары оснований. 
Уравнения движения. Уравнения движе-

ния записываются в форме 

 ( )
n

n

d U Vmu
du

+
= − , ( )

n
n

d U Vmv
dv

+
= − . (4) 

После замены переменных 
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уравнения движения (4) примут вид 
 ( )1 1 2n n n nmx c x x x+ −= + − , (6) 
 ( )1 1 2n n n nmy c y y y+ −= + − +  

 ( )( )2 2 2 2 e 1 e .n na y a yaD − −+ −  (7) 

В континуальном приближении дискретные 
переменные xn, yn являются функциями непре-
рывной координаты z, направленной вдоль оси 
молекулы ДНК, и времени t.  

Первое уравнение описывает линейные 
волны – фотоны, а второе уравнение – нели-
нейные волны, называемые бризерами (осцил-
лирующий солитон).  

Нас интересует второе уравнение последней 
системы. Разделим все члены этого уравнения 
на h2 (h – расстояние между соседними парами 
оснований вдоль оси молекулы): 

( )1 12 2 2n n n n
m cy y y y
h h + −= + − +  

 ( )( )2 2
2

2 2 e 1 e .n na y a yaD
h

− −+ −  (8) 

В континуальном приближении уравнение (8) 
примет вид 

 2 2 2
n n

c aDy h y
m m

⎛ ⎞ ′′− − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( )( )2 2e 1 e 0.n na y a y− −× − =  (9) 

Уравнение (9) можно переписать в следую-
щей форме: 

2
22 2 1 e 0.na y

n n
n

c Dy h y
m m y

−∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤′′− + − =⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
   (10) 

Подставляя ( )e i t kz
ny − ω −=  (ω – частота, k – 

волновой вектор) в линеаризированное 
уравнение 

 
2

2 8 0,n n n
c a Dy h y y
m m

⎛ ⎞ ′′− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (11) 

получим зависимость частоты от волнового 
вектора: 

 
2 2

2 2 8h c a Dk
m m

ω = +  (12) 

или с учетом того, что 0 / ,c mω =   

 
2

2 2

0

8a Dh k
c

ω
= +

ω
. (13) 

Метод решения нелинейного уравнения 
и анализ результатов расчетов. Для решения 
нелинейного уравнения (9) будем использо-
вать подход, связанный с рядом ограничений и 
основанный на идеи перенесения на нелиней-
ную теорию методов геометрической оптики. 

Будем полагать, что параметры, характери-
зующие волну (амплитуда, частота, волновое 
число и т. д.), изменяются достаточно медлен-
но на расстояниях порядка длины волны и за 
время порядка периода колебаний. В этом 
случае стационарные периодические волны 
мало отличаются от синусоидальных, т. е. 
пренебрегая кратными гармониками, их мож-
но представить в виде [4] 

 cos( ) cos ,ny A t knh A x= ω − =  (14) 

где ω – частота, зависящая от амплитуды A. 
После подстановки (14) в уравнение (9) по-

лучим  

 2 2cos (1 cos )coscA x A kh x
m

ω − − +  

 2 2 cos 2 cos2 2 e e 0.a A x a A xaD
m

− −⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦  (15) 

Следуя методу Галеркина, мы умножаем (9) 
на cosx, а затем интегрируем по x от –π до π. 

В результате получается уравнение частот 
ω = f(A, k)  

0

4 22(1 cos ) aDkh
cA

⎛ω
= − + ×⎜⎜ω ⎝

 

( ))1/ 2

1 1(2 2 ) ( 2 ) ,I aA I aA× −         (16) 

где 1( )I x  – функция Бесселя для мнимого аргу-
мента. 

Зависимость (16) часто называют нелиней-
ным дисперсионным уравнением. Отклонение 
решения линеаризированного уравнения (13) от 
нелинейного (16) наглядно видно в диапазоне 

/ /h k h−π < < π  (первая зона Бриллюэна) на 
рис. 3. 

Уравнение (16) дает быстрое возрастание 
амплитуды при изменении частоты в ограни-
ченном пределе. Для отношения (16) оптиче-
ские моды нелинейно зависят от частоты и ам-
плитуды (рис. 4). 

 

 
Рис. 3. Решение линеаризированного  
уравнения (13) (штриховая линия)  

и нелинейного уравнения (16) (сплошная линия) 

ω / ω0 

k, A–1 
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При этом были использованы следующие 
численные значения параметров [5]: c = 24 N/m, 
a = 2 · 108 m–1, D = 0,6 · 10–19 Nm.  

 
Рис. 4. Зависимость амплитуды нелинейных 

поперечных волн в молекуле ДНК от волнового 
вектора. На рисунке представлены графики  

для различных значений относительных частот 
вынужденных колебаний 

 
Вынужденные колебания. Рассмотрим 

вынужденные колебания молекулы ДНК под 
действием внешней силы cos( ).S tω  В этом 
случае уравнение движения (7) получим в виде 

 ( )1 1 2 2 2n n n nmy c y y y aD+ −= + − + ×  

 ( )( )2 2e 1 e cos( ),n na y a y S t knh− −× − + ω −  (17) 

где S – амплитуда внешней силы. 
Решение уравнения (17) ищем в форме (14). 

В итоге получим 

 ( 1

0

2(1 cos ) 4 2 ( )kh aD cA −ω
= − + ×

ω
 

 ( ) )1/ 2
1

1 1(2 2 ) ( 2 ) ,I aA I aA bA−× − +  (18) 

где /b S c=  – приведенная амплитуда вынуж-
дающей внешней силы. 

На рис. 5 представлены решения уравнения (18) 
при различных значениях параметра b. 

В центре рис. 5 сплошной линией показана 
скелетная кривая при b = 0. Слева от скелетной 
кривой отражена зависимость при b = –0,8A, а 
справа – при b = 0,8A. Итак, имеется возмож-
ность получать зависимости амплитуд при раз-
личных характеристиках возмущающей силы. 

 

 
Рис. 5. Зависимости амплитуд от частоты 

вынуждающей силы 

Заключение. Таким образом, на базе не-
линейной модели Пейрарда – Бишопа рассчи-
таны амплитудно-частотные зависимости при 
вынужденных колебаниях нуклеотидов моле-
кулы ДНК. Показано, что локальное раскры-
тие пар оснований в спиральных молекулах 
типа ДНК объясняется появлением больших 
амплитуд колебаний, которые могут быть ини-
циированы взаимодействием ДНК с высоко- и 
низкомолекулярными соединениями природ-
ного и антропогенного происхождения, при 
определенных отношениях частоты собствен-
ных колебаний нуклеотидов ДНК с частотой 
вынуждающей силы. 
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ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЕ РАССМОТРЕНИЕ ПРОЦЕССА 
РАСШИРЕНИЯ КВАРК-ГЛЮОННОЙ ПЛАЗМЫ 

Studying of process of a quark-gluon plasma formation in heavy ion collisions at high energy 
causes the big interest in last years. The quark-gluon plasma is that state of substance in which there 
was our Universe at once after the Big Bang. The  main goal of high energy nuclear collisions is to cre-
ate in laboratory a quark-gluon plasma of macroscopic size, to find its signals and to investigate its 
properties. Using the hydrodynamical theory with scale-invariant initial conditions – model Bjorken, in 
the given article the evolution of a equilibrium quark-gluon plasma created in collision of heavy nuclei 
at high energy is considered. Much attention is given to the self-consistency phenomenological descrip-
tion of phase evolution of a hot and dense nuclear matter during its expansion (cooling) to final scat-
tering secondary particles. Expression for volume a quark-gluon of plasma created in collision is received. 

Введение. В начале XXI в. были введены в 
действие ускорители тяжелых ионов: RHIC 
(Брукхейвен, США) и LHC (ЦЕРН, Европа). 
Одним из основных предметов исследования 
на этих ускорителях является кварк-глюонная 
плазма – гипотетическое состояние, состоящее 
из квазисвободных кварков и глюонов [1]. 
Предполагается, что кварк-глюонная плазма 
может образоваться в результате центрального 
соударения тяжелых ионов. При расширении и 
остывании кварк-глюонной плазмы взаимо-
действие между кварками и глюонами (при 
увеличении расстояния между ними) возраста-
ет, и кварковые пары и глюоны превращаются 
в наблюдаемые адроны. Этот процесс тракту-
ется как фазовый переход кварк-глюонной 
плазмы в адроны. 

Схематически пространственно-временная 
картина соударения тяжелых ядер представлена 
на рисунке. Этот процесс можно разделить на 
следующие этапы: 

1) предравновесный период, в течение ко-
торого за время t0 в результате взаимодействия 
составляющих ядер образуется термализован-
ная система – кварк-глюонная плазма; 

2) кварк-глюонная плазма расширяется и 
остывает, при достижении температуры Tc (че-
рез время ct  после столкновения) она начинает 
переходить в адроны; 

3) если адронизация имеет характер фазово-
го перехода первого рода, то при температуре cT  
в течение времени ht  система будет находиться 
в смешанной фазе, а затем превратится в ад-
ронный газ; 

4) адронный газ расширяется;  
5) через время ft  при температуре fT  все 

взаимодействия между адронами прекращают-
ся, происходит «замораживание» и наблюдает-
ся свободный разлет адронов. 

Механизм этого процесса рассматривается в 
рамках термогидродинамических моделей. Со-
гласно этому подходу, достигнув термодинами-
ческого равновесия (за некоторое очень неболь-
шое начальное время), горячее вещество далее 
эволюционирует в соответствии с уравнениями 
релятивистской гидродинамики [2], отражаю-
щими локальные законы сохранения (при пре-
небрежении диссипативными эффектами): 

0,ik

k

T
x

∂
=

∂
 ( ) ,ik i k ikT p u u pg= ε + −         (1) 

где ikT  – тензор энергии-импульса; x  – 4-мер-
ная координата; ε – плотность энергии; p  – 
давление в собственной системе элемента объ-
ема; iu  – 4-скорость элемента; ikg  – метриче-
ский тензор ( 00 1g = , 1iig = − ). 

 
Рисунок. Эволюция соударения 

релятивистских ядер:  
1 – предравновесный период; 2 – кварк-глюонная 
плазма; 3 – смешанная фаза; 4 – адронный газ;  

5 – свободный разлет 
 
Существенно, что на всех стадиях гидро-

динамического процесса предполагается тер-
модинамическое равновесие, характеризую-
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щееся температурой Т и уравнением состоя-
ния, которое, как правило, принимается в 
форме p = ε / 3, характерной для идеального 
релятивистского газа. 

Конечно, решение этих уравнений зависит 
от начальных условий, которые приходится 
формулировать, опираясь на те или иные физи-
ческие соображения. Выбор начального со-
стояния и его характеристики является наибо-
лее слабым местом данной теории. Обычно 
считают, что в начальный момент сильновзаи-
модействующая жидкость равномерно распре-
делена по первоначальному объему. Ее истече-
ние в вакуум происходит за счет внутренних 
сил, в данном случае благодаря сильному взаи-
модействию ее элементов. Предполагается 
также, что решение задачи обладает цилиндри-
ческой симметрией относительно оси соударе-
ния сталкивающихся частиц, которая сохраня-
ется в процессе расширения системы [3]. 

В работе [4] были получены ограничения на 
объем начального состояния, образующегося в 
столкновении релятивистских ядер для различ-
ных экспериментов. Эти ограничения зависят от 
объема адронной фазы во время свободного раз-
лета, который может быть измерен непосредст-
венно в ходе эксперимента. В этой работе на ос-
новании результатов [4] мы находим ограничение 
на объем кварк-гюонной плазмы, следующее из 
гидродинамического расширения плазмы. 

Основная часть. Мы используем наиболее 
популярный в настоящее время сценарий гидро-
динамического расширения, предложенный 
Бьеркеном [5]. Поскольку начальные условия 
характеризуются цилиндрической симметрией, 
то основная часть гидродинамического расши-
рения является одномерным расширением вдоль 
оси соударения ядер. Движение в поперечном 
направлении определяется, в основном, тепло-
вым движением. Тогда двумерные уравнения 
гидродинамики (1) сводятся к соотношению 

0,ds s
d

+ =
τ τ

                        (2) 

где s  – удельная энтропия системы (плотность 
энтропии); 2 2t xτ = −  – собственное время 
элемента объема жидкости (здесь применяется 
система единиц, в которой скорость света 

1c = ). Решение уравнения (2) имеет вид 

н н( ) ss τ
τ =

τ
,                           (3) 

где нs  – начальное значение удельной энтро-
пии в момент времени н .τ  

Таким образом, на первом этапе в картине 
Бьеркена предполагается, что система за вре-
мя 0τ  приходит в равновесие при начальной 
температуре 0.T  Затем на втором этапе образо-
вавшаяся кварк-глюонная плазма расширяется, 

согласно гидродинамическому уравнению (3). 
Когда температура кварк-глюонной плазмы 
уменьшается до критической температуры cT  в 
момент времени cτ , начинается фазовый пере-
ход кварк-глюонной плазмы в адроны. Из фор-
мулы (3) удельная энтропия кварк-глюонной 
плазмы в момент времени cτ составляет 

0 0
c

c

( )( ) ss τ τ
τ =

τ
.                      (4) 

В момент времени hτ  фазовый переход за-
канчивается, вся система переходит в равновес-
ный адронный газ. Удельная энтропия адронной 
фазы ( )hs τ  определяется динамикой фазового 
перехода. Для фазового перехода первого рода [6] 

4
3

c
c( ) ( )h

h
s s

⎛ ⎞τ
τ = τ ⎜ ⎟τ⎝ ⎠

.                     (5) 

На следующем этапе расширяется адрон-
ный газ. При этом его температура уменьшает-
ся от cT  до fT  в момент времени fτ , когда все 
взаимодействия между адронами прекращают-
ся, и наблюдается свободный разлет адронов. 
Согласно (3), удельная энтропия адронной фа-
зы в момент времени fτ  равна 

( )( ) h h
f

f

ss τ τ
τ =

τ
.                  (6) 

Из формул (5) и (6) следует связь между 
удельной энтропией c( )s τ  кварк-глюонной плаз-
мы непосредственно перед фазовым переходом 
и удельной энтропией адронного газа ( )fs τ  пе-
ред свободным разлетом: 

4
3

c
c( ) ( ) h

f
h f

s s
⎛ ⎞τ τ

τ = τ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠
.               (7) 

Используя выражение (6) и стандартное 
термодинамическое соотношение, удовлетво-
ряющее уравнению состояния 

3

c
( ) ( ) f

f h

T
s s

T
⎛ ⎞

τ = τ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                    (8) 

найдем  
3

c

fh

f

T
T

⎛ ⎞τ
= ⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

.                       (9) 

Подставляя это в (7), получим 
4 33

c
c

c

( ) ( ) f
f

h

T
s s

T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ

τ = τ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.           (10) 

Время, через которое вся система будет на-
ходиться в адронной фазе [6], равно 

c6,16 .hτ = τ                        (11) 
Учитывая, что температура фазового пере-

хода c 190 МэВT ≈  и температура, при которой 
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прекращаются взаимодействия между адрона-
ми, 130 МэВ,fT ≈  из выражения (10) найдем 

c( )( )
35f

ss τ
τ = .                     (12) 

Поскольку на всех стадиях гидродинами-
ческого процесса имеет место термодинамиче-
ское равновесие, то в соответствии со вторым 
началом термодинамики полная энтропия та-
кой системы должна оставаться постоянной, 
т. е. c кгп a( ) ( )fs V s Vτ = τ , где кгпV  и аV  – объемы 
кварк-глюонной плазмы и адронной фазы со-
ответственно. Тогда из соотношения (12) 
следует, что 

а
кгп 35

VV = .                         (13) 

Данное ограничение на объем кварк-глюон-
ной плазмы зависит от соотношения темпера-
тур cT  и ,fT  а также от длительности смешан-
ной фазы. Объем адронной фазы аV  может 
быть найден по данным адронной интерферо-
метрии из экспериментальных данных по двух-
частичным корреляциям [7]. Полученное зна-
чение объема кварк-глюонной плазмы совпада-
ет с ограничениями на объем, следующими из 
второго начала термодинамики [4]. 

Заключение. Гидродинамическая теория 
множественных процессов хорошо описывает 
почти все современные экспериментальные 
данные об инклюзивных реакциях в столкно-
вениях протонов. С появлением пучков реля-
тивистских тяжелых ионов гидродинамиче-
ский подход стал широко применяться для ис-
следования соударений тяжелых ядер. При 
этом число вторичных частиц увеличивается 
во много раз, что расширяет границы приме-
нимости гидродинамического подхода и 
улучшает условия для диагностики кварк-
глюонной плазмы. Вплоть до настоящего вре-
мени, вероятно, самым веским указанием на 
существование кварк-глюонной плазмы явля-
ется хорошее согласие гидродинамической 
теории с экспериментальными результатами. 
Однако, к сожалению, до сих пор не проведено 
полного сопоставления данной модели со всей 
совокупностью современных эксперименталь-
ных данных [8]. 

Возможность регистрации кварк-глюонной 
плазмы в столкновении тяжелых ионов предпо-

лагает измерение геометрического размера об-
ласти, в которой материя находится в данной 
фазе. Объем кварк-глюонной плазмы, образо-
ванной в столкновении, важен при изучении ее 
свойств как статистической системы, а также 
при интерпретации экспериментальных дан-
ных [9]. Заметим, что в формуле (13) опреде-
лен объем кварк-глюонной плазмы после ста-
дии расширения непосредственно перед фазо-
вым переходом. Реально созданный в столкно-
вении объем плазмы будет еще меньше. 
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УЧЕТ КОРРЕЛЯЦИОННОГО ВКЛАДА В РЕШЕТОЧНУЮ МОЛЕКУЛЯРНУЮ  
ТЕПЛОЕМКОСТЬ КРИСТАЛЛА С ВАКАНСИЯМИ 

Early, the simple statistical model of a condensed media was formulated. Interaction between particles 
is described by Lennard – Johnes potential. Filling of cells was independent event. A variation task at a 
minimization of a free energy system was decided. In result it was obtained an expression for a potential 
part of a heat capacity of a molecular crystal with vacancies. In this article the model, discounting a correla-
tion in filling microcells of particles is considered. An expression for filling numbers of microcells by 
molecules is used for a calculation of an inner energy and entropy. In result a new expression for a molecu-
lar heat capacity is obtained. A little correlation additions are appeared in a heat capacity expression for a 
last model. 

Введение. Ранее [1, 2] была сформулиро-
вана простая статистическая модель конденси-
рованной системы с парным взаимодействием 
частиц (молекул), которое описывается потен-
циалом Леннард – Джонса. В соответствии с 
методом условных распределений весь объем 
V среды делится на M равных микроячеек объ-
емом ω (ω = V / M) так, чтобы число ячеек бы-
ло больше числа N частиц (M > N). При этом 
объем ω ячеек достаточно мал, поэтому веро-
ятность попадания двух частиц в одну ячейку 
также невелика [1]. При вычислении потенци-
альной части внутренней энергии U системы  
N молекул, статистически распределенных по 
M ячейкам, предполагалось, что вероятность 
заполнения частицами пары ячеек ωi и ωj рав-
на произведению вероятностей заполнения ка-
ждой ячейки, т. е. числа заполнения двух ячеек 
nij ≅ ninj (i, j = 1, 2, …, M). В результате исполь-
зования известных из термодинамики и стати-
стической физики формул для свободной энер-
гии F, комбинаторной энтропии S0 фермионно-
го газа [3] и потенциальной части внутренней 
энергии U  была получена простая математиче-
ская модель однородной (ni = n = N / M) кон-
денсированной среды: 

,F U TS= −                         (1) 

( )0
1ln 1 ln 1 ,S kN n n
n

⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
       (2) 

2

1 1

1 1 ,
2 2

M M M M

ij ij ij
i j i i j i

U n n
= ≠ = ≠

= ϕ ≈ ϕ∑∑ ∑∑        (3) 

где ϕij – средние значения потенциалов средних 
сил, которые описывают усредненное с помощью 
коррелятивных функций распределения взаимо-
действие частиц, находящихся в ячейках с номе-
рами i и j; υ = V / N – молекулярный объем, 
n = N / M = ω / υ – концентрация частиц системы.  

В области кристаллического состояния ве-
щества функции распределения сильно локали-
зованы в окрестности узлов кристаллической 
решетки, поэтому потенциальная энергия раз-
ложена на статическую энергию U0 решетки с 
вакансиями и энергию Uк, связанную с колеба-

тельным движением частиц в области локали-
зации вблизи узлов решетки: 

0 к .U U U= +                            (4) 

С учетом взаимодействия каждой молекулы 
с молекулами, находящимися в 12 ближайших 
ячейках гранецентрированной решетки (при-
ближение ближайших соседей), для потенци-
альной энергии U0 использовано приближенное 
выражение 

2
0 1 2 2 2

6 16 2 ,NU n M
n n

⎡ ⎤ϕ = −⎢ ⎥υ υ⎣ ⎦
           (5) 

где ( )1 2 2 2 2
1 1 2R

n n
⎛ ⎞ϕ = Φ = −⎜ ⎟υ υ⎝ ⎠

. 

Здесь Φ(R) – значение потенциала Леннард – 
Джонса для двух молекул, находящихся в двух 
соседних узлах (R – параметр решетки). 

Сформулировав вариационную задачу по 
минимизации свободной энергии F  системы 
по внутреннему параметру n  модели [4], уда-
лось получить аналитическое выражение для 
той части молекулярной теплоемкости при по-
стоянном объеме, которая определяется стати-
ческой энергией решетки с вакансиями: 

( )
*2

*
0 2 2 * *

,
exp

AC
n A B

υ = ⎡ ⎤θ − θ + θ⎣ ⎦
        (6) 

где *
2 2 2

6 32 ,A
n

⎛ ⎞= −⎜ ⎟υ υ⎝ ⎠
  *

3 4
36 .B

n
=

υ
 

Основная часть. Целью данной публикации 
является уточнение сформулированной ранее 
статистической модели конденсированной среды 
для учета бинарных корреляций в заполнении 
пар ячеек частицами при расчете молекулярной 
теплоемкости *

1C υ  кристаллов с вакансиями: 
*

* 1
1

,

.U dnC
n dυ

υυ θ

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ θ⎝ ⎠⎝ ⎠
               (7) 

Здесь U1
* = U1 / N – статическая энергия 

коррелированной решетки, приходящаяся на 
одну молекулу, θ = kT. 
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При вычислении энергии U1 и энтропии S1 
модели использовано полученное ранее [2] вы-
ражение для чисел заполнения nij всевозможных 
пар ячеек объемом ωi и ωj (i, j = 1, 2, …, M): 

( )1 1 4 1
,

2ij

n n z
n n

z
− + −

+            (8) 

где z  – значение функции Майера для частиц, 
расположенных в двух соседних узлах: 

( )1 ,
exp 1.

n
z

⎧ ϕ υ ⎫
= − −⎨ ⎬

θ⎩ ⎭
             (9) 

Концентрация вакансий 1c n= −  в области 
кристаллического состояния мала (вдали от ли-
нии плавления с < 10 –3). Поэтому, разложив (8) 
по малому параметру х (x = 4ncz) для чисел за-
полнения nij, получим следующее выражение: 

2 2 2 .ijn n n c z+                    (10) 

Тогда статическую потенциальную часть 
внутренней энергии коррелированной модели с 
учетом формулы (10) определим как: 

( )0 2
1 0 0 0 12 1 ,ijn U

U U U c z U
n

= = + = + ξ    (11) 

где 
2

1 .c zξ =                           (12) 

Учет корреляции в заполнении частицами 
пар соседних ячеек приводит к появлению 
добавки ΔS* к комбинаторной части энтропии 
S0 [2]: 

*
1 0 ,S S M S= + Δ                     (13) 

где 

*

, ,
ln ln

2 2
aa

aa
a в a a

n nk kS n n
n n n n

μν
μν

μ ν= μ ν

⎛
Δ = − = − +⎜

⎝
∑  

 2 ln ln ,aв вв
aв вв

a в в в

n nn n
n n n n

⎞
+ + ⎟

⎠
          (14) 

( )2 21 ,aa ijn n n c z= +   ( )1 ,aв ijn n n nc ncz= − −  

( )2 21 .вв авn c n c n z= − +  

Здесь ΔS* – добавка к энтропии системы, 
приходящаяся на одну ячейку; naa, nав, nвв – 
числа заполнения, которые определяют соот-
ветствующие вероятности одновременного 
заполнения пары соседних ячеек молекулами 
(частицами сорта а) и невзаимодействующими 
квазичастицами, концентрация которых равна 
концентрации вакансий (частицы сорта в, 
nв = с = 1 – n). 

Разложив логарифмы в формуле (13) по ма-
лому параметру, которым является концентра-
ция вакансий c, получим следующее выражение 
для энтропии S1: 

2 2
1 0 2ln ln ,cS kN n c nc z S

n
⎡ ⎤= − + + = + ξ⎢ ⎦⎣

    (15) 

где 
2 2

2 .kNnc zξ = −                     (16) 

Выражение для свободной энергии F1 мо-
дели с учетом формул (11) и (15) преобразуем к 
следующему виду: 

1 1 1F U TS= − =  

0 0 1 0 2 0 3,U U TS T F= + ξ − − ξ = + ξ       (17) 
где 

2
3 2 2 2

6 1 2Nc z nz
n n
⎡ ⎤⎛ ⎞ξ = − + θ⎜ ⎟⎢ ⎥υ υ⎝ ⎠⎣ ⎦

.      (18) 

Выполнив варьирование выражения (17) по 
внутреннему параметру n модели, получим не-
линейное относительно n уравнение: 

0 31

, , ,

0,FF
n n nυ θ υ θ υ θ

∂ ∂ξ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
         (19) 

где 
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n υ θ
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  (20) 
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n nυ θ υ
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Используя выражение для статической 
энергии U1

*, приходящейся на одну молекулу, 

* * *1
1 0 0 1

UU U U
N

= = + ξ ,            (23) 

найдем частную производную (∂U1
* / ∂n)υ,θ, ко-

торая входит в выражение (7) для *
1 :C υ  

**
01
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В результате неявного дифференцирования 
уравнения (19) получим: 

2
0

5

2
0

62
,
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ndn

d F
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υ

υ θ

⎛ ⎞∂
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Подставив выражения (24) и (26) в правую 
часть соотношения (7), получим выражение для 
теплоемкости *

1C υ  с учетом бинарных корреляций: 
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* *
0 1 .C Cυ υ= + Δ                         (33) 

Заключение. Из выражения (33) видно, что 
учет корреляции в заполнении частицами 
всевозможных пар ячеек приводит к появлению 
малых добавок к молекулярной теплоемкости 

*
0C υ  модели, не учитывающей эти корреляции. 

Выполненные аналитические исследования соз-
дают предпосылки для проведения численных 
расчетов на ЭВМ. 
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ПРИМЕНЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
ДЛЯ ПРЕДСКАЗАНИЯ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ 

Earthquake is a process of deformation and destruction which come of the Earth crust. The mode of 
this processes are physical-mechanical properties the Earth crust such as the deform solid and its stress 
state. Capacity of forecast the earthquakes is showed in this article. It is based on the kinetic of creep 
theory. The models applications of kinetic theory for description of vertical changes of the Earth crust 
by Niigata earthquake and San-Fernando earthquake confirmed that it show of physical-mechanical 
properties of stressed bodes. This theory is the base for earthquake forecast. 

Введение. Землетрясения являются внеш-
ним проявлением процессов деформирования и 
разрушения, происходящих в земной коре. Ха-
рактер этих процессов определяется физико-
механическими свойствами земной коры как 
деформируемого твердого тела, а также ее на-
пряженным состоянием, которое приводит зем-
ную кору в движение. 

Движение земной коры носит постоянный 
характер. Скорость движения различна, и там, 
где скорость резко увеличивается за счет им-
пульсного высвобождения энергии, возникают 
быстрые колебания, воспринимаемые нами как 
землетрясение. 

Основная часть. Главная трудность для 
изучения землетрясений с позиций механики 
деформируемого твердого тела заключается в 
выяснении закономерностей движения земной 
коры. О составе и физико-механических свой-
ствах земной коры как твердого тела имеются 
довольно четкие научные знания. Выработаны 
достаточно убедительные научные представле-
ния о силах, действующих на земную кору. На 
основе данной информации разработана стати-
ческая модель напряженного состояния, по ко-
торой давление вещества мантии уравновеши-
вается массой плит земной коры. Однако на-
дежная модель движения плит земной коры, 
которое не является равномерным и сопровож-
дается разрушениями в очагах, вызывающими 
землетрясения, еще не разработана. 

Традиционно объяснение механизма воз-
никновения землетрясений основывается на 
представлениях о предельных состояниях на-
пряженных твердых тел, когда разрушение рас-
сматривается как следствие возникновения в 
теле предельных напряжений или деформаций. 
По таким понятиям «землетрясения – это явле-
ния, при которых земная кора и верхняя мантия 
постоянно подвергаются воздействию обшир-
ного поля сил. В ослабленных участках коры 
внезапно образуются трещины, при этом еди-
ным импульсом высвобождаются напряжения и 
деформации и возбуждаются сейсмические 
волны» [1]. Поле сил, действующих на земную 
кору, создается веществом мантии, поднимаю-
щимся из глубин Земли. За счет этих сил при 
достижении деформации предельных значений 
происходит скачкообразная подвижка плит (со-

гласно теории тектоники плит), что на поверх-
ности земли ощущается как землетрясение. 

Приведенное представление о механизме 
разрушения горных пород при землетрясении 
основывается на результатах кратковременных 
испытаний на сжатие, которые до настоящего 
времени остаются основой для построения тео-
рий прочности. В рамках данных сведений вы-
работаны такие понятия, как пределы прочно-
сти материалов и предельные деформации, при 
достижении которых материал разрушается. 
Применение таких подходов к разрушению эф-
фективно для строительной практики, где ста-
вится целью, чтобы проектируемое сооружение 
не достигло предельного состояния в процессе 
эксплуатации. И это в подавляющем большин-
стве случаев удается, так как имеются надеж-
ные методы статических расчетов, а также 
большой накопленный опыт эксперименталь-
ных исследований.  

Совершенно иная ситуация с прогнозом 
землетрясений, где требуется точно знать мо-
мент наступления предельного состояния. Тра-
диционные теории прочности не дали ответа на 
данный вопрос. Основным недостатком этих 
теорий является отсутствие обоснованного уче-
та в них такого важного фактора, как время. 
Исследования второй половины прошлого сто-
летия убедительно показали, что прочность ма-
териалов зависит от времени и скорости при-
ложения нагрузки [2]. Материал может разру-
шаться при любых напряжениях, и вводится 
такое понятие долговечности, как время до раз-
рушения тела при заданном напряжении.  

С позиций кинетической концепции проч-
ности эксперимент по моделированию земле-
трясения может выглядеть следующим обра-
зом. Образец горной породы подвергается 
сжатию по классической методике [1] напря-
жениями, меньшими предела прочности. Засе-
кается время до сдвига, при этом измеряются 
деформации между случайно выбранными 
точками. Данный эксперимент соответствует 
испытаниям на ползучесть. Именно такой экс-
перимент ставит природа с земной корой, а 
наши исследования связаны с измерениями 
деформаций между точками на земной по-
верхности или на некоторой глубине, объеди-
ненными в ту или иную систему. Для успеш-
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ного предсказания времени землетрясения не-
обходима теория, позволяющая описать изме-
нения данных деформаций до момента разру-
шения породы. Нами предлагается такая зави-
симость в следующем виде [3, 4]: 

0 0
0

/ln expUt
kT

− γσ δ εδ
= τ

ε
,            (1) 

где τ0 – период колебаний атома (принимаем 
10–13 с); δ – деформация, соответствующая раз-
рыву межатомной связи; ε – деформация; U0 – 
энергия активации процесса ползучести, при-
нимаемая равной энергии самодиффузии; γ – 
коэффициент с размерностью объема, приво-
дящий напряжения к энергии активации про-
цесса ползучести; σ0 – напряжения от нагрузки; 
k – постоянная Больцмана; Т – температура; t – 
время, необходимое на развитие соответст-
вующей деформации. 

На рис. 1 графически представлена такая 
зависимость, отражающая в соответствии с 
формулой (1) изменение деформаций во време-
ни в координатах ε′ – t′ от начала приложения 
нагрузки до разрушения. На рис. 1 показан еще 
один параметр δ, который рассматривается как 
предельная деформация межатомной связи, при 
которой она разрывается. 

 

 
Рис. 1. Изменение деформаций 
во времени при ползучести 

 
При описании деформаций, предшествую-

щих землетрясению, с помощью формулы (1) 
мы должны иметь в виду, что нам не известно 
начало процесса, вызвавшего это землетрясе-
ние, т. е. точка, деформацию которой мы изме-
ряем, уже получила до начала измерений ка-
кую-то деформацию ε′. На рис. 1 показана такая 
точка О с начальной деформацией ε′. Таким 
образом, для привязки формулы (1) к коорди-
натам реальных измерений ε – t мы должны 
ввести в нее еще один параметр ε′, представ-
ляющий собой деформацию, полученную ис-
следуемой точкой до начала измерений. С уче-
том данной деформации формула (1) преобра-
зуется к следующему виду: 

0 0
0

/expUt
kT

′− γσ δ ε
= τ ×  

( )
0ln exp ln .

kT
⎛ ⎞γσ δεδ δ

× −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ε + ε ε ε + ε ε⎝ ⎠
       (2) 

Для определения долговечности, согласно 
теории ползучести [3], необходимо рассчитать 
напряжения σ, соответствующие разрушению 
тела, из следующего уравнения: 

0

ln 1.
kT
γσ σ

=
σ

                      (3) 

Затем определим соответствующую де-
формацию ε = (σ0 δ / σ) – ε′, при подстановке 
которой в формулу (2) получим время до зем-
летрясения. 

Применим рассматриваемую теорию к 
описанию реальных деформаций поверхности 
Земли перед землетрясением. В качестве таких 
данных используем результаты измерений вер-
тикальных смещений нивелирных реперов 
вдоль побережья Японского моря до и после 
землетрясения Ниигата в 1964 г. при фиксиро-
ванной станции Касивадзаки. На рис. 2 показа-
на схема расположения нивелирного хода и 
данные по смещению некоторых реперов [3, 4].  

 
Рис. 2. Изменение вертикальных смещений 

нивелирных реперов до и после землетрясения 
Ниигата при фиксированной станции  

Касивадзаки [3, 4] 
 
Как видно из рис. 2, смещения реперов не 

носят одинаковый характер. Для выбора данных, 
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которые будем описывать нашей теорией, ос-
новываемся на эмпирической зависимости 
Дамбары [4] между магнитудой землетрясе-
ния и средним радиусом области земной по-
верхности, охваченной процессом деформи-
рования в предверии землетрясения. По дан-
ной зависимости для магнитуды 7,5 радиус 
проявления деформаций землетрясения со-
ставил 35 км (на рис. 2 соответствующая гра-
ница области деформаций отмечена двойной 
штриховой линией). Мы несколько расшири-
ли данный диапазон и для сравнительного 
анализа настоящей теории и формулы Дамба-
ры включили в исследования результаты из-
мерений по ближайшему к трем четвертому 
реперу. Значение температуры принималось с 
учетом глубины эпицентра землетрясения и 
правила повышения температуры на 20 К на 
каждый километр (в данном случае эта глуби-
на принята около 30 км).  

На рис. 3, а сплошной кривой отражена за-
висимость деформаций ползучести во времени, 
построенная по формуле (2) в соответствии  
с результатами измерений смещений указан-
ных выше четырех реперов. Для построения 
такой кривой применялись следующие значе-
ния входящих в формулу (2) параметров:  
U0  = 380 кДж/моль; γ = 0,08 кДж/(моль · МПа); 
σ0 = 90 МПа; δ = 51 см; ε′ = 15 см;  
RT = 7 кДж/моль.  

Используем еще одну возможность приме-
нения зависимости (2) для описания деформа-
ций земной поверхности перед землетрясением. 
В работе [4] приводятся данные по изменению 
высот семи реперов при землетрясении 1971 г. 
в Сан-Фернандо. Используя формулу Дамбары, 
дающую радиус около 10 км, мы отобрали ре-
зультаты измерений для ближайших к эпицен-
тру землетрясения трех реперов и подобрали 
параметры, позволившие наиболее близко опи-
сать эти данные с помощью формулы (2). При 
этом мы учитывали, что глубина эпицентра 
землетрясения составила 8 км, а магнитуда  
М = 6,4. На рис. 3, б соответствующими знач-
ками показаны данные за 10 лет по измерению 
высот реперов c, d и e, а также сплошная кри-
вая, построенная по зависимости (2) с исполь-
зованием следующих значений входящих в за-
висимость (2) параметров: U0  = 195 кДж/моль; 
γ = 0,083 кДж/(моль · МПа); σ0 = 100 МПа;  
δ = 70 см; ε′ = 30 см; RT = 3,6 кДж/моль. 

 

 
Рис. 3. Зависимости изменения  

вертикальных смещений поверхности земли  
во времени при землетрясениях: 
а – в Ниигата; б – Сан-Фернандо 

 
Заключение. Приведенные примеры при-

менения кинетической теории подтверждают, 
что она достаточно близко отражает развитие 
физико-механических процессов, происходя-
щих в напряженных телах, в том числе и в зем-
ной коре, и может служить основой для разра-
ботки методики предсказания землетрясений. 
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УДК 539.197 

В. В. Чаевский, ст. преподаватель; В. Б. Дроздович, доцент; В. В. Углов, профессор (БГУ) 

ВЛИЯНИЕ КОМПРЕССИОННЫХ ПЛАЗМЕННЫХ ПОТОКОВ   
НА ФАЗОВЫЙ СОСТАВ И ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ  

Мо-ПОКРЫТИЙ НА Ni-ОСНОВЕ  

The Mo-coatings were formed by the method of condensation from a plasma phase in a vacuum with 
ion bombardment of Ni-urfaces. The investigations of the changes of element, phase composition coatings, 
the surface morphology as well as electrochemical behavior in alkaline solution after treatment by com-
pression plasma flows were studied. Mo-coatings contain separate obtained cubic α – Мо phase and 
fragmentary solid solution Мо in Ni. Such coatings exclude hydrogenation of Ni foundation in alkaline 
solution and possess enlarged electrocatalytic properties while emitting hydrogen and oxidgen. 

Введение. В настоящее время продолжают-
ся интенсивные поиски путей повышения во-
дород-углеродного отношения при аккумули-
ровании водорода до практически приемлемого 
уровня с целью применения в топливных эле-
ментах для транспортных средств или большой 
и малой стационарной энергетики. Сплав Ni – 
Mо используется как самостоятельное высоко-
эффективное каталитическое покрытие в каче-
стве электрода-катализатора, а также в роли 
подслоя для многослойных катализаторов, как 
составная часть ренеевских сплавов Ni – Al –
Mo, Ni – Mo – Ti – Al, Ni – Mo – Zn и др. [1]. 
Особое внимание в этом направлении уделяет-
ся композитам на их основе, которые в свою 
очередь могут быть применены как электрод-
ные материалы прежде всего для обратимой 
водородной реакции.  

В последнее время среди методов обработ-
ки поверхности различных материалов широко 
изучаются и начинают использоваться спосо-
бы, основанные на высокоэнергетических тех-
нологиях, и методы, комбинирующие различ-
ные технологии. В результате чего значитель-
но возрастают физико-механические, антикор-
розионные и другие свойства обрабатываемых 
материалов, что позволяет существенно расши-
рить их области применения [2]. Анализ совре-
менного состояния исследований в области по-
верхностной обработки материалов показывает 
широкие возможности лазерной обработки, ос-
нованной на способности лазерного излучения 
создавать на малом участке поверхности высо-
кие плотности теплового потока, необходимые 
для интенсивного нагрева или расплавления 
практически любого материала, что приводит 
к изменению механических свойств поверхно-
сти [3]. Тем не менее, в сравнении с лазерной 
обработкой, плазменная модификация поверх-
ности имеет ряд преимуществ, заключающихся 
в большей величине обрабатываемой площади, 
возможности ионной имплантации плазмообра-
зующего вещества и сравнительно малом вре-
мени воздействия. 

Целью данной работы было исследование  
состава и электрохимических свойств поверх-

ности никеля, обработанной молибденом, с по-
мощью комбинирования нескольких ионно-
плазменных методов. 

Экспериментальная часть. Мо-покрытия 
осаждались на никелевую фольгу методом кон-
денсации с ионной бомбардировкой (КИБ) на 
установке типа «Булат» в два этапа [4]. Прово-
дилась предварительная обработка ионами мо-
либдена в вакууме (10–3  Па) при отрицательном 
потенциале подложки –1 кВ. Покрытия нано-
сились при опорном напряжении Uоп = 120 В, 
при токе горения дуги катода 180 А, в атмосфе-
ре азота при давлении 10–1 Па. Температура при 
осаждении соответствовала 400–450°C. Толщи-
на покрытий составляла 2–3 мкм. 

Компрессионные плазменные потоки полу-
чали с помощью магнитоплазменного компрес-
сора (МПК) компактной геометрии, в котором 
ускорение плазмы в аксиально-симметричной 
системе двух электродов сопровождается ее 
сжатием за счет взаимодействия продольной 
составляющей тока с собственным азимуталь-
ным магнитным полем [5]. МПК, плазмообра-
зующим веществом которого являлся азот, ра-
ботал в режиме «остаточного газа» при давле-
нии в диапазоне 100–500 Па. Длительность раз-
ряда составляла 100 мкс. Количество разрядов 
изменяли от 1 до 5. Скорость плазмы компрес-
сионного потока составляла (4–7) · 106 см/с. 
Температура плазмы находилась в пределах 
104–105 К [6].   

Морфология сформированных покрытий и 
элементный состав полученных соединений оп-
ределялись методами рентгеноспектрального 
микроанализа (РСМА) и растровой электронной 
микроскопии (РЭМ) с помощью сканирующего 
электронного микроскопа LEO-1455VP. Фазо-
вый состав полученных покрытий исследовался 
методом рентгеноструктурного анализа (РСА) 
посредством дифрактометра ДРОН-4.0.  

Электрокаталитические свойства получен-
ных образцов изучались вольтамперомметри-
чески с линейной разверткой потенциала в 1 М 
KOH среде при температуре t = 20°C. 

Результаты и их обсуждение. Полученные 
результаты РЭМ-исследований поверхности  
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образцов (рис. 1) подтверждают данные, что 
при воздействии компрессионных плазменных 
потоков (КПП) на образцы осуществляется на-
грев поверхностных слоев, плавление покрытия 
и части подложки, а затем жидкофазное пере-
мешивание обоих компонентов. 

 

 
Рис. 1. РЭМ-изображение 

поверхности образца Ni (фольга) / Mo – КИБ 
после обработки КПП 

 
Рентгеноструктурный анализ показывает, что 

при КИБ-осаждении молибдена на Ni-фольгу об-
разуется отдельная фаза α – Мо с объемно цен-
трированной кубической (ОЦК) структурой, не 
взаимодействующая с основой (рис. 2). 
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Рис. 2. Рентгенограмма Ni-фольги 

с Мо-покрытием 
 

При КПП-обработке Мо-покрытия форми-
руются отдельные фазы молибдена и никеля 
(рис. 3).  
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Рис. 3. Рентгенограмма образца  

Ni (фольга) / Mo – КИБ после обработки КПП 

При этом увеличение мощности КПП при-
водит к уменьшению фазы α – Мо в поверхно-
стном слое Ni-основы, о чем свидетельствует 
снижение интенсивности пика фазы молибдена 
на рентгенограммах. Уменьшение концентра-
ции металлической составляющей в КИБ-
покрытиях при обработке КПП объясняется 
увеличением поглощенной энергии и глубины 
легирования металла [7]. 

При определенном режиме обработки КПП 
образуется твердый раствор внедрения молиб-
дена в никель Ni(Mo, N) со значительным пре-
обладанием Ni-компонентов, что подтвержда-
ется данными рентгеноструктурного анализа  
(рис. 4), показывающими смещение положения 
дифракционных максимумов в область боль-
ших дифракционных углов, и рентгеноспек-
трального микроанализа (таблица). 
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Рис. 4. Рентгенограмма Ni-фольги 

с Мо-покрытием после обработки КПП 
(количество импульсов n = 1) 

Таблица 
Результаты микроанализа  

образца Ni (фольга) / Mo – КИБ 
после обработки КПП 

Элемент Концентрация,  
ат. % 

Погрешность, 
ат. % 

Ni 92,60 ±9,63 
Мо 4,71 ±0,62 
Примеси 2,48 ±0,82 

Полученные циклические вольтампером-
метрические (ЦВА) кривые (рис. 5) образцов Ni 
(фольга) / Mo – КИБ после обработки КПП де-
монстрируют значительное подобие с ЦВА-
кривыми для эталонного никеля, тем самым 
подтверждая доминирование Ni-компонентов в 
поверхностном слое практически для всех об-
разцов. Вольтамперомметрические исследова-
ния, проведенные в 1 М KОН среде для образ-
цов после обработки КПП, показали, что при 
потенциале –0,2 В происходит незначительное 
растворение молибдена только при первом 
цикле линейной развертки потенциала (рис. 5). 
При дальнейшем циклировании развертки по-
тенциала в щелочном электролите исследуемые 
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покрытия проявляют высокую электрокатали-
тическую активность при выделении кислорода 
и водорода. 

 
Рис. 5. Потенциодинамические iE-кривые 

образца Ni (фольга) / Mo – КИБ  
после обработки КПП 

 
Необходимо отметить, что Мо – КИБ-по-

крытия, нанесенные на никель, показывают бо-
лее стабильные электрокаталитические свойст-
ва при выделении водорода и кислорода только 
после нескольких циклов поляризации в облас-
ти потенциалов от –1,2 до +0,9 В (рис. 5). 

Заключение. Суммируя результаты прове-
денных исследований состава и свойств Мо-по-
крытий, нанесенных методом КИБ с последую-
щей обработкой компрессионными плазменными 
потоками на никелевую фольгу, показали, что 
такие покрытия образуют отдельную конденси-
рованную фазу α – Мо с ОЦК-структурой. При 
обработке КПП с плотностью мощности импуль-
сов 1,3–4,0 · 105 Вт/см2 и их количестве от 1 до 5 
на никелевой основе образуется фрагментарно 
твердый раствор внедрения молибдена со значи-
тельным преобладанием Ni-компонентов.  

Следует отметить, что полученные ионно-
плазменные молибденовые покрытия после 
электрохимической поляризации в области по-
тенциалов от –1,3 до +0,9 В в щелочном элек-
тролите исключают процессы наводороживания 
никелевой основы. Эти результаты пред-
ставляют повышенный интерес ввиду того, что 
актуальной задачей в промышленности является 
снижение наводороживания стальных и других 
 

конструкционных материалов, приводящее к их 
охрупчиванию с последующей ускоренной 
коррозией и потере прочностных свойств. 
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УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев, доцент; А. В. Касперович, доцент 

ЭЛЕМЕНТНЫЙ СОСТАВ, СТРУКТУРА И ФРИКЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПОВЕРХНОСТИ РЕЗИНЫ, МОДИФИЦИРОВАННОЙ ИОННО-АССИСТИРУЕМЫМ 

ОСАЖДЕНИЕМ ПОКРЫТИЙ НА ОСНОВЕ Мo, W 
Surface layer and the interface formed by self-ion assisted deposition (SIAD) of metal W-, Mo-

based coatings on cured synthetic rubber. The SIAD modified surfaces were examined using RBS in 
conjunction with RUMP code simulation and X-ray photoelectron spectroscopy with the aim of better 
understanding the factors which influence on friction. In this study it was shown that the element W-, 
Mo-based coatings produced by means of SIAD have a complicate composition. Thin films deposited 
on rubber consist of W or Mo, C, O, H, S and Zn. The last one appears in the coatings due to outdiffu-
sion of sulphur from rubber. Friction tests on Me ion-assisted deposited layers on rubber showed a sub-
stantial reduction of wear resistance. The improvement of the tribological behavior between the active 
sites on the counterface may reduce the friction characteristics up to more than factor two, but depends 
on the deposited species and is sensitive to the regime of the film deposition. The observed results are 
attributed to a decrease of the real contact area between the modified rubber and the steel shaft or pin 
due to the "wavy" structure of the coating surface. 

Введение. В последнее время получили раз-
витие методы ионно-плазменного нанесения 
упрочняющих, защитных, декоративных, прово-
дящих, изолирующих и других покрытий на ма-
териалы и изделия. Актуальной проблемой явля-
ется создание защитных покрытий на эластомере 
с целью увеличения износостойкости поверхно-
сти, снижения коэффициента трения, повышения 
стойкости к воздействию агрессивных сред, из-
менения смачиваемости поверхности. В данной 
работе изучался элементный состав, структура и 
износостойкость металлосодержащих покрытий, 
сформированных на резине марки 7-ИПР-1068. 

Основная часть. Для осаждения покрытий 
на резину использовался метод ионно-
ассистируемого осаждения металлосодержа-
щих покрытий [1]. На резину осаждались по-
крытия на основе Mo и W. Плотность ионного 
тока при осаждении составляла ∼4–5 мкА/см2, 
интегральный поток ассистирующих ионов – 
2 ⋅ 1016 см–2, ускоряющая разность потенциалов – 
10 кВ. Осаждение происходило при вакууме в 
мишенной камере (~10 –2 Па). 

Элементный состав и распределение элемен-
тов по глубине в модифицированных структурах 
исследовались с помощью метода резерфордов-
ского обратного рассеяния (РОР) ионов гелия. На 
рис. 1 представлены спектры РОР ионов гелия, 
полученных от резины до и после ионно-асси-
стируемого осаждения покрытий на основе Mo. 
Соответствующие сигналы на спектре свиде-
тельствуют о том, что осажденные покрытия 
содержат атомы молибдена, атомы технологиче-
ских примесей – С и О. Источником С и О явля-
ется летучая фракция вакуумного масла паромас-
ляного насоса [2]. Для покрытий на основе W 
были получены аналогичные результаты. 

Концентрационные профили распределения 
элементов по глубине строились на основе мо-
делирования спектров РОР с использованием 
компьютерной программы RUMP [3]. 
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Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия  
от резины до (1) и после (2)  

осаждения покрытий на основе Mo 
 
На рис. 2 показаны концентрационные про-

фили распределения компонентов по глубине в 
покрытии, сформировавшемся на резине при 
осаждении W. Моделирование спектров РОР 
показало, что в состав покрытий входят атомы 
из подложки (резины) – H, C, N, S, Zn; атомы 
осажденного покрытия – W (Mo); а также ато-
мы технологических примесей – C и O. 
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Анализ химических связей проводился на ос-
новании метода рентгеновской фотоэлектрон-
ной спектроскопии (РФЭС) на электронном 
спектрометре Leybold WG с использованием 
МgKα-излучения. Послойный анализ образцов 
выполнялся с помощью травления ионами Аr+.  
В качестве маркера для определения точного 
значения энергетической линии на спектре при-
менялся сигнал Аu4f. Для анализа химических 
связей с участием атомов-компонентов сформи-
рованных покрытий была осуществлена обра-
ботка фотоэлектронных спектров по участкам, 
соответствующим определенной спектральной 
линии. Проводились вычитание фона и после-
дующее разложение спектральной линии на со-
ставляющие с помощью функций Гаусса. Обра-
ботаны спектральные линии фотоэлектронов, 
эмитировавших из соответствующих электрон-
ных состояний атомов С1s1/2, О1s1/2, W4f7/2. 

На рис. 3 представлен фотоэлектронный 
спектр, снятый с глубины 10 нм покрытия. Ре-
зультаты обработки спектров РФЭС от струк-
тур W – резина свидетельствуют о том, что по 
основным компонентам элементный состав, 
идентифицируемый этим методом, качествен-
но согласуется с данными, полученными в не-
зависимых опытах с использованием метода 
РОР ионов гелия. 
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Рис. 3. Спектр РФЭС от резины  
после ионно-ассистируемого осаждения  

покрытия на основе W 
 
На рис. 4 показан спектр С1s фотоэлектро-

нов, снятый с поверхности покрытия. Спектр 
С1s может быть разложен на две составляющие. 
Максимумы составляющих спектральных ли-
ний расположены соответственно в интервалах 
энергий связи: 282,9−283,6 и 283,9−284,0 эВ. 
Первая из них относится к графитоподобному 
углероду, вторая – к карбиду вольфрама WC [4]. 
Графитоподобный углерод в анализируемом 
слое составляет ∼35%, остальное количество 
углерода в покрытии приходится на WC. Нали-
чие этих составляющих характерно и для спек-
тров, полученных при анализе более глубоких 
слоев покрытия. 

На рис. 5 представлен спектр О1s фотоэлек-
тронов, снятый на поверхности покрытия. 
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Рис. 4. РФЭС линии С1s, полученной  

с поверхности резины, модифицированной  
ионно-ассистируемым осаждением W 

 
Спектр О1s на поверхности образца может 

быть разложен на две составляющие с энергия-
ми связи: 529,8–530,2 и 533,0−533,3 эВ. Первая 
из них может относиться к оксидам вольфрама 
WO2 и WO3, вторая – к гидроксиду вольфрама 
WOОН [4]. На оксиды вольфрама на поверхно-
сти приходится ∼45% атомов кислорода. 
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Рис. 5. РФЭС линии О1s, полученной  
с поверхности эластомера, модифицированного 

ионно-ассистируемым осаждением W 
 
На рис. 6 показан фотоэлектронный спектр 

W4f, снятый на глубине 10 нм того же покры-
тия, сформированного на эластомере. Спектр 
W4f может быть разложен на три составляю-
щие: 30,6–30,7, 35,5 и 36,1 эВ. Первая состав-
ляющая относится к металлическому вольфра-
му, вторая – к оксиду вольфрама WO2, третья –  
к оксиду вольфрама WO3 [4]. Наличие этих со-
ставляющих характерно и для спектров, полу-
ченных при анализе других слоев покрытия.  
С увеличением глубины происходит суммарное 
изменение интенсивности сигнала, которая оп-
ределяется концентрацией вольфрама в анализи-
руемом слое, и интенсивностей отдельных со-
ставляющих. Причем на поверхности ∼45% ато-
мов вольфрама находится в металлическом со-
стоянии, и с возрастанием глубины его содержа-
ние в этом состоянии несколько увеличивается. 

Фрикционные характеристики поверхности 
модифицированной резины определялись на 
трибометре ТАУ-3М. 
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Рис. 6. РФЭС линии W4f, полученной на глубине  

10 нм покрытия на эластомере, модифицированного  
ионно-ассистируемым осаждением W 

 
Для этого деструктивным методом изуча-

лись процессы разрушения исходной и моди-
фицированной резины в результате сухого тре-
ния с ней стального штока при возвратно-
поступательном движении. Результаты испыта-
ний приведены на рис. 7. 
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Рис. 7. Зависимость силы трения на поверхности 
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и вольфрамовым покрытиями (3) от числа 
возвратно-поступательных циклов 

 
Сухое скольжение стержня по необработан-

ной поверхности вызывает постоянное увели-
чение силы трения от 8,9 до 16,5 отн. ед. после 
900 циклов (рис. 7, кривая 1) до момента раз-
рушения резины. Подобное поведение резины с 
молибденовым покрытием наблюдается только 
на первой стадии скольжения, когда сила тре-
ния повышалась от 6,8 до 11,0 отн. ед. после  
50 возвратно-поступательных циклов (рис. 7, 
кривая 2), но затем она остается постоянной до 
300 циклов и медленно начинает снижаться до 
9 отн. ед., что составляет величину 0,5 относи-
тельно исходной резины после 1000 циклов ис-
пытаний. Сила трения резины с осажденным 
покрытием на основе вольфрама при переме-
щении по ней стального стержня медленно 
уменьшается до 0,9 от начального значения  
6 отн. ед. после 40–50 циклов скольжения 
(рис. 7, кривая 3), а затем этот параметр начи-
нает медленно и постоянно увеличиваться до  
9 отн. ед. после 1000 испытательных циклов. 

Сила трения для резины с молибденовым и 
вольфрамовым покрытиями после 1500 циклов 
перемещения стержня сходна и достигает 0,55 
от силы трения необработанной резины при 
таких же условиях испытания. Это показывает 
снижение износа резины даже после разруше-
ния осажденного на нее покрытия. 

При элементном анализе сформированных 
покрытий на резине было установлено, что при-
поверхностные слои полученных структур со-
держат 10–20 ат. % углерода и 20–30 ат. % кис-
лорода, а также ~20–50 ат. % водорода. Поэто-
му покрытие, осажденное методом ионно-
ассистируемого осаждения, можно рассматри-
вать как пленку – аналог твердой смазки [5]. 

Заключение. Исследования поверхностных 
структур, полученных ионно-ассистируемым 
осаждением покрытий на основе Mo и W на 
резину марки 7-ИПР-1068, показали, что на по-
верхности образцов формируются покрытия, 
содержащие атомы осажденного покрытия (Mo, 
W), атомы технологических примесей (C, O), 
атомы из подложки (H, C, N, S, Zn). При этом 
установлено, что создаваемые покрытия содер-
жат металлический W (Mo), углерод в виде гра-
фита, соединения углерода и водорода, а также 
карбиды и оксиды осаждаемых металлов. 

Обнаружено, что поверхность резины с по-
крытиями на основе Mo и W обладает повышен-
ной износостойкостью по сравнению с поверх-
ностью исходной резины. Сила трения на по-
верхности модифицированной резины достигает 
0,50–0,55 от силы трения на поверхности необ-
работанной резины. Причиной повышенной из-
носостойкости является формирование ионно-
ассистируемым осаждением на поверхности ре-
зины покрытий – аналогов твердой смазки. 
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ОСОБЕННОСТИ ПОЛЯРИЗАЦИИ ИЗЛУЧЕНИЯ ЖИДКОСТНЫХ ЛАЗЕРОВ 
The paper shows the effect of the solution viscosity and temperature on the value of polarization of 

stimulation radiation. We have examined the effect of excitation light intensity and E-vector orientation 
on polarization of radiation. With reduction of the temperature and increase in solution viscosity, the de-
gree of polarization of radiation increases and tends to the limiting value. The limiting value of the de-
gree of polarization of induced radiation equals one. Increase in the excitation light intensity leads to de-
crease in the excited-state lifetime of the molecules and increase in the degree of polarization of radia-
tion. The value of the degree of polarization of radiation also depends on the E-vector orientation of the 
excitation light. The maximum value occurs in case of the orthogonal orientation to the axis of the reso-
nator. It is shown that in cavities of different qualities the polarization of forced radiation of phtalamide 
solutions is mainly by the solvent viscosity and excitation power.     

Введение. Механизм генерации излучения 
растворов органических соединений описывает-
ся на основе рассмотрения двух уширенных 
электронно-колебательных уровней. При этом 
лазерное излучение обусловлено переходами 
электронов с нижних колебательных подуров-
ней возбужденного состояния на верхние коле-
бательные подуровни основного состояния. Ус-
ловия возникновения лазерного излучения раз-
личных систем определяются тремя факторами: 
оптическими свойствами активной среды, резо-
натором и накачкой активной среды. Естествен-
но, что основные свойства вынужденного излу-
чения (энергетические, спектральные и вектор-
ные) характеризуются этими факторами [1]. 

В ранних работах [2, 3] по исследованию 
излучения лазеров на растворах сложных со-
единений было установлено, что при возбуж-
дении плоско поляризованным светом рубино-
вого оптического квантового генератора (ОКГ) 
степень поляризации близка к предельному 
значению. Проведенные впоследствии исследо-
вания данного вопроса носят разрозненный ха-
рактер, так как в них использовались активные 
среды из различных классов молекул, а экспе-
римент проводился при различных условиях. 

Настоящая работа посвящена систематиче-
скому исследованию поляризации лазерного 
излучения растворов сложных соединений из 

класса фталимидов в зависимости от состояния 
активной среды и поляризации возбуждающего 
излучения. 

Основная часть. Для исследования степе-
ни поляризации лазеров на растворах красите-
лей применялся поперечный вариант, принци-
пиальная схема которого приведена на рис. 1. 
Возбуждение растворов осуществлялось излу-
чением второй гармоники (λ = 347 нм) рубино-
вого лазера с модулированной добротностью 
или импульсами второй гармоники (λ = 532 нм) 
лазера на алюминий-иттриевом гранате, акти-
вированный ионами неодима (АИГ: Nd+3), ра-
ботающего с частотой от 1 до 100 Гц. Длина 
волны возбуждения для конкретных соедине-
ний выбиралась такой, чтобы она попадала в 
длинноволновую область поглощения раствора 
красителя. В этом случае осцилляторы погло-
щения и излучения параллельны между собой и 
степень поляризации излучения принимает 
максимальное положительное значение. Пово-
рот плоскости поляризации излучения накачки 
проводился при помощи пластинки λ / 2, а  
ослабление возбуждения осуществлялось ней-
тральными светофильтрами. Разделение иссле-
дуемого излучения на компоненты выполня-
лось при помощи призмы Волластона, а изме-
рение интенсивности этих компонент проводи-
лось фотоэлектрическим способом. 
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Рис. 1. Поперечный вариант накачки лазера на красителе с выбранной системой координат: 
1 – зеркала, 2 − кювета с раствором красителя
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При возбуждении изотропного раствора 
плоско поляризованным излучением распре-
деление в пространстве возбужденных моле-
кул, моделируемых линейными осциллятора-
ми, является анизотропным. Состояние анизо-
тропии распределения возбужденных молекул 
к моменту излучения генерации определяет 
степень поляризации лазерного излучения. 
Для изучения этого положения в работе про-
ведено систематическое исследование степени 
поляризации лазерного излучения растворов 
фталимидов различной вязкости η в широком 
температурном интервале Т. Вязкость и тем-
пература раствора влияют на интенсивность 
вращательной диффузии активных молекул, 
что в свою очередь определяет состояние ани-
зотропии возбужденных молекул, а значит, 
величину степени поляризации излучения. Со-
вместное влияние вязкости и температуры 
удобно характеризовать деполяризующим 
фактором Т / η. Влияние этого фактора на сте-
пень поляризации излучения удобно представ-
лять в виде 1 / P = f(T / η).  

На рис. 2 приведена данная зависимость для 
двух растворов исследуемых соединений. 
Представленная зависимость носит линейный 
характер, что позволяет непосредственно оце-
нить время возбужденного состояния активных 
молекул, а также определить предельное значе-
ние степени поляризации излучения для жест-
ких растворов при генерации излучения.  

 
 
Рассчитанные численные значения τг для 

растворов фталимидов лежат в интервале 
(1,5–3,0) · 10−9с (что на порядок ниже времени 

возбужденного состояния при спонтанном из-
лучении), а предельное значение Р0 = 1. 

Таким образом, анализ полученных резуль-
татов показывает, что поляризация излучения 
генерации растворов сложных соединений, 
имея ряд специфических особенностей, во мно-
гом коррелирует с поляризацией флуоресцен-
ции и в значительной степени определяется ин-
тенсивностью броуновского вращательного 
движения активных молекул. 

Степень поляризации вынужденного излу-
чения растворов сложных соединений зависит 
от времени жизни возбужденного состояния 
активных молекул. С другой стороны, при вы-
нужденном излучении время возбужденного 
состояния определяется развиваемой в резона-
торе плотностью мощности излучения. Поэто-
му τг уменьшается с повышением интенсивно-
сти накачки, что должно приводить к увеличе-
нию степени поляризации излучения. В литера-
туре даются единичные и не систематизиро-
ванные сообщения об исследовании данного 
вопроса. Кроме того, имеющиеся результаты в 
некоторой мере противоречивы и объясняются 
неоднозначно. 

Нами проведено систематическое исследо-
вание влияния плотности мощности возбуж-
дающего света на поляризацию вынужденного 
излучения растворов фталимидов. На рис. 3 
представлены типичные результаты исследуе-
мой зависимости. 

Для глицеринового раствора при Т = 293 К 
(рис. 3, кривая 1) вынужденное излучение 
практически полностью поляризовано и не за-
висит от плотности мощности возбуждения. 
Этот факт связан с тем, что при большой вязко-
сти раствора изменение времени возбужденно-
го состояния активных молекул не оказывает 
влияния на состояние анизотропии распределе-
ния их и степень поляризации излучения не 
изменяется.  

В изобутиловом спирте, вязкость которого 
на два порядка меньше глицеринового раство-
ра, степень поляризации излучения (рис. 3, 
кривая 3) при пороговых уровнях накачки со-
ставляет 0,15. Превышение интенсивности на-
качки в 33 раза приводит к увеличению степени 
поляризации до величины 0,35. Кривая 2 (рис. 3) 
иллюстрирует зависимость Р от интенсивности 
возбуждения глицеринового раствора при тем-
пературе 358 К, когда вращательное движение 
активных молекул становится достаточно ин-
тенсивным. 

В заключение проанализируем закономер-
ности поляризации вынужденного излучения 
растворов красителей в зависимости от ориен-
тации вектора электрического поля Е световой 
волны возбуждающего излучения. Отметим, 
что если отсутствуют другие анизотропные 
элементы, то при интенсивном возбуждении 
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Рис. 2. Зависимость 1 / Р = f (T / η) 
для 3,6-диамино-N-метилфталимида (1) 

и 3-амино-N-метилфталимида (2) в глицерине 
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раствор можно рассматривать в оптическом 
отношении как одноосный кристалл [4]. В этом 
случае излучение представляет собой сумму 
двух независимых мод, линейно поляризован-
ных по осям Z и Y. При этом коэффициенты 
усиления связаны соотношением kz = 3ky при 
α = 0° и kz = ky при α = 90°. Величина степени 
поляризации излучения при этом определяется 
углом α и кратностью превышения накачки М 
над пороговым значением. 

 

 
 

На рис. 4 приведены результаты зависимо-
сти Р = f(α) для 3,6-тетраметилфталимида в 
глицерине и изобутаноле. Полученные данные 
показывают, что для вязких растворов степень 
поляризации определяется только анизотропи-
ей распределения возбужденных молекул в 
рассматриваемой системе координат. Для ма-
ловязких растворов изучаемая величина харак-
теризуется двумя факторами: анизотропией 
распределения и вращательной диффузией воз-
бужденных молекул. В пределе при α = 90° сте-
пень поляризации генерируемого излучения 
стремится к нулю. 

 
 

Заключение. Анализ полученных экспери-
ментальных результатов показывает, что сте-
пень поляризации лазерного излучения раство-
ров сложных молекул хорошо описывается ос-
цилляторной моделью этих соединений. Значе-
ние степени поляризации определяется анизо-
тропией распределения возбужденных молекул 
к моменту излучения. Полученные данные мо-
гут быть использованы для управления величи-
ной степени поляризации лазерного излучения. 
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Рис. 4. Зависимость P = f (α)  
для раствора 3,6-тетраметилфталимида  

в циклогексаноле (1, 1′) и изобутаноле (2, 2′): 
1, 2 – накачка в пороге генерации; 1′, 2′ − М = 10 
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Рис. 3. Зависимость P = f (U)  
для 4-амино-N-метилфталимида в глицерине (1) 

и 3-амино-N-метилфталимида в глицерине 
и изобутаноле (2, 3) при Т = 293 К (1, 3) 

и Т = 358 К (2) 
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ХОЛЛОВСКИЕ СВЧ-ИЗМЕРЕНИЯ В КРЕМНИИ ПРИ КОМНАТНОЙ ТЕМПЕРАТУРЕ 
When a plane polarized electromagnetic wave passes through a semiconductor and a static magnetic 

field is applied along the direction of propagation, there occurs a rotation of the plane of polarization. 
This effect has been analyzed and it was shown that at weak magnetic fields (assuming the relaxation 
time to be energy independent) the angle of rotation of the plane of polarization can be explained by ad-
ditional imposed Hall field and can be expressed to a first order of approximation by proportional rela-
tionship between angle of rotation and magnetic field. The formula obtained can be used at room tem-
peratures and was verified experimentally using n-Si crystal. The mobility deduced from the slope of 
measured dependence was found to be in good agreement with that measured by usual Hall dc technique.

Введение. Для исследования полупровод-
никовых материалов широко применяются им-
педансные и резонансные методы СВЧ-диапа-
зона [1, 2]. Способ зондирования образцов 
СВЧ-излучением, основанный на измерении 
угла поворота плоскости поляризации в маг-
нитном поле, приложенном вдоль направления 
распространения зондирующей волны (эффект 
Фарадея), обеспечивает бесконтактное опреде-
ление подвижности свободных носителей заря-
да. Эффект Фарадея в микроволновом диапазоне 
впервые наблюдался в металлах, полупроводни-
ковых и ферромагнитных материалах [3, 4]. 
Продольное магнитное поле приводит к появ-
лению в проводящей среде поперечного хол-
ловского поля, поэтому одним из механизмов 
поворота плоскости поляризации является эф-
фект Холла, а угол поворота зависит от холлов-
ских параметров зондируемого образца. Ис-
пользование данного метода наиболее целесо-
образно для материалов с низкой проводимо-
стью σ ~ 1 Ом–1 · м–1, так как глубина проник-
новения зондирующего излучения δ ~ (μ0ωσ)–1/2 
на частоте ω ~ 1010 Гц составляет несколько 
миллиметров и угол поворота плоскости поля-
ризации можно измерять в сравнительно сла-
бом магнитном поле. При интерпретации ре-
зультатов холловских СВЧ-измерений прихо-
дится учитывать время релаксации τ носителей 
заряда, вследствие чего измерения проводятся 
при низких температурах, при которых τ мало 
по сравнению с частотой сигнала. 

В данной работе получена и эксперимен-
тально проверена упрощенная формула для уг-
ла поворота плоскости поляризации, найдены 
условия, при которых подвижность носителей 
можно оценить из измерений при комнатной 
температуре, без необходимости использования 
данных о времени релаксации и эффективной 
массе носителей заряда. 

Основная часть. Поворот плоскости поля-
ризации можно проанализировать на основе 
приближения сферических энергетических по-
верхностей с использованием модели Друде –
Зенера [5]. Рассмотрим распространение плоской 
электромагнитной волны в среде с диэлектриче-
ской проницаемостью ε, концентрацией свобод-

ных носителей заряда n, обладающих эффектив-
ной массой m. Постоянное магнитное поле B  
приложено в направлении распространения. 
Уравнение движения носителей заряда имеет вид 

e( ),
τ

d mm E B
dt
υ
+ υ = + υ×              (1) 

где υ  – скорость дрейфа носителей заряда; τ – 
время релаксации; e – абсолютное значение за-
ряда электрона. 

Если движение носителей заряда происхо-
дит в плоскости xy (постоянное магнитное поле 
направлено по оси z), то уравнение (1) можно 
представить в следующем виде: 

e e ,d mm E i B
dt
±

± ±
υ

+ υ =
τ

∓               (2) 

где ,  x y x yi E E iE± ±υ = υ ± υ = ±  − скорости но-
сителей под действием поля волны с напря-
женностью электрического поля E±, знаки «+» и 
«−» относятся к волнам с правой и левой кру-
говой поляризацией соответственно; xυ  и yυ , 
Ex и Ey – проекции скорости носителей и на-
пряженности поля на оси x и y соответственно. 

Если пренебречь зависимостью τ от энергии 
носителей, то с учетом решения уравнения (2) 
для синусоидального электрического поля мож-
но получить выражение для плотности тока, 
включающей в себя ток проводимости и ток 
смещения: 
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 / e
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m m B
±

τ
+

τ + ω±
            (3) 

где ε0 – диэлектрическая постоянная; εст – ди-
электрическая проницаемость в постоянном 
электрическом поле; ω – циклическая частота 
зондирующего излучения. 

Из (3) следует, что значениям E+ и E– соот-
ветствуют значения диэлектрической прони-
цаемости и проводимости: 
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σ /ω ωτ ± μ1
ε = ε −

ε 1+ ωτ ± μ
σ
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1+ ωτ ± μ

        (4) 

где σ0 = ne2τ / m – проводимость на постоянном 
токе; μ = eτ / m – подвижность носителей заряда. 

Угол поворота θ плоскости колебаний век-
тора E  после прохождения образца толщиной l 
можно найти из соотношения 

( )1 ,
2

l− +θ = α − α                       (5) 

где ±α  – вещественная часть постоянной распро-
странения k-й плоской электромагнитной волны в 
объеме проводящей немагнитной среды, которая 
выражается известными формулами [6]: 

( )2
0 ,k i i± ± ± ± ±= μ ε ω − σ ω = α + β            (6) 

( )
1 21 2

1/2
0 0

1 1 1 .
2

//
0

± ±
0 ±

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞σ⎢ ⎥⎢ ⎥α = ω ε μ ε + +⎜ ⎟ε ε ω⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
(7) 

Используя формулы (4)–(6), можно полу-
чить выражение для угла θ в приближении сла-
бых магнитных полей и малых значений пара-
метров ωτ и μB (ωτ << 1, μB << 1): 

( )0 0

0 ст

,Bl F s
1/2

⎛ ⎞μ σ μ1
θ = ⎜ ⎟ε2 2 ε⎝ ⎠

              (8) 

где F(s) – функция от параметра s = σ0 / ωεε0, 
которая графически представлена на рис. 1. 

На частотах ω > 1010 Гц для большинства 
полупроводников значение s >> 1. Расчеты по-
казывают, что при s > 1 значение функции F(s) 
близко к 1. Поэтому формула (8) примет вид 

ст

132,78 .Bl0σ μ
θ =

ε
                       (9) 

Выражение для постоянной k, совпадающее 
с (6), также можно получить из решения урав-
нений Максвелла, записанных с учетом хол-
ловского поля :HE  

,HE RB j B E= × = μ ×  

0( ) μ ,H
HE E
t

∂
∇× + = −

∂
              (10) 

0 0
( ) .HE EH E

t
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Если постоянное магнитное поле B прило-
жено вдоль направления распространения пло-
ской волны, то выражение для k имеет вид 

2
2 0 0

0 2
[1 ( ) ]

.
1 ( )
B B i

k
B

2
0

±

⎡ ⎤ω εε + μ ±ωσ μ − ωσ
= μ ⎢ ⎥

+ μ⎣ ⎦
  (11) 

Это соотношение совпадает с выражением 
для k±, которое получается подстановкой фор-
мулы (4) в уравнение (6) при условии ωτ << μB. 
Поэтому применение предельной формулы (11) 
приводит к выражению (8) для угла θ. 
 

 
Рис. 1. Зависимость функции F от параметра 

s = σ0 / ωεε0 при значении проводимости 
σ0 = 1 Ом−1 · м−1, ε = 12 

 
Эффект Фарадея при прохождении зонди-

рующей СВЧ-волны вызван анизотропией ди-
электрической проницаемости, создаваемой 
продольным магнитным полем. Поворот плос-
кости колебаний в полупроводнике в слабых 
магнитных полях (μB << 1) можно объяснить 
наложением холловского поля на электриче-
ское поле зондирующей волны. Подвижность в 
формуле (9) определяется холловской подвиж-
ностью и зависит от параметров полупровод-
никового образца. 

Схема экспериментальной установки пред-
ставлена на рис. 2. Зондирующая волна с часто-
той 9,6 ГГц формировалась клистронным гене-
ратором. Волновод имел стандартное прямо-
угольное сечение и был рассчитан на прохож-
дение моды TE11. Образец слаболегированного 
монокристаллического кремния n-типа с удель-
ным сопротивлением 0,5 Ом · м и толщиной  
4 мм помещался в неподвижную цилиндриче-
скую переходную латунную секцию, состоя-
щую из двух коаксиальных цилиндров. Один из 
цилиндров мог поворачиваться с помощью чер-
вячной передачи и был соединен со второй 
прямоугольной секцией.  

 

 
Рис. 2. Схема экспериментальной установки: 
1 – генератор; 2 – аттенюатор; 3 – волномер; 

4 – соленоид; 5 − образец; 6 – детектор; 
7 – осциллограф; 8 – источник питания; 9 – лазер 
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На цилиндрическую секцию одевался соле-
ноид, который создавал продольное магнитное 
поле в месте расположения образца. Направле-
ние магнитного поля совпадало с направлением 
образца 111. Угол поворота цилиндрической 
секции измерялся по смещению светового пятна 
луча лазера, отраженного от зеркальца, которое 
жестко соединено с вращающейся секцией. 

Мощность прошедшей волны измерялась 
калориметрическим детекторным блоком, со-
единенным со второй прямоугольной секцией. 
Предварительно проводилась проверка прохож-
дения волны без образца. Регистрируемая мощ-
ность изменялась пропорционально cos2ϕ (ϕ – 
угол между главными плоскостями обеих сек-
ций волноводов). Такая же зависимость получа-
лась и со вставленным образцом без приложен-
ного магнитного поля. При смене направления 
магнитного поля путем переключения полярно-
сти источника питания соленоида направление 
поворота плоскости поляризации волны меня-
лось на противоположное. Воспроизводимость 
измеренного угла поворота была не хуже 5%. 

На рис. 3 представлена зависимость угла пово-
рота плоскости поляризации θ от магнитной ин-
дукции, измеренная при комнатной температуре. 

 
Рис. 3. Зависимость угла поворота плоскости 

поляризации в образце кремния 
от магнитной индукции 

 
Наблюдаемая зависимость достаточно точ-

но аппроксимируется линейной функцией. Зна-
чение подвижности оценивалось по коэффици-
енту наклона этой зависимости с помощью 
формулы (9) и составило 0,34 м2/(В · с). 

При расчетах использовалось значение 
εст = 12. В условиях опыта соблюдались сле- 
 

дующие условия: ωτ << 1 и μB << 1. Для оце-
нок принималось значение времени релаксации 
τ ~ 2 · 10–13 с, значение параметров ωτ и μB со-
ставляло 0,13 и 0,07 соответственно. Получен-
ное значение подвижности хорошо согласуется 
со значением, измеренным при комнатной тем-
пературе на постоянном токе (0,38 м2/(В ⋅ c)). 

Заключение. Получено простое выражение 
для угла поворота плоскости поляризации, ко-
торый в слабом магнитном поле и на частотах 
~1010 Гц пропорционален магнитной индукции, 
причем коэффициент пропорциональности за-
висит от подвижности и не зависит от времени 
релаксации и эффективной массы носителей 
заряда. Такая зависимость позволяет дать оцен-
ку подвижности носителей из измерений при 
комнатной температуре. При этих условиях 
эффект Фарадея объясняется наложением хол-
ловского поля на поле электромагнитной вол-
ны. Выведенная формула проверена экспери-
ментально на образце монокристаллического 
кремния. Полученные результаты можно при-
менять для бесконтактных измерений высоко-
омных полупроводниковых образцов. 
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УДК 535.373.2 
В. В. Сапунов, ассистент  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ ТРИПЛЕТНОГО СОСТОЯНИЯ ХЛОРОФИЛЛА А  
ПО ДАННЫМ МЕЖМОЛЕКУЛЯРНОГО ПЕРЕНОСА ЭНЕРГИИ  

Quenching of the triplet states for system of chlorophyll a and meso-tetraphenylporphin in degassed 
toluene at 298 K was studied using flash photolysis technique. The data obtained evidences for the quench-
ing is caused by intermolecular T−T-energy transfer between molecules of these compounds. It is sug-
gested that such quenching occurs via formation of the long-lived excited complexes consisting of inter-
acting molecules. Energy of the triplet state of chlorophyll was determined (ET  = 10 430 cm−1) on the ba-
sis of kinetic analysis of mechanism of intermolecular triplet state energy transfer in the excited com-
plexes. Such value of ET is close to the values those are known for this pigment in some frozen solutions at 
77 K. It was made conclusion that one extra ligand was added to Mg ion in the chlorophyll molecule. 

Введение. В некоторых процессах, происхо-
дящих при фотосинтезе, предполагается уча-
стие триплетного состояния (ТС) хлорофиллов. 
Одна из основных характеристик ТС − его 
энергия (ЕТ). ЕТ хлорофиллов a (ХЛ) и b опре-
делены в ряде работ по регистрации фосфорес-
ценции их твердых растворов при температуре 
77 К [1, 2]. В разных исследованиях положение 
полос фосфоресценции ХЛ было различным. 
Это отличие, вероятно, обусловлено образова-
нием различных ассоциатов и сольватов ХЛ. 
Значительное число таких форм вызвано при-
сутствием в молекуле ХЛ ряда специфических 
групп: двух карбоксильных и карбонильной, 
атомы кислорода которых могут участвовать в 
образовании межмолекулярных водородных 
связей, и присутствием иона магния, способно-
го образовывать координационные связи с ато-
мами кислорода и азота других молекул. Эти 
процессы усиливаются при понижении темпе-
ратуры. Представляет интерес установить ЕТ 
ХЛ в жидком растворе при комнатной темпера-
туре в среде инертного растворителя в отсутст-
вие ассоциатов и специфических сольватов.           
В данной работе определено значение ЕТ для 
ХЛ при температуре 298 К в толуоле. Посколь-
ку выход фосфоресценции ХЛ при таких усло-
виях мал, для нахождения ЕТ использован ме-
тод, основанный на данных по межмолекуляр-
ному Т−Т-переносу энергии. 

Основная часть. Измерения выполнены на 
установке импульсного лампового фотолиза с 
фотоэлектрической регистрацией. Энергия 
разряда составляла 100 Дж при его длительно-
сти τ1/2 = ∼20 мкс. Растворы были обезгажены, 
используя стандартную методику многократ-
ного замораживания − откачивания под ва-
куумом − оттаивания. Тушение триплетных 
состояний для системы ХЛ − мезотетра-
фенилпорфин (ТФП) изучено путем регистра-
ции Т−Т-поглощения соединений. При иссле-
довании тушения ТС ХЛ молекулами ТФП для 
фотовозбуждения применен стеклянный све-
тофильтр КС-18. При этом возбуждались в ос-
новном молекулы ХЛ (для максимума его 
длинноволновой полосы длина волны равна 670 

нм, а для подобной полосы ТФП − 646 нм). 
Скорость поглощения света молекулами ХЛ в 
рассмотренных условиях мала и концентрация 
его молекул в ТС невелика. Поэтому влияние 
процесса триплет-триплетной аннигиляции на 
кинетику дезактивации триплетного состояния 
незначительно. Дезактивация последнего для 
ХЛ происходила по экспоненциальному закону. 
На рис. 1 приведены зависимости Штерна − 
Фольмера − Вавилова 1 / τ = 1 / τ0 + Kq[Q] (где τ и 
τ0 − время жизни ТС ХЛ с тушителем и без него 
соответственно; Kq − константа скорости туше-
ния; [Q] − концентрация тушителя) для туше-
ния ТС ХЛ молекулами ТФП.  
 

 
 

Зависимости получены для двух разных 
опытов и при использовании различных длин 
волн регистрации (λr) Т−Т-поглощения ХЛ. 
Последнее выполнено с целью проверки воз-
можности влияния образования фотопродук-
тов на регистрируемую кинетику. При этом 
использованы λr = 475 нм и λr = 545 нм, на 
которых наблюдали исчезновение Т−Т-по-
глощения ХЛ, и λr = 670 нм, на которой отме-
чали восстановление исходного (синглет-
синглетного) поглощения ХЛ.  
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Как видно из рис. 1, полученные зависимости 
1 / τ от [Q] близки друг к другу. Используя их, 
найдено, что значения Kq равны 4,2 ⋅ 107; 4,9 ⋅ 107 
и 5,0 ⋅ 107 л/(моль ⋅ с) соответственно для ука-
занных λr. Одна из полученных зависимостей не 
приведена на рис. 1 (λr = 475 нм, концентрации 
ТФП те же, что и для зависимостей 1 и 2 на рис. 
1, концентрация ХЛ равна 3,4 ⋅ 10−6 моль/л).                    
В этом случае Kq = 5,2 ⋅ 107 л/(моль ⋅ с). Среднее 
арифметическое значение Kq = 4,8 ⋅ 107 л/(моль ⋅ с). 
Погрешность определения значений Kq состав-
ляла ±10%. 

Для тушения ТС ТФП молекулами ХЛ зави-
симость 1 / τ = f([Q]) приведена на рис. 2 при Kq 
= 4,9 ⋅ 109 л/(моль ⋅ с). Здесь для фотовозбужде-
ния использован стеклянный светофильтр ЗС-1 
(в этом случае в основном возбуждались моле-
кулы ТФП), а регистрация Т−Т-поглощения 
ТФП осуществлялась на λr = 777 нм, где у ХЛ 
нет заметного Т−Т-поглощения.  

 

 
 
Дезактивация ТС ТФП здесь также происхо-

дила по экспоненте. Наблюдаемое тушение в 
обоих случаях, очевидно, обусловлено межмо-
лекулярным Т−Т-переносом энергии. Альтерна-
тивный такому переносу энергии процесс фото-
индуцированного переноса заряда, по-видимому, 
не играет заметной роли при тушении: образова-
ния фотопродуктов не обнаружено, Kq при ис-
пользовании разных λr близки, одинаково и вре-
мя жизни наведенного поглощения, измеренное 
при этих λr. Триплет-синглетный перенос энер-
гии должен быть неэффективен, так как он за-
прещен спиновыми правилами отбора.  

Поскольку энергия ТС ТФП известна (ЕТ = 
= 11 660 см−1), а значения констант скоростей 
переноса энергии от ХЛ к ТФП 1( )qK  и обратно 

2( )qK  определены, можно найти разность энер-
гий ТС ХЛ и ТФП (ΔЕТ) и ЕТ для ХЛ. Для этого 
в ряде работ применяется выражение [3] 

           K q
1  = K q

2 exp TE .
KT
Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
             (1) 

Используя (1), получено, что ΔЕТ = (950 ± 95) 
см−1 и для ХЛ ЕТ  = 10 710 см−1. 

Формула (1), согласно [3], верна для пере-
носа энергии, контролируемого диффузией мо-
лекул. В таком случае, поскольку ΔЕТ доста-
точно велика, значение K q

1 должно быть близко 
к значению диффузионной константы (Kd), Kd = 
= 4RT / 1000η (где η − коэффициент динамиче-
ской вязкости растворителя). Для оценки зна-
чения K q

2  взято соотношение из работы [3] 

               K q
1 = Kd

1
1 exp( / )TE KT+ −Δ

.            (2) 

Для толуола при 298 К Kd = 1,8 ⋅ 1010 л/(моль ⋅ с). 
Значение K q

2  меньше значения Kd более чем              
в 3 раза. Такое различие превышает погреш-
ность определения Kd и K 2 .q  Поскольку для рас-
смотренных молекул энергетические и стериче-
ские препятствия переносу энергии отсутству-
ют, единственной предлагаемой в литературе 
причиной уменьшения значений K q

2  и констант 
скоростей тушения по сравнению с Kd является 
образование комплексов из молекул доноров 
энергии и тушителей. При этом  

                 Kq = Kd
k

k k
3

2 3+
.           (3) 

где k2 и k3 − константы скоростей распада 
комплекса без тушения и с тушением соот-
ветственно.  

Модель комплекса столкновения (КС) для 
рассматриваемого случая не применима. При 
времени жизни КС порядка 10−11 с (это время 
жизни диффузионной пары) перенос энергии 
успевает осуществиться только в редких случа-
ях. Это обусловлено тем, что вероятность пере-
носа энергии (KET) по обменному механизму 
зависит от расстояния между молекулами (r), 
согласно соотношению KET ∼ exp(−2r / L), где L − 
эффективный боровский радиус молекул [4]. 
Эта вероятность достигает значения порядка 
1011 с−1 только при малых r (r ≤ 3 Å). Такие Kq и 
r имеют место только для случаев, когда пере-
нос энергии происходит между молекулами 
растворителя и растворенного вещества [4]. Ес-
ли молекулы разделены сольватными оболоч-
ками, то r между ними будет значительно 
больше 3 Å, а вероятность переноса энергии 
будет намного меньше 1011 с−1. 

Схема тушения с образованием возбужден-
ных комплексов имеет следующий вид: 
                      k1             k3              k5 
         T1 + S2 ⇔ (T1 S2) ⇔ (S1 T2) ⇔ S1 + T2           
    k 1

0  ↓           k2             k4              k6       ↓ k 2
0  

         S1                                 S2 
где T 1, T 2 и S 1, S 2 − молекулы двух соединений 
в триплетном и основном состояниях соответ-
ственно; (T 1 S 2) и (S 1 T 2) − комплексы из взаи-
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0 

4 

8 

1 2 

1 6 

τ–1 ⋅ 10–5, с–1 

[Q] ⋅ 107, моль/л 

Рис. 2. Зависимость τ−1 для ТФП 
от концентрации ХЛ  

(СD = 1,2 ⋅ 10−5 моль/л, λr = 777 нм) 
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модействующих молекул; k0−k6 − константы 
скоростей процессов.  

Перенос энергии характеризуется k3 и k4. 
Кинетика дезактивации ТС обоих соединений в 
случае выполнения вышеприведенной схемы 
описывается системой из шести линейных 
дифференциальных уравнений, получение при-
ближенных решений которых и их кинетиче-
ский анализ затруднены. Можно найти выра-
жения для K q

1  и K q
2  для частных случаев, когда 

концентрации тушителей малы. Для тушения 
ТС ТФП молекулами ХЛ: 

K 2
q = k1

k k k
k k k k k k S k k k

3 5 0
2

3 5 0
2

2 4 6
1

0
2

5 0
2+ + +[ ( [ ] ) ]

. (4) 

Если пренебречь вкладом обратного пере-
носа энергии, получим, что 

                          K 2
q  = k1

k
k k

3

2 3+
.                     (5) 

Из анализа выражений (3) и (5) следует, что 2
qK  

< k1, и если k1 = Kd, то 2
qK  < Kd. По-видимому, 

наблюдаемое соотношение 2
qK  < Kd обусловле-

но тем, что тушение ТС ТФП молекулами ХЛ 
осуществляется по вышеприведенной схеме. 
Для переноса энергии от ХЛ к ТФП: 

       K q
1  = 

k k k
k k k k k

2 4 6

2 4 5 2 3+ +( )
.            (6) 

Поскольку справедливы соотношения: k3 >> 
k4 и k3 >> k2 (k2 ∼ 10−5 с−1, k3 − вероятность пере-
носа энергии из Т 1- в Т 2-состояние в комплек-
се,    k4 − вероятность переноса в обратном на-
правлении) и для комплексов одинаковой при-
роды         k2 = k5, из (6) получим, что 

       K q
1  = 

k k
k
6 4

3
.             (7) 

Если константы образования комплекса 
равны Kd (это предполагается для возбужден-
ных комплексов), отношение вероятностей пе-
реноса энергии в двух направлениях составит 

                     
k
k

4

3
 = 

1
q

d

K
K

 = exp .TE
KT
Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
          (8) 

Используя значения K q
1  и Kd, получили, что 

ΔЕТ = (1230 ± 120) см−1 и для ХЛ ЕТ = 10 430 см−1. 
Это значение близко к ЕТ = 10 420 см−1 и ЕТ =           
= 10 400 см−1, соответствующим максимумам 
полос фосфоресценции в двух стеклующихся 
смесях растворителей при 77 К в [2].  

Электронные спектры поглощения ХЛ были 
измерены в толуоле и пиперидине. В послед- 

нем спектре ХЛ имеются две Q-полосы с λmax = 
= 670 нм и λmax = 650 нм, т. е. помимо формы с 
λmax = 670 нм, наблюдаемой в толуоле, здесь 
образуется и форма с λmax = 650 нм. Полоса с 
λmax = 670 нм принадлежит форме ХЛ, где к 
магнию присоединена одна молекула раствори-
теля, а полоса с λmax = 650 нм принадлежит 
форме, где присоединены две молекулы рас-
творителя. Такой вывод основан на данных, 
согласно которым макроцикл металлопорфири-
на с координационным числом 6 центрального 
иона металла является плоским (если порфири-
новый лиганд плоский и два дополнительных 
лиганда одинаковы), а с координационным 
числом 5 − неплоским. В последнем случае ион 
металла выходит из плоскости макроцикла, что 
вызывает отклонение формы последнего от 
плоской. А это приводит к сдвигу Q-полос в 
сторону больших длин волн. Поэтому можно 
сделать вывод о том, что в толуоле к иону маг-
ния ХЛ присоединена одна молекула дополни-
тельного лиганда. 

Заключение. На основании метода им-
пульсного фотолиза изучено тушение ТС для 
пары хлорофилл а − мезо-тетрафенилпорфин в 
толуоле при 298 К. В соответствии с выполнен-
ным кинетическим анализом механизма тушения 
ТС при образовании возбужденных комплексов 
из взаимодействующих молекул предложена 
методика определения значений разности энер-
гий ТС двух молекул, между которыми идет пе-
ренос энергии. Используя этот способ, найдено, 
что для ХЛ в толуоле ЕТ = 10 430 см−1. При при-
менении методики, не учитывающей образова-
ние указанных комплексов, получено, что ЕТ = 
10 710 см−1. 
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АНАЛИЗ АДАПТИВНЫХ СИСТЕМ ВОДОПОДГОТОВКИ  
КОТЕЛЬНЫХ УСТАНОВОК 

Article is devoted problems of modern level of automation of installations of water preparation for 
the boiler equipment, major factors making negative impact on a system condition as a whole are con-
sidered. The choice of the scheme and a way of clearing depending on quality of initial water and the 
requirements shown to processed water is explained. Classification of systems of water preparation ac-
cording to parameters of arriving streams and external factors is given. Also one of variants of an adap-
tive control system is considered by water purification process, the algorithm of work of the scheme is 
resulted. Conclusions that the control and management of water preparation for power systems demand 
application of systems of the adaptive management considering change of seasonal conditions, instabi-
lity of water stream both under the expense and on structure and presence of critical events are as a re-
sult drawn. 

Введение. Системы водоподготовки котлов 
являются важной составляющей энергетики 
предприятий. От качества поступающей на их 
питание воды зависит надежность и эффектив-
ность работы. Одной из проблем является обра-
зование твердых отложений на поверхности 
котлов, теплообменников и трубопроводов, при-
водящих к потерям энергии. Неудовлетвори-
тельное качество воды из котельной обусловли-
вает перерасход топлива из-за накипи (5–7% на 
1 мм накипи); повышение энергопотребления 
насосов (до 7% на 2 мм отложений); снижение 
сроков службы и постоянный ремонт оборудо-
вания; затраты на промывку котлов и теплооб-
менников; падение КПД систем и котлов (при 
эксплуатации 3–4 месяца до 50%). Это связано с 
отсутствием в котельных установок водоподго-
товки либо с износом имеющихся. В итоге вода 
подается в систему без обработки. 

Важнейшими показателями качества воды, 
определяющими пригодность использования ее 
в промышленности и энергетике, являются [1]: 
содержание взвешенных веществ (прозрач-
ность) и солей (минерализация); концентрация 
водородных ионов (рН); жесткость и ее состав-
ляющие; окисляемость (содержание органиче-
ских веществ); щелочность и ее составляющие; 
содержание коррозионно-активных газов. 

Загрязняющие воду примеси различаются 
по природе (неорганические, органические, 
биологические) и размерам. Крупные неорга-
нические частицы (от единиц микрометра до 
миллиметра) гетерогенны, видны невооружен-
ным глазом в виде мутности, имеют четкую 
границу раздела с водой и могут самопроиз-
вольно осаждаться [2]. Микрочастицы (от до-
лей до единиц микрометра) имеют неорганиче-
скую или биологическую природу, невоору-

женным глазом определяются как опалесцен-
ция, из-за броуновского движения не осажда-
ются. Макромолекулы растворимых органиче-
ских веществ с молекулярной массой до 
500 000 единиц, а также вирусы и бактерии 
имеют размеры от сотых долей до микрометра. 
Истинные растворы, содержащие ионы раство-
ренных неорганических веществ, имеют разме-
ры в единицы ангстрем (1 Å = 10 мкм). 

Широкий спектр примесей и их неоднород-
ный характер приводят к тому, что для обеспече-
ния надлежащего качества водоподготовки необ-
ходимы адаптивные системы управления процес-
сом водоочистки. Первые адаптивные системы 
водоочистки были реализованы в США и Вели-
кобритании и показали высокую эффективность. 

Основная часть. В зависимости от качест-
ва исходной воды и требований к питательной 
воде водоподготовка котельных может вклю-
чать следующие операции [3]: 1) очистка от 
взвешенных частиц (отстаивание, фильтрация); 
2) очистка от железа и марганца (отстаивание, 
фильтрация, окисление с фильтрацией); 3) уда-
ление органических загрязнений (обесцвечива-
ние, дезодорация); 4) умягчение воды (реагент-
ное, ионный обмен, нанофильтрация, электро-
химическая обработка); 5) обессоливание (тер-
мическое, ионный обмен, мембранный и обрат-
ный осмос, электродиализ, комбинированный); 
6) удаление биозагрязнений; 7) коррекция со-
става воды (щелочности или кислотности, со-
держания Ca, F). В настоящее время в системах 
водоподготовки котельных наиболее широко 
применяются умягчение и обессоливание по 
средствам обратного осмоса [4]. Однако для 
данных технологий часто требуется предвари-
тельная подготовка воды с целью удаления же-
леза и органических примесей. 
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Для повышения надежности и экономично-
сти систем водоподготовки необходимо учиты-
вать теорию их динамического анализа и дина-
мической оптимизации, т. е. всесторонне про-
анализировать условия эксплуатации и опреде-
лить динамические характеристики режимов, в 
которых работает система, учесть критерии 
эффективности при работе в переменных ре-
жимах и синтезировать систему управления. 

Центральный технологический оператор 
системы водоподготовки представляется в виде 

Cвых = A (z, u, ξ) [Свх],  (1) 
где Cвых, Cвх – исходное и конечное качество 
воды (загрязненность), определяемое чаще 
всего концентрациями ингредиентов; z – век-
тор конструктивно-технологических парамет-
ров; u – вектор управляющих воздействий, 
компенсирующих влияние колебаний Cвх и ξ, 
включающий признаки структурной органи-
зации и параметры системы управления; ξ – 
вектор возмущающих воздействий, изме-
няющих свойство оператора А в процессе 
эксплуатации.  

Основными задачами при построении сис-
темы управления являются оценка динамиче-
ской эффективности, т. е. расчет колебаний Cвых 
при соответствующих колебаниях Cвх, ξ, из-
вестном A (z, u), и синтез динамически опти-
мальной системы, т. е. поиск оптимального ва-
рианта A (z, u) при колебаниях Cвх и ξ. 

По характеру возмущающих воздействий 
можно выделить три основные системы: 1) сис-
темы с переменными по расходу и составу по-
токами; 2) системы, режим функционирования 
которых обусловлен метеоусловиями; 3) систе-
мы, работа которых зависит от природных ис-
точников и приемников воды. 

Наличие систем с переменными по расходу 
и составу потоками вызвано нестационарно-
стью водопотребления предприятий, которая 
диктует переменные режимы работы звеньям 
систем водоподготовки и выражается чаще в 
изменении необходимого количества воды и 
очень редко в изменении задания на ее регла-
ментное качество. В настоящее время главным 
фактором нестационарности со стороны произ-
водства, ставящим наиболее сложные задачи, 
является переменность состава воды. Колеба-
ния расхода и состава водных потоков, посту-
пающих на водоочистку, часто дополняются 
колебаниями температуры воды, что делает не-
стабильной кинетику водообработки и ведет к 
плотностной стратификации потоков. Если рас-
смотреть нестационарность расхода воды, по-
ступающей на очистку, в течение года и разло-
жить расход в ряд Фурье, то получим 

( )( )
0

( ) cosω ,
n

k k
k

F t F A t t
=

= +∑        (2) 

где F(t) – расход воды, поступающей на очист-
ку; Ak(t) – случайная функция, берущая в расчет 
нестабильность расхода.  

Тогда F0 + A0(t) будет учитывать среднего-
довое изменение расхода, а A0(t) будет доста-
точно мало (1–2% от F0). F1 + A1(t) принимает 
во внимание среднемесячное изменение расхо-
да, где A1(t) составляет в зависимости от месяца 
и поры года 5–10% от F1. F2 + A2(t) – среднесу-
точное изменение расхода, A2(t) может варьи-
ровать в широком диапазоне. Для непрерывно-
го производства в зависимости от времени су-
ток A2(t) может составлять 50–80% от средне-
суточного расхода воды F2. В случае цикличе-
ского характера производства (например, при 
работе в две смены) амплитуда A2(t) может дос-
тигать 100% от среднесуточного расхода. 

Системы с режимом функционирования, за-
висящим от метеоусловий, характеризуются фак-
тором метеорологической открытости как причи-
ной нестационарности. Этот фактор влияет на 
тепловые процессы в обрабатываемых водных 
потоках. Поскольку промышленное водопользо-
вание сопровождается в большинстве случаев 
нагреванием воды, то главный интерес представ-
ляют процессы испарительного охлаждения воды 
атмосферным воздухом. Свойства воздуха как 
охладителя определяются температурой Θ, влаж-
ностью ϕ и барометрическим давлением Рб. Для 
этих факторов нет проблемы первичной инфор-
мации об условиях эксплуатации даже для проек-
тируемых объектов. Опыт обработки метеороло-
гической информации показывает, что для боль-
шинства климатических зон полную функцию 
внутригодового распределения температур до-
пустимо строить на основе среднесуточных дан-
ных с поправкой на внутрисуточные колебания. 
Таким образом, зависимость температуры окру-
жающей среды от времени имеет вид 
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k k
k

T t T A t t
=

= +∑       (3) 

где T(t) – температура поступающей на очистку 
воды; Ak(t) – случайная функция, учитывающая 
нестабильность температуры воды. 

T0 + A0(t) принимает во внимание средне-
годовое изменение температуры, где A0(t) мо-
жет изменяться в пределах 1–2оС. T1 + A1(t) 
учитывает среднемесячное изменение темпера-
туры (A1(t) составляет 3–5оС). T2 + A2(t) – сред-
несуточное изменение температуры, где A2(t) 
будет варьировать в пределах 5–10оС в зависи-
мости от времени суток и поры года. Для учета 
изменения температуры подземных вод, зале-
гающих на определенной глубине, в соответст-
вии с температурой окружающей среды внесем 
в (3) запаздывание в виде смещения фазы ψ:  

( ) ( )( ) [ ]
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k k
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T t T A t t
=

= + +∑ .        (4) 
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Гидрологический режим систем, функцио-
нирование которых зависит от природных водо-
источников, определяется располагаемым коли-
чеством воды, применяемой для водозабора или 
разбавления сточных вод. Главным ξ-фактором 
функционирования большинства систем при 
этом является нестационарность речного стока. 
Поскольку непостоянство расхода воды в реках 
представляло интерес для многих отраслей на-
родного хозяйства, этот фактор хорошо изучен и 
отражен математическими моделями, которые 
вполне приемлемы для использования в реше-
нии задач динамики систем водоподготовки. 

Таким образом, с точки зрения нестацио-
нарности очищаемой воды и представленного 
разложения в ряд Фурье очевидно, что с увели-
чением номера гармоник растет диапазон изме-
нения параметров (расхода, температуры). По-
этому система управления водоочисткой долж-
на быть адаптированной к суточным варьиро-
ваниям параметров. Одна из таких систем 
представлена на рисунке. 

На установку водоподготовки подается ис-
ходная неочищенная вода. Перед поступлением 
воды на очистку вводится коагулянт, укруп-
няющий частицы. Расход измеряется преобра-
зователем, сигнал с которого поступает на ло-
гический контроллер. По заданию оператора 
контроллер выдает сигнал на управление насо-
сом подачи коагулянта № 1 и насосом управле-
ния pH № 2 в зависимости от расхода воды. На-
сос № 1 предназначен для загрузки коагулян-
тов, например сульфата алюминия. Насос № 2 
служит для подачи pH-агентов. Смеситель  

перемешивает исходную воду, коагулянт и  
pH-агенты перед подачей их на установку во-
доочистки. Коагулянт взаимодействует с взве-
шенными частицами, укрупняет их и подготав-
ливает к процессам флокуляции, хлорирования 
и фильтрации. 

Датчик тока течения необходим для измере-
ния величины тока течения воды непосредст-
венно после введения коагулянта. Передаточная 
функция датчика будет иметь следующий вид: 
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1τ1

эл1 см1
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,      (5) 

где k1 – коэффициент усиления; Тэл1 – постоян-
ная времени электрода, равная 1–2 с; Тсм1 – по-
стоянная времени смешения в ячейке, состав-
ляющая 2–3 с; τ1 – транспортное запаздывание, 
определяемое временем от введения коагулянта 
до прохождения потоком датчика тока течения; 
p – оператор Лапласа. 

Совмещенный с датчиком тока течения 
pH-метр предназначен для измерения уровня 
pH. Его передаточная функция будет иметь вид 
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где k2 – коэффициент усиления; Тэл2 – постоян-
ная времени электрода, равная 0,05 мин; Тсм2 – 
постоянная времени смешения в ячейке, со-
ставляющая 0,05 мин; τ2 – транспортное запаз-
дывание, определяемое временем от введения 
коагулянта до прохождения потоком pH-метра; 
p – оператор Лапласа. 
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Рисунок. Система управления водоочисткой с дозированием коагулянта 



 69

Сигнал pH-метра передается на контроллер 
для корректировки расхода pH-агентов посред-
ством насоса № 2, что обеспечивает поддержа-
ние постоянного уровня pH в воде. Стабилиза-
ция pH необходима по той причине, что датчик 
тока течения не может определять, произошли 
изменения электрокинетического потенциала 
из-за изменения pH или концентрации взве-
шенных частиц. Передаточная функция датчика 
мутности воды на выходе установки водопод-
готовки имеет следующий вид: 

3τ3 e ,
1

pkW
T

−=
+

  (7) 

где k3 – коэффициент усиления; Т – постоянная 
времени датчика, составляющая порядка 1 с;  
τ3 – транспортное запаздывание, определяемое 
временем от введения коагулянта до прохожде-
ния потоком датчика мутности; p – преобразо-
ватель Лапласа.  

Сигнал датчика подается на контролер для 
задания и корректировки уставки для сигнала 
датчика тока течения. 

Последовательность операций контроллера 
представлена на рисунке. Изначально датчик 
тока течения не активен, и контроллер управля-
ет насосом подачи коагулянта по показаниям 
датчика. Этот режим работы системы исполь-
зуется для калибровки датчика тока течения 
или при неисправности датчика. 

Контроллер периодически считывает сигнал 
с выхода датчика расхода, датчика тока тече-
ния, pH-метра и датчика мутности. После вы-
полнения первого цикла контроллер определяет 
завершенность очистки на установке водопод-
готовки (если нет, то осуществляются преды-
дущие операции, если да, то контроллер пере-
ходит к следующей стадии цикла). 

Во время выполнения второго цикла кон-
троллер проверяет дозу коагулянта и pH-аген-
тов в воде. Расход неочищенной воды регули-
руется автоматически в соответствии с нормой 
выработки. При этом корректируется подача 
коагулянта и pH-агентов.  

При изменении расхода оператором кон-
троллер начинает управлять преобразователями 
расхода по сигналу от датчика расхода, воспри-
нимая изменение расхода исходной воды и из-
меняя дозу подаваемого коагулянта и pH-аген-
тов. Если расход воды не изменяется, то дози-
ровка коагулянта и pH-агентов остается неиз-
менной. 

Далее контроллер выполняет третий цикл и 
проверяет, достигла ли очищаемая вода, содер-
жащая определенную дозу коагулянта, датчика 
мутности. Время очистки воды может варьиро-
ваться в пределах от 20 мин до нескольких ча-
сов в зависимости от типа установки. Это время 
задается программно оператором. Каждый раз, 
когда время истекает, контроллер высчитывает 

диапазон зоны нечувствительности по показа-
телю мутности. Ширина зоны нечувствитель-
ности определяется следующим образом: к за-
данному значению мутности прибавляются и 
отнимаются допустимые значения отклонения. 
Если мутность лежит в пределах этой зоны, 
контроллер продолжает выполнять операции. 
При выходе показаний за пределы зоны нечув-
ствительности контроллер начинает корректи-
ровать уставку по каналу тока течения, изме-
няя расход коагулянта. При этом оператор 
имеет возможность вывести из действия дат-
чик потока течения, так что контроллер игно-
рирует показания датчика тока течения и 
управляет насосом подачи коагулянта исклю-
чительно по показаниям датчика мутности. 
Если при этом показатели мутности попадают 
в заданный диапазон, то уставка является пра-
вильной, а работа датчика тока течения счита-
ется некорректной. 

На насос подачи коагулянта поступает сиг-
нал контроллера. Контроллер проверяет, дос-
тигла ли вода с известной дозой коагулянта 
датчика тока течения. Далее отсчитывает время 
прохождения воды через смеситель и после ка-
ждого цикла определяет допустимые пределы 
зоны нечувствительности, сравнивает данные 
пределы с показаниями датчика. Если показа-
ния находятся в пределах указанного диапазо-
на, то доза коагулянта является правильной и 
подстройка не нужна. Если показания датчика 
лежат выше зоны нечувствительности, то уста-
навливает снижение дозы; если ниже, то увели-
чение дозы. 

Заключение. Контроль и управление водо-
подготовкой для энергетических систем требу-
ет применения систем адаптивного управления, 
учитывающих изменение сезонных условий и 
наличие критических событий. Главной зада-
чей, при этом, является использование адап-
тивной интеллектуальной системы управления 
с применением принципиально новых датчиков 
контроля качества в системе. 
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УДК 621.31 
Ю. А. Василенко, инженер (РУП «Беларуськалий») 

АВТОМАТИЗИРОВАННЫЙ ЭЛЕКТРОПРИВОД ТРАКТА ПОДАЧИ РУДЫ  
ПРОТЯЖЕННОСТЬЮ БОЛЕЕ 6 КМ 

We consider the automated two motor electric drive of the conveyers, more then 6 km long, on the 
basis of frequency converters with the vector type of control. 

Введение. Республиканское унитарное пред-
приятие «Беларуськалий» является одним из 
крупнейших производителей калийных удоб-
рений в мире. Основной вид деятельности 
предприятия заключается в добыче полезных 
ископаемых, производстве и реализации мине-
ральных удобрений. Доля его продаж на рынке 
составляет 17%. 

В настоящее время для пополнения сырье-
вой базы ведется строительство Краснослобод-
ского рудника. Руда до сильвинитовой обогати-
тельной фабрики Второго рудоуправления бу-
дет доставляться по конвейерному тракту об-
щей протяженностью более 6 км. В состав трак-
та входят три конвейера: № 1 длиной 3045 м,  
№ 2 длиной 3260 м и № 3 длиной 350 м. Макси-
мальная производительность достигает 2000 т/ч. 
Конвейеры подобной длины являются уникаль-
ными для Республики Беларусь. 

Объектом рассмотрения данной статьи яв-
ляется электропривод конвейеров № 1 и 2. 

Основная часть. Для расчета мощности 
приводного электродвигателя необходимо най-
ти окружное (тягловое) усилие на ободе при-
водного барабана (общее усилие сопротивления 
движению ленты) загруженного горизонталь-
ного конвейера [1]: 

д г г л.ср( 2 ),P K L q qp qp q′ ′′= ω + + +      (1) 

где Kд – коэффициент, учитывающий дополни-
тельные сопротивления; Lг – длина горизон-
тальной проекции конвейера, м; ω – коэффици-
ент сопротивления движению ленты по роли-
коопорам и барабанам; qр′, qр″ – линейные на-
грузки (даН/м), зависящие от массы вращаю-
щихся частей роликоопор соответственно 
верхней и нижней ветвей ленты, численно рав-
ные массам вращающихся частей соответст-
вующих роликоопор, кг/м; qл.ср – средняя ли-
нейная нагрузка (даН/м) от массы ленты, чис-
ленно равная среднему значению массы, кг/м. 

Расчетную мощность двигателя привода 
(кВт) вычисляют по формуле 

,
102
PvKN =

η
          (2) 

где v – скорость ленты, м/с; K –  коэффициент 
неучтенных потерь; η – общий КПД привода. 

Двухдвигательная система привода конвейера 
позволила использовать двигатели с меньшей 
номинальной мощностью и повысить надежность 

работы привода. Одним из требований, предъяв-
ляемых к мощности электропривода, было обес-
печение производительности 60% от номиналь-
ной при работе с одним двигателем. 

Таким образом, были приняты двигатели 
номинальной мощностью 800 кВт каждый, 
обеспечивающие максимальную производи-
тельность 2000 т/ч при скорости движения лен-
ты 3,15 м/с. 

В нынешних условиях жесткой экономии 
энергоресурсов остро стоит вопрос о миними-
зации их потребления. Для работающего прак-
тически в круглосуточном режиме конвейерно-
го транспорта выход один – регулирование 
скорости движения для обеспечения макси-
мальной загруженности ленты. 

Загрузка конвейерного тракта может осу-
ществляться двумя путями: кратцер-краном со 
склада руды и непосредственно с отделения 
дробления. Однако при любом варианте руда 
на транспортер подается неравномерно. 

Данные о нагрузке с тензометрических ве-
сов, установленных в начале тракта, передают-
ся на микропроцессорный контроллер (МПК) 
Simatic S7-300. Управляющим сигналом для 
регулируемого электропривода является зада-
ние скорости, которая изменяется в зависимо-
сти от нагрузки в начале тракта. 

Применение регулируемого электропривода 
позволяет не только уменьшить потребление 
энергии электроприводом в установившемся 
режиме и в переходных процессах, но и в це-
лом повысить качество технологического про-
цесса. Чтобы реализовать возможность эконо-
мии электроэнергии в регулируемом электро-
приводе, необходимо понимать процессы 
управляемого электромеханического преобра-
зования энергии. 

Параметры, необходимые для расчета ха-
рактеристик и энергетических показателей 
асинхронных электроприводов, можно опреде-
лить из анализа математической модели экви-
валентного двухфазного асинхронного двига-
теля в осях xy [2]: 

1
1 1 1 1 1 ,x

x x y
du i R

dt
Ψ

= + −ω Ψ   

1
1 1 1 1 1 ,y

y y x

d
u i R

dt
Ψ

= + −ω Ψ  

2
2 2 1 эл 20 ( ) ,x

x y
di R

dt
Ψ′ ′= + − ω −ω Ψ          (3) 
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2
2 2 1 эл 20 ( ) ,y

y x
d

i R
dt
Ψ

′ ′= + − ω −ω Ψ  

1 2 1 2
3 ( ).
2 п r y x x yM p k i i= Ψ − Ψ  

Для управления скоростью был однозначно 
выбран частотный способ как наиболее перспек-
тивный и широко используемый в настоящее 
время метод регулирования частоты вращения 
асинхронных двигателей. Частотно-регулируе-
мый привод обеспечивает поддержание с высо-
кой точностью скорости вращения двигателя. 
Регулирование частоты вращения в этой системе 
может осуществляться плавно, в широком диа-
пазоне, в обе стороны от естественной характе-
ристики, т. е. двигатель может иметь частоту 
вращения, большую номинальной, давая при 
этом возможность регулировать скорость разго-
на и остановки. Такой «мягкий» пуск двигателя 
имеет массу преимуществ: снижаются ударные 
нагрузки на двигатель и оборудование во время 
пуска, полностью исключаются броски пусково-
го тока. Ввиду этого уменьшаются механиче-
ские нагрузки на двигатель и оборудование, что 
соответственно увеличивает их срок службы, и 
межремонтный цикл. 

Частотное регулирование является весьма 
экономичным, так как регулирование частоты 
вращения двигателя в этой системе не сопро-
вождается большими потерями скольжения в 
роторной цепи, ухудшающими КПД электро-
привода и приводящими к необходимости за-
вышения мощности двигателя. При этом регу-
лировочные характеристики имеют необходи-
мую жесткость, а двигатель сохраняет высокую 
перегрузочную способность. 

В качестве приводов ленточных конвейе-
ров № 1 и 2 используются по два трехфазных 
асинхронных двигателя фирмы АЕМ. Двига-
тели специально предназначены для создания 
комплектных частотно-регулируемых приво-
дов. Номинальная мощность двигателя со-
ставляет 800 кВт. Номинальное напряжение 
переменное трехфазное 690 В «звезда». Дви-
гатели работают в комплекте с преобразова-
телями частоты (ПЧ) фирмы АВВ типа  
ACS 800-07-1160-7. 

Задание скорости, подача сигналов пус-
ка/останова двигателей, считывания скоростей, 
нагрузок и состояния (работа, готовность, ава-
рия) электроприводов конвейеров выполняется 
по сети Profibus-DP. Для этого в преобразова-
тели частоты установлена плата RPBA-01. По-
скольку применяется двухдвигательный привод 
конвейеров, необходимо было распределить 
нагрузку между двигателями. Преобразователи 
частоты ACS 800-07-1160-7 позволяют решить 
эту задачу без использования МПК. Для этого 
были выполнены следующие операции. 

1. В частотном преобразователе в платы 
управления RMIO установлены специальные 
платы RDCO-02 для организации связи Master/ 
Slave между преобразователями частоты. 

2. Один из преобразователей частоты сде-
лан ведущим с управлением скоростью. 

3. Второй преобразователь установлен ве-
домым с управлением моментом от ведущего 
привода. 

4. Ведущий и ведомый приводы соединены 
оптоволоконной линией связи. 

Таким образом, важно было решить две ос-
новные задачи: управление скоростью враще-
ния и моментом двигателя. Необходимость ре-
гулирования момента была продиктована тех-
ническими и технологическими требованиями. 
Для нормального функционирования привода 
следует регулировать момент и ток двигателя в 
переходных процессах пуска, торможения и 
приложения нагрузки. При работе конвейера в 
однодвигательном режиме механизм будет ис-
пытывать значительные перегрузки, что требу-
ет необходимости непрерывного регулирования 
момента двигателя в целях ограничения дина-
мических ударных нагрузок. 

Для решения задач регулирования скорости 
и момента применяют два основных метода 
частотного управления: 

– скалярное управление; 
– векторное управление. 
Метод скалярного управления относитель-

но прост в реализации, но обладает двумя су-
щественными недостатками. Во-первых, при 
отсутствии датчика скорости на валу двигате-
ля невозможно регулировать скорость враще-
ния вала, так как она зависит от нагрузки.  
Во-вторых, нельзя регулировать момент на 
валу двигателя. Более того, при скалярном 
управлении нельзя регулировать одновремен-
но и момент и скорость [3]. 

Устранить недостатки, присущие скалярно-
му управлению, позволяет метод векторного 
управления. Хорошие силовые полупроводни-
ковые приборы и мощные системы обработки 
информации современных электроприводов 
дают возможность закладывать в систему 
управления математическую модель двигателя, 
которая позволяет рассчитывать момент на ва-
лу и скорость вращения вала.  

Используемые ПЧ фирмы АВВ поддержи-
вают так называемый режим DTC (Direct 
Torque Control), т. е. прямое управление элек-
тромагнитным моментом двигателя. Суть этого 
метода заключается в следующем. 

1. Магнитный поток статора рассматривает-
ся как интеграл от ЭДС статора, поэтому его 
величина определяется приложенным к статору 
напряжением. 

2. Развиваемый электромагнитный момент 
двигателя пропорционален синусу угла между 
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потокосцеплениями статора и ротора (векторное 
представление электромагнитного момента). 

3. Действие потокосцепления ротора на из-
менение напряжения статора меньше, чем дей-
ствие потокосцепления статора. 

Таким образом, величина потокосцепления 
статора и развиваемый двигателем электромаг-
нитный момент непосредственно управляются с 
помощью создания пространственного вектора 
напряжения статора. Вектор напряжения стато-
ра формируется надлежащим выбором после-
довательного включения-отключения (состоя-
ния) силовых ключей ПЧ. Для оптимизации 
процесса переключения силовых ключей инвер-
тора используется векторная пространственная 
широтно-импульсная модуляция (ШИМ). 

В системе прямого управления моментом 
двигателя на основе векторной ШИМ применя-
ется синхронно вращающаяся система коорди-
нат с ориентацией оси х вдоль вектора пото-

косцепления статора 1 .
•

Ψ  Математическая мо-
дель асинхронного двигателя в синхронно вра-
щающейся системе координат хy независимо от 
ориентации осей относительно какого-либо век-
тора определяется уравнением (3). Если ось х 
системы координат хy направить вдоль вектора 

потокосцепления статора 1,
•
Ψ  тогда: 

1 1,xΨ = Ψ   01 =Ψ y      (4) 

и уравнение (3) примет вид 

1
1 1 1 ,x x

du i R
dt
Ψ

= +  

1 1 1 1 1 ,y y xu i R= + ω Ψ  

2
2 2 1 эл 20 ( )x

x y
di R

dt
Ψ′ ′= + − ω −ω Ψ ,       (5) 

2
2 2 1 эл 20 ( ) ,y

y x

d
i R

dt
Ψ

′ ′= + − ω −ω Ψ

1 1
3 .
2 п y xM p i= Ψ  

После ряда преобразований уравнение ма-
тематической модели асинхронного двигателя в 
синхронно вращающихся осях хy при ориента-

ции потокосцепления статора 1

•
Ψ  вдоль оси х 

можем записать: 

1
1 1 1 ,x x

du i R
dt
Ψ

= +  

1 1 1 1 1,y yu i R= + ω Ψ  

11
1 2 1 1 2 2 эл 1 ,x

x y
didT L i T T i

dt dt
Ψ ⎛ ⎞Ψ + = + + σ Δω⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (6) 

1 1,xΨ = Ψ  

1 0,yΨ =  

1 1
3 ,
2 п yM p i= Ψ  

где Т2 – электромагнитная постоянная времени 
цепи ротора. 

По уравнению (6) составляется функцио-
нальная схема прямого управления моментом с 
вычислителем скорости. После проведения так 
называемого индефикационного прогона дви-
гателя в систему управления вводятся необхо-
димые компенсирующие сигналы. 

Заключение. Использование векторного 
управления позволило достичь следующих ре-
зультатов: 

– высокая точность регулирования скорости 
ведущего двигателя; 

– безынерционное поддержание момента на 
валу ведомого двигателя; 

– плавный, без рывков, разгон и останов 
двигателей, особенно в области малых частот; 

– быстрая реакция на изменение нагрузки, 
т. е. при резких скачках нагрузки практически 
не происходит скачков скорости; 

– обеспечен режим работы двигателей, при 
котором снижены потери на нагрев и намагни-
чивание. 

Настройка параметров, выбор макросов, кон-
троль работы и управление частотными преоб-
разователями конвейеров может выполняться 
по сети Profibus-DP. 
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МЕТОЧНЫЙ ЯМР-РАСХОДОМЕР ВРЕМЕННОГО ТИПА С СОВМЕЩЕНИЕМ 
АДАПТАЦИИ СИСТЕМЫ РЕГИСТРАЦИИ К ИЗМЕРЯЕМОМУ РАСХОДУ 

И КОРРЕКЦИЕЙ ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ БАЗЫ ПО ИНДУКЦИИ ПОЛЯ АНАЛИЗАТОРА 
Questions of the building of marker NMR-flowmeter of the temporary type are considered in article. 

Within the framework of article are stated main theoretical and technical decisions, which can be mar-
keted when making  markers meters of the consuption on effect NMR. On the grounds of designed 
theoretical premiseses possible creation NMR-flowmeter, combining in itself adapting the system to 
registrations to measured consuption and correcting the measuring base on inductions of the field of the 
analyzer. Use the adaptive system to registrations allows greatly to raise accuracy of the measurement 
of the consuption and raise the speed of the meter of the consuption. Correction to inductions of the 
field of the analyzer takes into account possible change the temperature, composition and time to re-
laxations measured to liquids. 

Введение. Измерительной базой меточных 
расходомеров является участок между сечени-
ем отметки и катушкой регистрации. К сдвигу 
сечения отметки приводит изменение индукции 
постоянного поля в зоне катушки нутации из-за 
колебаний температуры окружающей среды 
или жидкости и нестабильность генератора ну-
тации [1]. Способы борьбы с этим эффектом 
заключаются в размещении катушки отметки в 
поле с большим градиентом или в согласован-
ном сдвиге сечения отметки и частоты генера-
тора отметки [2, 3]. Погрешности смены режи-
ма течения и релаксационные погрешности 
можно свести к изменению эффективной длины 
измерительной базы, для компенсации которо-
го следует учитывать факторы, влияющие на 
вязкость или время релаксации Т1. 

Вязкостные и релаксационные характеристи-
ки чистых жидкостей сильно зависят от темпера-
туры и обладают незначительным разбросом в 
пределах допустимых концентраций присадок, 
процентного состава компонентов и т. д. Тогда 
основное воздействие на погрешности смены ре-
жима течения и релаксационные погрешности 
оказывают температурные зависимости вязкости 
и времени релаксации, а компенсацию нужно 
проводить с учетом температуры среды. 

Уменьшение случайных погрешностей изме-
рения расхода, обусловленных шумами в тракте 
регистрации, для меточных ЯМР-расходомеров 
временного типа обеспечивается применением 
адаптивной частоты отметки и полосы пропуска-
ния канала регистрации к расходу. 

Основная часть. Для измерения темпера-
туры можно использовать постоянные магниты 
анализатора, находящиеся в тепловом контакте 
с жидкостью (индукция поля анализатора зави-
сит от температуры жидкости). Магнитометр 
выполнен на датчике Холла (ДХ) [4]. Выход 
магнитометра является базовым сигналом кор-
ректора характеристики преобразования и при-
меняется для автопоиска и стабилизации резо-
нансных условий в анализаторе. 

Структурная схема адаптивного временного 
ЯМР-расходомера с коррекцией характеристи-
ки преобразования по индукции поля анализа-
тора приведена на рис. 1.  

Особенностью устройства является наличие 
теплового контакта жидкости с постоянными 
магнитами через теплопроводящие полюсные 
наконечники, температура магнитов определя-
ется температурой жидкости. Тепловая изоля-
ция магнитов от внешних воздействий обеспе-
чивается в магнитных системах броневого типа 
с помощью теплоизолирующих прокладок ме-
жду ярмом и магнитами.  

Постоянным магнитам присуща зависи-
мость параметров от температуры [5]. Темпера-
турный коэффициент остаточной индукции 
ферритов бария и стронция составляет –0,2%/°С 
для температур от –70 до +200°C. Аналогично 
зависит от температуры индукция в зазоре маг-
нитной системы. Разработка термостабильных 
систем на постоянных магнитах достаточно 
сложна, а измерение сдвига индукции не пред-
ставляет трудностей. 

Магнитометр выполнен на основе преоб-
разователя Холла [4]. Спиновый детектор, 
синхронный детектор, детектор резонансных 
условий (ДРУ), генератор модуляции, удвои-
тель частоты и устройство автопоиска и ста-
билизации образуют контур точного поиска  
и стабилизации резонансных условий в об-
ласти поля, определенной по преобразовате-
лю Холла. 

Измеритель работает следующим образом. 
При расстройке резонансных условий в цен-
тре анализатора напряжение на выходе син-
хронного детектора не превышает порога 
срабатывания ДРУ, высокое напряжение на 
выходе которого переключает устройство ав-
топоиска и стабилизации в режим поиска 
(рис. 2). Поиск осуществляется сканировани-
ем частоты генерации спинового детектора 
пилообразным напряжением устройства авто-
поиска и стабилизации.  
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Рис. 1. Структурная схема адаптивного временного ЯМР-расходомера  

с коррекцией характеристики по индукции поля анализатора: 
1 – магниты анализатора и поляризатора; 2 – кювета поляризатора;  

3, 4, 5 – катушки отметки, регистрации и модуляции соответственно;  
6 – генератор нутации; 7 – спиновый детектор; 8 – устройство автопоиска  
и стабилизации резонансных условий; 9, 10 – генераторы модуляции  

и синхронизации соответственно; 11 – синхронный детектор;  
12 – удвоитель частоты; 13 – фазовый детектор; 14 – ДРУ; 15 – АЦП;  

16 – преобразователь Холла; 17 – преобразователь 1/Х; 18 – электронный блок ДХ;  
19 – ЦАП; 20 – микроконтроллер; 21 – схема адаптивного усреднения 

 
Напряжение, от которого начинается скани-

рование, определяется по выходу магнитометра 
Холла через цифроаналоговый преобразователь 
(ЦАП) контроллером. В момент прохождения ре-
зонансных условий tпр срабатывает ДРУ и система 
переходит в режим автоподстройки, т. е. напряже-
ние, управляющее частотой генерации спинового 

детектора, начинает характеризоваться индукцией 
поля анализатора. Аналогово-цифровой преобра-
зователь (АЦП) преобразовывает в цифровую 
форму напряжение с выхода электронного блока 
ДХ и подает данные на микроконтроллер. 

Процесс измерения расхода стандартен для 
меточных ЯМР-расходомеров временного типа.
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Рис. 2. Диаграммы адаптивного временного ЯМР-расходомера:  

UСД, UДРУ, UФД, UФП, UГС, UПФ – напряжения на выходах синхронного детектора, детектора резонансных  
условий, фазового детектора, функционального преобразователя, генератора синхронизации  

и полосового фильтра соответственно; KПФ – амплитудно-частотные характеристики 
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Импульсы напряжения генератора синхрони-
зации периодически включают генератор нута-
ции, что изменяет направление намагниченности 
под воздействием резонансного поля нутации и 
создает в потоке метки ЯМР. Фазовый сдвиг ϕ 
между сигналами генератора нутации и синхрон-
ного детектора, характеризующий движение мет-
ки, связан с расходом следующим соотношением: 

( )
2

2 3и
0

и

2 ; ; R LQ a f
T

− −π
= + + ϕ ϕ

ϕ
… ,   (1) 

где Lи – длина измерительного участка; Tи – 
период следования импульсов отметки. Третье 
слагаемое в (1) описывает нелинейность, воз-
никающую из-за неравенства скорости метки и 
средней скорости потока. 

Фазовый детектор преобразует сдвиг фаз в 
напряжение, управляющее аналоговым преоб-
разователем 1/Х, выходное напряжение которо-
го примерно пропорционально расходу. Это 
напряжение поступает на АЦП и в микрокон-
троллер. Температурная коррекция характери-
стики преобразователя осуществляется микро-
контроллером по сигналу с датчика Холла. 

Снижение случайных погрешностей изме-
рения расхода, обусловленных шумами в трак-
те регистрации, для меточных ЯМР-расходоме-
ров временного типа достигается применением 
адаптивной частоты отметки и полосы пропус-
кания канала регистрации к скорости жидкости. 
Погрешность определения информативного па-
раметра связана с напряжением шумов в тракте 
регистрации: 

ш
пер   

At
dA dt

δ = ,  (2) 

где Aш – амплитуда шумовых флуктуаций сигна-
ла; dA / dt – скорость изменения интенсивности в 
момент регистрации отметки. 

Случайная погрешность, возникающая при 
измерении расхода, характеризуется погрешно-
стью информативного параметра: 

( )
пер ш и

пер и у пер у

2
  

t A TQ
Q t t dA dt

δδ π
≈ =

ω τ τ
,   (3) 

где ωи – частота импульсов; τу – время усред-
нения расхода. 

Скорость изменения интенсивности сигнала 
ЯМР зависит от длины катушки регистрации и 
функции распределения частиц по скоростям. 
Для идеального случая, когда скорость по сече-
нию трубопровода является постоянной 

а шA W A CWdA
dt l l

= = ,          (4) 

где Aа – амплитуда сигнала метки; W – скорость 
метки; l – длина измерительного участка;  
С = Aа / Aш – отношение сигнала к шуму. 

Распределение скоростей по сечению тру-
бопровода уменьшает dA / dt по сравнению с 
величиной, задаваемой (4). Значение dA / dt 
можно получить из напряжения, характери-
зующего движение метки: 
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При постоянной частоте отметки случайные 
погрешности временного расходомера растут с 
увеличением расхода, а нижний предел задает-
ся условием Qmin = (V5 + V6) / Tи, которое выте-
кает из требования однозначности показаний 
Tи ≥ tпер, справедливого для меточных расходо-
меров. Идея адаптивного расходомера состоит 
в повышении частоты отметки пропорциональ-
но расходу жидкости и в соответствующем из-
менении полосы пропускания канала регистра-
ции при соблюдении условия однозначности, 
что, согласно (5), повышает точность измере-
ний. Сигнал каждого одиночного акта измере-
ния может быть использован для оптимальной 
настройки системы регистрации при следую-
щих измерениях. Такой учет предыстории в 
реальных системах возможен в связи с ограни-
ченной скоростью изменения расхода. 

Структурная схема адаптивного меточного 
ЯМР-расходомера временного типа с адаптаци-
ей частоты отметки и полосы пропускания кана-
ла регистрации к расходу приведена на рис. 1, а 
временные диаграммы его работы – на рис. 2.  

Устройство работает следующим образом. 
Измеряемая жидкость поступает в магнитное 
поле поляризатора, затем проходит катушку ну-
тации и попадает в анализатор. В момент вклю-
чения прибора из-за расстройки резонансных 
условий в анализаторе сигнал ЯМР на выходе 
спинового детектора отсутствует, на выходе 
синхронного детектора (СД) напряжение близко 
к нулю, при этом не превышается порог сраба-
тывания ДРУ, а на его выходе устанавливается 
высокий потенциал, соответствующий рас-
стройке резонансных условий в анализаторе. 
ДРУ сканирует частоту генерации спинового 
детектора пилообразным напряжением и одно-
временно принудительно устанавливает высокое 
напряжение, соответствующее минимальным 
расходам, на выходе фазового детектора. Функ-
циональный преобразователь переключается в 
состояние с низким потенциалом и устанавлива-
ет частоту Fм генератора синхронизации и поло-
су пропускания регулируемого полосового 
фильтра, амплитудно-частотная характеристика 
(АЧХ) которого согласуется с частотой отметки. 

В момент прохождения резонансных условий tпр 
на выходе ДРУ появляется низкий потенциал,  
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устройство автопоиска переключается в режим 
стабилизации, а управляющий вход фазового де-
тектора не оказывает воздействия на его выход, т. 
е. напряжение фазового детектора определяется 
разностью фаз между сигналами с генератора син-
хронизации и регулируемого полосового фильтра. 
Начинается измерение расхода. Генератор син-
хронизации включает и выключает генератор 
нутации, обеспечивая периодическое измене-
ние намагниченности жидкости под воздейст-
вием резонансного поля катушки нутации. 

Таким образом, в потоке создаются метки 
ЯМР, регистрация которых осуществляется в 
анализаторе модуляционным методом. 

.При малом расходе из-за большого време-
ни распространения метки по измерительному 
участку наблюдается значительный сдвиг фаз 
между сигналами с генератора синхронизации и 
регулируемого полосового фильтра, сохраняют-
ся состояние функционального преобразователя, 
частота отметки Fм, задаваемая генератором 
синхронизации и полосовым фильтром, реали-
зованном на микроконтроллере. Увеличение 
расхода снижает информативный фазовый 
сдвиг. При этом уменьшается напряжение на 
выходе фазового детектора и переключается 
функциональный преобразователь, одновремен-
но изменяя на Fб частоту отметки и АЧХ поло-
сового фильтра, оставляя неизменной ширину 
полосы его пропускания ΔF. Время адаптации 
системы регистрации не превышает периода от-
метки после изменения расхода. Схема измере-
ния преобразует напряжение фазового детектора 
в расход и производит индикацию значения рас-
хода. Это взаимодействие между блоками со-
храняется при любых изменениях расхода. 

Функциональный преобразователь представ-
ляет собой последовательно соединенные преоб-
разователь напряжения 1/Х, который выполнен на 
основе аналоговых перемножителей, параллель-
ный АЦП и схему смещения уровня или дешифра-
тор, обеспечивающие управление генератором син-
хронизации и регулируемым полосовым фильтром. 
Для расходомера с двумя частотами отметки в ка-
честве функционального преобразователя можно 
использовать инвертирующий триггер Шмитта. 

Детектор резонансных условий представляет 
собой пиковый детектор с постоянной времени, 
превышающей период отметки, и компаратор.  
В качестве фильтров с регулируемой полосой 
пропускания оптимальными являются адаптив-
ные фильтры, которые обладают стабильными 
фазовыми характеристиками и не вносят дополни-
тельных погрешностей измерения расхода, обу-
словленных дрейфом фазовых сдвигов в тракте. 

Устойчивость адаптивного расходомера оп-
ределяется максимально возможной скоростью 
изменения расхода. Условием однозначности по-
казаний является необходимость того, чтобы ин-
формативный фазовый сдвиг не превышал 360°. 

Граничный расход, соответствующий пере-
ключению частоты отметки, отличается от ниж-
него предела измерений, задаваемого условием 
однозначности, на величину изменения расхода 
за период отметки. Для двух частот отметки: 

dt
dQFFLRQ 1

бби
2

пер
−+π= .      (6) 

Реальная скорость изменения расхода в 
гидравлических трактах технологических про-
цессов, например процессов подготовки аминов, 
требует превышения второго слагаемого в (6) 
над первым в 3–4 раза. 

Заключение. По сравнению с меточными 
расходомерами частотного типа разработанный 
адаптивный измеритель обеспечивает повы-
шенную точность измерений за счет сужения 
полосы пропускания канала регистрации; в срав-
нении с временными к увеличению точности на 
больших расходах приводит рост частоты от-
метки. Применение адаптивной системы реги-
страции в измерителе расхода без увеличения 
времени усреднения в 4 раза уменьшило слу-
чайные погрешности и обеспечило повышение 
точности до 1% при времени измерения 3 с для 
двух частот отметки (1 и 4 Гц). 

Разработка термостабильных систем изме-
рительных преобразователей на постоянных 
магнитах, реализующих компенсацию влияния 
температуры на индукцию поля анализатора в 
зазоре магнитной системы, достаточно сложна, 
ввиду этого целесообразно использовать схемы 
на основе измерителей сдвига индукции. 

Введение контура стабилизации с коррек-
цией характеристики по индукции поля анали-
затора позволяет сократить погрешности, воз-
никающие при смене режимов течения, и по-
грешности, связанные с изменением релакса-
ционных показателей технологических сред. 
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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИНФОРМАТИВНОГО ПАРАМЕТРА  

МЕТОЧНОГО ЯМР-РАСХОДОМЕРА ПО СПЕКТРАЛЬНОМУ  
РАЗЛОЖЕНИЮ НАМАГНИЧЕННОСТИ ПРИ ДВИЖЕНИИ МЕТКИ  

ПО ИЗМЕРИТЕЛЬНОМУ УЧАСТКУ 
In article are touched questions, connected with actual methods of the analysis of the information 

parameter marks  flowmeter. The Executed studies have allowed to work out the practical recommen-
dations for making the methods of the determination worker parameter marks NMR flowmeter on spec-
tral decomposition magnet when moving the mark on measuring area. The Designed way enables to rea-
lize the determination an worker parameter with minimization of inaccuracy, which can contribute such 
factors as change the mode of the current of the flow, the temperature measured to liquids, as well as 
time to relaxations. Use the broughted methods can be of interest when making marks  flowmeter  of 
the different types: heat, electromagnetic, inductions and others. 

Введение. Меточный ЯМР-расходомер 
временного типа (рис. 1) работает следующим 
образом. Измеряемая жидкость поляризуется в 
кюветах 2 полями магнитов 1, после чего по 
транспортному участку поступает в катушку 
отметки 4, расположенную в поле магнитов 3. 
Отметка инверсией осуществляется импульса-
ми радиочастотного поля. Регистрация намаг-
ниченности с целью определения времени 
распространения метки ЯМР по измеритель-
ному участку производится модуляционным 
методом в катушке 6, расположенной в поле 
магнитов анализатора 5. Поле модуляции соз-
дают катушки 7 [1]. При разработке меточных 
ЯМР-расходомеров существует проблема 
оценки информативного параметра.  

Основная часть. Поскольку интенсивность 
сигнала в катушке регистрации без учета насы-
щения в первом приближении пропорциональна 
намагниченности жидкости, то следует получить  
 

выражение для намагниченности в анализаторе. 
Примем, что индукции Bп1, Bп2, Ba направлены по 
оси 0z (рис. 1), а жидкость движется по оси 0x. 
Процесс намагничивания описывается уравне-
ниями Блоха, в которых можно пренебречь дей-
ствием радиочастотных полей c равновесным 
значением намагниченности, зависящим от x, так 
как B0 = B(x) (рис. 1), т. е. M0  = χ0B0 = χ0B(x). При 
отметке инверсией намагниченности в разных 
сечениях гидравлического тракта имеют вид 
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Рис. 1. Структурная схема ЯМР-расходомера временного типа: 

1, 2 – магниты и кюветы поляризаторов соответственно; 3 – магниты отметки;  
4 – катушка отметки; 5 – магниты анализатора; 6 – катушка регистрации;  

7 – катушки модуляции;  8 – генератор синхронизации; 9 – генератор нутации;  
10 – спиновый детектор; 11 – генератор модуляции; 12 – устройство преобразования и индикации;  

13 – фазовый детектор; 14 – блок фильтрации импульсов отметки; 15 – синхронный детектор 
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где Bп1, Bп2, Ba – индукции полей поляризаторов 
и анализатора соответственно; V3, V4 – объемы 
транспортных участков; V5, V6 – объемы изме-
рительного участка вне и в поле анализатора 
соответственно; Vп1, Vп2 – объемы поляризато-
ров; Mп – амплитуда метки. Верхние знаки  
в (4)–(7) соответствуют объемам с неинверти-
рованной намагниченностью, нижние – с ин-
вертированной. Единицы измерения исполь-
зуемых в расчетах величин: объемы – см3; 
расход – л/ч; индукции полей – Гс; время ре-
лаксации – с; намагниченность – Гс. Расчет на-
магниченностей в характерных точках гидрав-
лического тракта первичного преобразователя 
позволяет получить диапазон измеряемых рас-
ходов, но не дает величины погрешностей. 

Оценку погрешностей можно проводить по 
информативному параметру, которым в меточ-
ных расходомерах является время перемещения 
метки по измерительному участку. Одним из 
возможных методов определения этого време-
ни следует считать спектральный анализ дви-
жения метки [2]. Рассмотрим методику на при-
мере расходомера, представленного на рис. 1. 
Пусть отметка производится инверсией намаг-
ниченности импульсами радиочастотного поля 
катушки нутации со скважностью 2. Используя 
разложение в ряд Фурье, с учетом (1)–(4) полу-
чаем намагниченность в сечении отметки: 
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где n – номер гармоники в разложении импуль-
сов намагниченности в ряд Фурье; ωи – частота 
импульсов отметки; t – интервал времени от 
момента отметки.  

С учетом распределения скоростей и до-
магничивания на измерительном участке зави-
симость от времени намагниченности в объеме 
регистрации имеет вид  
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где Vк.р – объем катушки регистрации; Sи – пло-
щадь поперечного сечения трубопровода на 
измерительном участке; W(r) – распределение 
скоростей. 

Первое слагаемое в (9) дает постоянную со-
ставляющую намагниченности в объеме ка-
тушки регистрации из-за домагничивания в 
анализаторе, второе – переменную, характери-
зующую движение метки: 
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        (10) 

где Kи – коэффициент пропорциональности. 
Поле анализатора не влияет на переменную 

часть намагниченности и (10), т. е. домагничи-
вание на измерительном участке не оказывает 
воздействия на информативный параметр. Под-
ставляя в (10) распределения скоростей для 
разных режимов течения, получаем выражения 
для метки при ламинарном и турбулентном по-
токах. Время перемещения метки по измери-
тельному участку определяется из уравнения  

u(t) = Ag,    (11) 
где Ag – уровень срабатывания. 

В ЯМР-расходомерах критерием прихода 
фронта метки в катушку регистрации является 
u(t) = 0. Приравнивая к нулю (10), получаем 
уравнения для расчета информативного пара-
метра.  

Расчет временных диаграмм метки ЯМР для 
разных расходов проведен в пакете Matlab. На 
рис. 2 приведены рассчитанные временные 
диаграммы метки для разных расходов при ла-
минарном и турбулентном потоках для расхо-
домеров с гидравлическим трактом в виде ци-
линдрического прямого трубопровода. 

Метки ЯМР ставятся в нулевой момент 
времени. Момент пересечения фронта метки  
с осью времени является информативным па-
раметром. Расположения фронтов меток при 
ламинарном и турбулентном режимах не сов-
падают. На малых расходах присутствует набег 
фаз – фаза предыдущего импульса фиксируется 
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после установки последующей метки. Это яв-
ление указывает на сложность измерения ма-
лых диапазонов расходов методом ЯМР, что 
критично при конструировании расходомеров 
малых расходов [3]. 

Численное решение уравнений для опреде-
ления времени перемещения метки ЯМР осу-
ществлялось методом дихотомии. Погрешность 
вычисленного значения информативного пара-
метра до 0,2% обеспечивалась при 500 шагах 
разбиения радиуса трубопровода с учетом гар-
монических составляющих метки с частотой,  
в 600 раз большей частоты отметки. 

Значительные несовпадения информативных 
параметров при ламинарном и турбулентном 
потоках приводят к большим погрешностям 
при смене режима течения. Относительные 
погрешности при смене режима течения дос-
тигают 30%. Большая часть расходов прихо-
дится на участок с турбулентным режимом 
течения. Несовпадение времени перемещения 
метки наблюдается и с изменением времени 
релаксации жидкости, что вызывает появление 
релаксационных погрешностей ЯМР-расходо-
меров. На погрешности для турбулентного 
режима изменения T1 особого влияния не ока-
зывают (до 3% при минимальных расходе  
и T1), релаксационные погрешности имеют 
максимум при малых скоростях. Изменения T1 
оказывают влияние для ламинарного режима 
(до 12% при минимальных расходе и T1),  
погрешности имеют максимум при малых ско-
ростях. Исходя из этого появляется необходи-
мость компенсации релаксационных погреш-
ностей для малых расходов. 

При построении систем управления осо-
бую роль играет информация о динамических  
 

характеристиках измерительных преобразова-
телей. Информативным параметром, по кото-
рому определяется расход жидкости, является 
время перемещения метки ЯМР по измери-
тельному участку расходомера от момента по-
становки метки до момента регистрации.  
В идеальном случае (отсутствие искажений 
формы метки, связанных с режимом течения и 
T1 среды): 

( ) 1
65 п

−+= tVVQ .   (12) 

На tп оказывают влияние многие факторы. 
При определении статических характеристик 
необходимо учитывать и компенсировать 
влияние тех факторов, которые вносят наи-
больший вклад в погрешность измерения ин-
формативного параметра. Статическая харак-
теристика как функция расхода от (tп)–1 
получена методом наименьших квадратов 
(МНК) для различных степеней аппроксими-
рующего многочлена по расчетным данным. 
Для определения необходимой степени ап-
проксимирующего многочлена применяются 
аппроксимирующие многочлены до десятой 
степени. По квадратичной погрешности оце-
нивалась ошибка аппроксимации: 

12
апр )( −∑ −=Δ nQQ

n
n n

,   (13) 

где Qапр  – расход по аппроксимирующему по-
линому; n – количество точек измерения. 

Результатом оценки является вывод о дос-
таточности использования полиномов четвер-
того порядка для описания процесса:  
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0 1 п 2 п 3 п 4 пQ a a t a t a t a t− − − −= + + + + ,  (14) 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

Ламинарный Турбулентный

t, с

U, отн. ед

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1-1

-0,8

-0,6
-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8
1

t, с

U, отн. ед

23

4

6
5

7

4

1

 
Рис. 2. Метки ЯМР при ламинарном и турбулентном режимах (Vп1 = 50 см3; V3 = V5 = 0; Vп2 = 40 см3; 

V4 = 3,14 см3; V6 = 9,4 см3; Ba = 2800 Гс; ωи = 2π рад/с; Vкр = 3,14 см3; D = 20 мм;  T1 = 3,5 c; рад/с): 
1–7 отвечают расходам 0,0085; 0,0091; 0,013; 0,02; 0,05; 0,30; 1,94 л/с соответственно 
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где а0, а1, а2, а3, а4 – коэффициенты аппрокси-
мирующего полинома. 

Статическая характеристика носит нели-
нейный характер даже при неизменном режиме 
течения. При выводе передаточной функции 
необходимо учитывать работу в диапазоне рас-
ходов, охватывающем разные режимы, для ко-
торых характерно существенное изменение ко-
эффициентов аппроксимирующего полинома, 
что вносит дополнительный вклад в нелиней-
ность передаточной функции. Для статической 
линеаризации получим 

п

1 2 3
1 2 п 3 п 4 п1 2 3 4dQ a a t a t a t

dt
− − −

− = + + +         (15) 

и учтем, что измеряемый диапазон состоит из 
двух участков с ламинарным и турбулентным 
течением, которые имеют свои коэффициенты 
полинома 
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  (16)  

где ахл, ахт – коэффициенты аппроксимирующих 
полиномов в (14) для ламинарного и турбу-
лентного режимов течения, выбираемые для 
соответствующих T1; tп. кр – время перемещения 
метки, соответствующее критическому расходу 
и определяемое по (14) и известному критиче-
скому расходу. 

Измерение расхода связано с временем рас-
пространения метки. Информация о расходе по-
ступает с запаздыванием на измерительном уча-
стке, которое обусловлено расходом. Это 
запаздывание лежит в диапазоне от миллисекунд 
до секунды, т. е. в передаточную функцию пре-
образователя расхода входит звено с перемен-
ным запаздыванием. На время запаздывания 
влияют свойства жидкости и режимы течения. 
Используя аппроксимацию зависимости времени 
перемещения метки от расхода по МНК, опреде-
ляем коэффициенты полинома, описывающего 
запаздывание. Оценка ошибки обосновывает ис-
пользование для аппроксимации запаздывания 
полиномов четвертого порядка: 

( ) 14
4

2
210п ...

−
++++=τ QbQbQbb , (17) 

где b0, b1, b2, b3, b4 – коэффициенты аппрокси-
мирующих полиномов для ламинарного и тур-
булентного режимов течения, выбираемые для 
соответствующих T1. 

Передаточная функция по каналу время пе-
ремещения метки – расход представляется в виде 

п

п

а 1 e pdQW ( p )
dt

−τ
−= .   (18) 

Из амплитудофазочастотных характеристик 
(АФЧХ), построенных по (18) для ламинарного 

и турбулентного режимов течения, видно, что 
одним и тем же частотам соответствует разный 
сдвиг фаз метки ЯМР, поэтому малоинерцион-
ные системы с меточными преобразователями 
могут быть неустойчивыми. 

Описание процессов, влияющих на скорость 
перемещения метки ЯМР, с помощью спек-
трального анализа функции намагниченности 
отдельных элементов жидкости с последую-
щим синтезом интегральной намагниченно-
сти позволяет провести расчет информатив-
ного параметра, но занимает много времени 
для вычисления. 

Интерес представляет интегральная оценка 
информативного параметра и сравнение полу-
ченных на ее основе результатов со значения-
ми, вытекающими из (8)–(11). Введем величину 
нормированной относительно максимально 
возможной в потоке намагниченности, инфор-
мирующей о метке ЯМР: 

( ) ( ) ( )
max

п
норм

,,
M

drrSrMdrrM = ,           (19) 

где Mп(r) – амплитуда метки для слоя на рас-
стоянии r от центра трубопровода; S(r, dr) – 
площадь кольца толщиной dr на раcстоянии r; 
Mmax – максимальная амплитуда метки.  

С учетом (1)–(7) определим скорость метки 
ЯМР, принимая во внимание весовой вклад  
в результирующую метку нормированной пе-
ременной намагниченности слоя жидкости, 
представленной в (19): 

( ) ( )норм
ЯМР 2

0

,R M r dr W r
W

R
=

π∫ .  (20) 

Из (20) следует равенство средней скорости 
потока и скорости метки ЯМР при большом T1 
или постоянстве скорости среды по сечению. 
Полное перемешивание жидкости на транс-
портном участке, обеспечивающее равномер-
ную по сечению намагниченность на входе  
в катушку отметки, можно учесть условием 
V4 = 0. Время прохождения меткой ЯМР изме-
рительного участка: 

( ) 1
ЯМР

2
65п )(

−
π+= WRVVt .       (21) 

Заключение. Релаксационные погрешности 
исследовались на воде и водных растворах 
медного купороса, моделирующих T1. Погреш-
ности смены режима течения оценивались 
сравнением зависимостей информативного па-
раметра от расхода при разных температурах. 
Подбор вязкости изменением температуры 
обеспечивает перемещение переходного режи-
ма от 20 до 7000 л/ч. Релаксационными по-
грешностями, связанными с зависимостью T1 от 
температуры, можно пренебречь из-за незначи-
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тельности по сравнению с погрешностями сме-
ны режима течения. 

Экспериментальные значения оказались ни-
же расчетных в 2–5 раз, что объясняется малой 
длиной транспортного и измерительного участ-
ков по сравнению с длиной начального участка, 
на котором происходит развитие ламинарного 
или турбулентного течения. Совпадение с экспе-
риментом получено при суммарной длине транс-
портного и измерительного участков, в 2–5 раз 
превышающей внутренний диаметр. 

Процессы, протекающие в меточном ЯМР-
расходомере, аналогичны процессам для всех 
типов расходомеров, измеряющих в качестве 
информативного параметра время распростра-
нения метки (радиационные, ионизационные, 
тепловые и т. д.), поэтому методику расчета 
информативного параметра и передаточной 
функции можно распространить на все меточ-
ные расходомеры с затухающей меткой. 
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СПОСОБ РАСЧЕТА РАЗДЕЛЕНИЯ СПИРТОВЫХ СМЕСЕЙ  
И ОЦЕНКА КАЧЕСТВА СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

The way of adaptation of a method of modelling of multicomponent rectification «from a plate to a 
plate» for calculation of division alcohol multicomponent mixes is offered. The given way allows to re-
duce analytical dynamic models, models aperiodic a link of the second order and a link of delay that has 
allowed to receive transfer functions for calculation of parameters of quality of process of rectification. 
The analysis of the received transfer functions for the various substances included in made spirit and vari-
ous modes of productivity of installation which has shown that essentially distinguished factors of transfer 
are observed carried out. It causes application of a circuit of adaptation of factor of amplification in system 
of automatic control. For an estimation of quality of management rectification installations from a position 
of quality management of a product and economy of power resources the generalized criterion is offered. 

Введение. Теория ректификации много-
компонентных смесей разрабатывалась доста-
точно интенсивно. Широко известны методика 
Тиле и Геддеса – «способ независимого опре-
деления концентраций», а также методика 
Льюиса и Матисона – «от тарелки к тарелке». 

В методике Тиле и Геддеса в качестве неза-
висимых переменных берутся температуры на 
тарелках колонны. Метод Льюиса и Матисона 
отличается тем, что в качестве независимых 
переменных выбирается распределение каждо-
го компонента между дистиллятом и кубовым 
продуктом. 

Метод Льюиса – Матисона с большим тру-
дом обеспечивает сходимость вычислений и тре-
бует применения специальных процедур (блоки-
ровка, отслеживание значений переменных и др.). 

Описанные способы разработаны для ис-
пользования в нефтехимической, химической 
отраслях промышленности, где содержания 
компонентов в разделяемых смесях сопостави-
мы друг с другом. В спиртовой промышленно-
сти перерабатываются смеси, в которых  
в большой степени присутствует этанол и вода, 
а остальные компоненты являются примесными 
и содержатся в малом количестве. Большое 
различие в характерах и свойствах смесей на-
блюдается для верхнего и нижнего продуктов 
колонны. Эфироальдегидная фракция может 
содержать около 30% примесных компонентов 
при содержании этилового спирта также 30%,  
а содержание примесных компонентов в гото-
вом продукте должно быть мизерным [1], не бо-
лее нескольких миллиграммов на литр. Приме-
нение описанных методов к спиртовым смесям 
не всегда приводит к сходимости вычислений. 

Поэтому осуществляются попытки адапти-
ровать уже известные способы расчета ректи-
фикации многокомпонентных смесей для  
расчета разделения спиртовых многокомпо-
нентных смесей. 

Основная часть. Математическая модель 
массообменного процесса на тарелке колонны 
брагоректификационной установки (БРУ) име-
ет следующий вид [2]: 

1
i

i i
dM L L
dt += − , 1 ,i iG G− =  

1 1 1 1( ) ( ),L,i
i i L ,i L ,i i G ,i G ,i

d
М L G

dt + + − −

Θ
= Θ −Θ + Θ −Θ  

( ) ( )
1( ) ( ) ( ( ))( 1).i iR t R t*

G,i G,i G L,it t e t e−Θ = Θ −Θ Θ −   

Общий коэффициент массопередачи опре-
деляется по формуле 

1i
i

yi xi

SK m=
+

β β

, 

где S – эффективная площадь тарелки; βyi – ча-
стный коэффициент массоотдачи в паровой фа-
зе; mi – коэффициент, учитывающий равновесие  
в системе «этиловый спирт – вода»; βxi – част-
ный коэффициент массоотдачи в жидкой фазе. 

Коэффициенты βyi, βxi используются для 
корректировки модели или, точнее, для «при-
вязки» ее к реальному объекту. 

Для повышения точности расчета коэффици-
ента массопередачи предлагается следующая мо-
дель вычисления коэффициентов массоотдачи: 

2
1 2 3β ,yi i iG G= α + α + α  

4 5β ,xi iL= α + α  

где  α1, α2, α3, α4, α5 – настроечные коэффи-
циенты. 

Тепловая модель процесса брагоректифика-
ции в дифференциальной форме имеет вид 

1 1 ( ) ( )i i i i
dlS G L L l G l
dt − += + − − , 

( )
p p

d lTC S C
dt

ρ = ρ ×  

1 1 1 1 ( ) ( ) ,i G ,i i L ,i i L ,i i G ,iG T L T L l T G l T− − + +× + − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

где ρ – плотность жидкости; Сp – теплоемкость 
при постоянном давлении; Т – температура 
жидкости на тарелке. 
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Таблица 
Коэффициенты передачи и постоянные времени тарелок бражной колонны 

Максимальный режим  
производительности БРУ 

Номинальный режим  
производительности БРУ 

Минимальный режим  
производительности БРУ 

Ki Ti Ki Ti Ki Ti 
0,18 0,08 0,20 0,08 0,27 0,09 
0,19 0,08 0,25 0,08 0,29 0,09 
0,21 0,08 0,30 0,08 0,31 0,09 
0,25 0,08 0,35 0,08 0,37 0,09 
0,27 0,08 0,40 0,08 0,44 0,09 
0,29 0,10 0,45 0,09 0,51 0,10 
0,33 0,10 0,50 0,09 0,58 0,10 
0,36 0,10 0,55 0,09 0,64 0,10 
0,39 0,10 0,60 0,09 0,71 0,10 
0,42 0,10 0,65 0,09 0,78 0,10 
0,52 0,16 0,70 0,09 0,85 0,11 
0,60 0,16 0,75 0,09 0,91 0,11 
0,70 0,19 0,80 0,09 0,99 0,11 
0,75 0,20 1,00 0,09 1,00 0,11 
0,80 0,20 1,00 0,09 1,30 0,11 
0,90 0,26 1,00 0,09 1,35 0,11 
1,05 0,27 1,00 0,10 1,35 0,15 
1,50 0,27 1,00 0,11 1,35 0,16 
1,90 0,28 1,40 0,12 1,36 0,17 
1,90 0,28 1,50 0,13 1,37 0,18 
2,40 0,09 1,60 0,14 1,38 0,19 
2,51 0,10 1,70 0,15 1,40 0,20 
2,54 0,13 1,90 0,20 1,45 0,30 
2,60 0,16 2,00 0,25 1,50 0,35 
3,82 0,20 2,80 0,30 1,60 0,40 
4,89 0,23 2,90 0,35 1,79 0,45 
5,16 0,26 3,32 0,40 2,48 0,55 
5,24 0,29 3,45 0,45 2,66 0,80 
5,28 0,33 3,50 0,50 2,73 0,90 

 
Пользуясь уравнениями тепло- и массооб-

мена и методикой получения передаточных 
функций по основным каналам управления [2], 
были рассчитаны коэффициенты усиления  
и постоянные времени для каждой тарелки ко-
лонн БРУ. Коэффициенты усиления и постоян-
ные времени тепло- и массообменного процесса 
ректификации для трех режимов производи-
тельности БРУ приведены в таблице. 

Аналитическую модель динамики тепло- и 
массообменного процесса в колонне можно 
представить цепочкой апериодических звень-
ев с разными коэффициентами. На рис. 1 по-
казана аналитическая модель динамики теп-
ло- и массообменного процесса бражной 
колонны БРУ. 

 
На рис. 2 отражена переходная характери-

стика, полученная в результате подачи на вход 
аналитической модели динамики тепло- и мас-
сообменного процесса единичного ступенчато-
го сигнала u(t) = 1 (для трех режимов произво-
дительности БРУ). 

Данные аналитические модели можно реду-
цировать моделями апериодического звена вто-
рого порядка и звена запаздывания.  

Апериодическое звено второго порядка и звено 
запаздывания описываются дифференциальным 
уравнениям второго порядка с запаздыванием. 
Редуцированная модель примет следующий вид: 

2 ( ) ( ) ( ) ( )./ //r r
r r r r

d y t dy tT T y t Ku t
dt dt

+ + = − τ   (1)

 

 
Рис. 1. Аналитическая модель динамики тепло- и массообменного процесса: 

K1–K29 – коэффициенты передачи; Т1–Т29 – постоянные времени;  
u – входная величина; y – выходная величина 

u 
 T1p + 1             T2p + 1                             T29p + 1 

    K1                           K2                                                 K29                y 
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а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Переходная характеристика: 
а – максимальный режим;  
б – номинальный режим;  
в – минимальный режим 

 
Передаточная функция редуцированной 

модели выглядит следующим образом: 

2( )
1

r p
r / //

r r

KW p e .
Т p Т p

−τ=
+ +

 (2) 

Преобразуем уравнение (1) к следующему 
виду: 

2 ( ) ( )1 ( ) ( )//r r
r r r/

r

d y t dy tKu t T y t .
dt dtT

⎡ ⎤= − τ − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3) 

Из уравнения (3) выразим yr(t): 

( )1( ) ( ) ( )// r
r r r r/

r

dy ty t Ku t T y t dt.
dtT

⎡ ⎤= − τ − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫∫  (4) 

Подадим на вход модели единичное сту-
пенчатое воздействие u(t) = 1. Запишем функ-
цию ошибок F в виде 

[ ]
2

1
( ) ( ) ,

i N

i r i
i

F y t y t
=

=

= −∑   (5) 

где N – число разбиений по оси t. 
Для получения K, T/

r и T//
r, при которых F 

является минимальной, применяются необхо-
димые условия минимума: 

0,

0,

0

/
r

//
r

F
K
F
T
F .

T

∂⎧ =⎪ ∂⎪
∂⎪ =⎨∂⎪

⎪ ∂
=⎪∂⎩

   (6) 

Решая систему уравнений (6), получим зна-
чения K, T/

r и T//
r. 

Запишем передаточную функцию редуци-
рованной модели для бражной колонны БРУ 
(по концентрации этилового спирта) и настро-
ечные коэффициенты α для трех режимов про-
изводительности: 

1) максимальный режим производительно-
сти БРУ: 

3,12
2
0,19( , ) ,

0,59 1,31 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

 

α1 = 1,13, α2 = 1,73, α3 = 3,86,  
α4 = 1,57, α5 = 59,64; 

2) номинальный режим производительно- 
сти БРУ: 

3,12
2
0,3( , ) ,

0,63 1,6 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

 

α1 = 1,03, α2 = 1,67, α3 = 2,33,  
α4 = 8,32, α5 = 60,54; 

3) минимальный режим производительно-
сти БРУ: 

3,12
2
0,41( , ) ,

0,79 2,2 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

 

α1 = 1,13, α2 = 1,57, α3 = 2,81,  
α4 = 1,32, α5 = 67,92. 

Анализ параметров передаточных функций 
показывает, что значительно отличаются они 
лишь по величине коэффициента передачи. Ес-
ли коэффициент передачи модели по номи-
нальному режиму производительности БРУ 
взять в качестве номинального (Kн), тогда ко-
эффициент передачи модели по максимальному 
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режиму производительности будет Kmax ≈ 0,71Kн, 
а для модели по минимальному режиму произ-
водительности – Kmin ≈ 1,48Kн. 

Для нахождения передаточных функций ре-
дуцированной модели по концентрациям ук-
сусного альдегида, сивушного масла, уксусно-
этилового эфира, метилового спирта, свобод-
ных кислот воспользуемся уравнениями (1)–(6). 
По всем этим веществам будут отличные коэф-
фициенты массопередачи. 

Передаточная функция редуцированной 
модели для ректификационной колонны БРУ 
при номинальном режиме производительности 
выглядит следующим образом: 

1) по концентрации уксусного альдегида: 

8,85
2
0,38( , )

10,5 3,2 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

; 

2) по концентрации сивушного масла: 

7,63
2
0,15( , )

2,3 1,5 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

; 

3) по концентрации уксусно-этилового эфира: 

8,97
2

0,35( , )
8,1 2,7 1

p
rW p e

p p
−α =

+ +
; 

4) по концентрации метилового спирта: 

9,15
2
0,21( , )

4,2 3,9 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

; 

5) по концентрации свободных кислот: 

9,25
2
0,42( , )

2,2 1,6 1
p

rW p e
p p

−α =
+ +

. 

Анализируя полученные передаточные 
функции редуцированных моделей по вещест-
вам, можно отметить, что они существенно 
отличаются по коэффициентам передачи. На-
пример, если в качестве номинального коэф-
фициента передачи (Kн) взять коэффициент 
передачи редуцированной модели по концен-
трации этилового спирта Kн ≈ Kэ.с, то осталь-
ные коэффициенты передачи можно записать 
так: по концентрации уксусного альдегида:  
Kу.а ≈ 1,5Kн; по концентрации сивушного масла 
Kс.м ≈ 0,6Kн; по концентрации уксусно-этило-
вого эфира Kу.э ≈ 1,4Kн; по концентрации ме-
тилового спирта Kм.с ≈ 0,8Kн; по концентрации 
свободных кислот Kс.к ≈ 1,6Kн. 

Проведенный анализ современного состоя-
ния исследований и уровня автоматизации тех-
нологического процесса (ТП) ректификации  
в производстве ректификованного пищевого 
этилового спирта (ЭС) показал, что в опубли-
кованных ранее исследованиях отсутствует 
обобщенный критерий для оценки качества 
управления БРУ в динамических режимах. 

Для оценки качества управления БРУ в ди-
намических режимах и экономии энергоресур-
сов предлагается использовать обобщенный 
критерий (I(q, t)): 
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⎥

∫  

где t – время; x1(t) – массовая концентрация 
альдегидов в пересчете на уксусный в безвод-
ном спирте, мг/дм3; x1d – допустимая массовая 
концентрация альдегидов в пересчете на уксус-
ный в безводном спирте, мг/дм3; x2(t) – массо-
вая концентрация сивушного масла в пересчете 
на безводный спирт, мг/дм3; x2d – допустимая 
массовая концентрация сивушного масла в пе-
ресчете на безводный спирт, мг/дм3; x3(t) – мас-
совая концентрация сложных эфиров в пере-
счете на уксусно-этиловый эфир в безводном 
спирте, мг/дм3; x3d – допустимая массовая кон-
центрация сложных эфиров в пересчете на ук-
сусно-этиловый эфир в безводном спирте, 
мг/дм3; x4(t) – объемная доля метилового спирта 
в пересчете на безводный спирт, %; x4d – допус-
тимая объемная доля метилового спирта в пе-
ресчете на безводный спирт, %; x5(t) – массовая 
концентрация свободных кислот (без СО2)  
в пересчете на безводный спирт, мг/дм3; x5d – 
допустимая массовая концентрация свободных 
кислот (без СО2) в пересчете на безводный 
спирт, мг/дм3; x6(t) – объемная доля этилового 
спирта, %; x6m – минимальная объемная доля 
этилового спирта, %; x7(t) – массовый расход 
бражки, кг/ч; x7n – номинальный массовый рас-
ход бражки, кг/ч; x8(t) – температура бражки на 
входе в БРУ, ºС; x8n – номинальная температу-
ра бражки на входе в БРУ, ºС; u11(t) – массовый 
расход пара в бражной колонне (БК), кг/ч; 
u12(t) – массовый расход пара в эпюрационной 
колонне (ЭК), кг/ч; u13(t) – массовый расход 
пара в ректификационной колонне (РК), кг/ч; 
u21(t) – температура в кубе БК, ºС; u22(t) – тем-
пература в кубе ЭК, ºС; u23(t) – температура  
в кубе РК, ºС; d11, d12, d13, d14, d15, d21, d31, d32, c11, 
c22, c33, с44, с55, с66 – весовые коэффициенты. 

Параметры x1d, x2d, x3d, x4d, x5d, x6m определя-
ются из требований стандарта Республики Бе-
ларусь СТБ 1334-2003 [1], а x7n, x8n, u11n, u12n, 
u13n, u21n, u22n, u23n – из требований технологиче-
ского регламента брагоректификации. 

Для нахождения x7(t), x8(t), u1(t), u2(t) при-
меняются технические средства автоматизации, 
существующие на конкретном предприятии. 
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Для определения x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t), 
x6(t) предложен способ определения количест-
венного состава вещества (заявка на патент Рес-
публики Беларусь № а20080946 от 17.07.2008). 

Изобретение относится к физико-химиче-
ским методам анализа и может быть использо-
вано для высокоточного определения содержа-
ния каких-либо веществ в многокомпонентных 
образцах. В частности, оно может быть приме-
нено для измерения концентраций водно-
спиртовых растворов, виноматериалов, водок и 
вин в ликероводочной промышленности. 

Одним из современных способов количе-
ственного анализа является импульсный метод 
ядерного магнитного резонанса (ЯМР). В этом 
способе мерой количества вещества является 
амплитуда сигнала свободной индукции 
(ССИ), возбуждаемого коротким радиочастот-
ным импульсом на частоте резонанса ядер ис-
следуемого вещества, помещенного в постоян-
ное магнитное поле. Предложенный метод 
определения количественного состава вещества 
может быть использован в тех случаях, когда в 
состав исследуемого образца, кроме анализи-
руемого вещества, входят другие компоненты, 
содержащие резонансные ядра, что значитель-
но расширяет диапазон исследуемых образцов. 
Также по данному способу нет необходимости 
расчета калибровочных коэффициентов, что 
повышает оперативность определения концен-
трации водно-спиртовых растворов. 

Метод определения количественного соста-
ва вещества, включающий измерение началь-
ных амплитуд сигналов свободной индукции 
исследуемого образца и эталона с известными 
физико-химическими свойствами, отличается 
от известных способов тем, что измеряют тем-
пературу исследуемого образца и эталона, оп-
ределяют настроечные коэффициенты и содер-
жание анализируемого вещества в исследуемом 
образце по формуле 

э
1 0 1 1 2

э

ρ ,Ac a a Т a
A

= + +  

где c1 – концентрация анализируемого вещест-
ва; a0, а1, а2 – настроечные коэффициенты; T1 –
температура исследуемого образца; А и Аэ – 
амплитуды сигналов свободной индукции от 
образца и эталона соответственно; ρэ – плот-
ность эталона. 

Качество управления БРУ с позиции управ-
ления качеством и экономии энергоресурсов тем 
лучше, чем меньше величина критерия I(q, t). 

Приведем составляющие, входящие в кри-
терий (I(q, t)), в безразмерные величины, путем 
деления их на номинальные значения. Примем 
величину весовых коэффициентов равным: 

d11 = d12 = d13 = d14 = d15 = d21 = 0,9; 

d31 = d32 = 0,7;  

с11 = с12 = c33= с44 = с55 = с66 = 0,5. 

До использования разработанных адаптив-
ных систем автоматического управления  
в регулировании БРУ величина обобщенного 
критерия равна 3,69, а с применением разрабо-
танных адаптивных систем – 2,93. 

Анализируя полученные значения величин 
обобщенного критерия качества управления 
БРУ (I(q, t)), можно утверждать, что использо-
вание разработанных адаптивных систем ав-
томатического управления в регулировании 
БРУ позволяет улучшить качество управления 
на 26%. 

Заключение. Предложен способ адаптации 
метода моделирования многокомпонентной 
ректификации «от тарелки к тарелке» для рас-
чета разделения спиртовых многокомпонент-
ных смесей. 

Данный способ дает возможность редуци-
ровать аналитические динамические модели, 
моделями апериодического звена второго по-
рядка и звена запаздывания, что позволило оп-
ределить передаточные функции для расчета 
показателей качества процесса ректификации. 

Анализ полученных передаточных функций 
для различных веществ, входящих в состав рек-
тификованного спирта, и различных режимов 
производительности БРУ показал, что наблю-
даются существенно отличающиеся коэффици-
енты передачи. Это обусловливает применение 
цепи адаптации коэффициента усиления в сис-
теме автоматического управления. 

Обобщенный критерий позволяет оценить 
качество управления всей БРУ с позиции 
управления качеством продукта и экономии 
энергоресурсов в производстве ректификован-
ного спирта. 

Установлено, что использование разрабо-
танных адаптивных систем автоматического 
управления по каналу «вход: расход пара – вы-
ход: концентрация этанола в полупродуктах 
(головном продукте)» позволяет улучшить ка-
чество регулирования брагоректификационной 
установкой в динамических режимах на 26%. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОВЫХ РЕЖИМОВ СУШКИ ТВЕРДЫХ 

ЖЕЛАТИНОВЫХ КАПСУЛ В УСЛОВИЯХ ОАО «МИНСКИНТЕРКАПС» 
The analysis of process of drying of firm gelatinous capsules as object of the control tempera-

ture-humidity modes on all zones of drying is lead. The function chart of the control and registration 
of temperature and humidity on zones of drying, and also registration of change of parameters of air 
before and after conditioner K-1600 providing a fence and preparation of external air is developed. 
The basic periods of process of drying are revealed, for each of these periods the mathematical 
model of the given process on the basis of which are investigated static and dynamic characteristics 
is developed. It will allow to determine the valid distribution of fields of temperature and humidity 
in zones of drying and to develop recommendations on improvement of modes of drying of capsules 
at separate stages, that in a result will lead to to decrease in quantity of defective products at manu-
facturing firm gelatinous capsules. 

Введение. Автоматическая линия для по-
лучения твердых желатиновых капсул (ТЖК) 
№ 0 и 1 состоит из двух параллельных линий 
рабочего оборудования, одна из которых изго-
тавливает корпуса, вторая – крышки капсул.  
В процессе производства ТЖК последовательно 
осуществляются следующие операции: смазы-
вание пинов (линеек форм для изготовления 
крышки или корпуса капсулы, собранных  
в массивы), макание их в ванночки с желатино-
вой массой, прохождение их через пять зон 
сушки, снятие корпусов и крышек с пинов, 
стыковка и выгрузка капсул. 

В работе данной линии наиболее важным 
является процесс сушки ТЖК, проводимый  
в нескольких зонах, от которого зависит каче-
ство получаемой продукции. 

Тепловым агентом сушки выступает очищен-
ный и осушенный воздух от кондиционера AHU-7 
без подогрева, поступающий в 0 и IV зоны суш-
ки, и с подогревом до заданных температур  
с помощью системы электроподогрева – в III зо-
ну сушки, а также от кондиционера К-1600, осу-
ществляющего забор наружного воздуха, с элек-
троподогревом до заданных температур – в I и II 
зоны сушки (рис. 1).  

Тепловые режимы по температуре различ-
ных зон сушки приведены в таблице. 

При изменениях температурно-влажност-
ных параметров заборного воздуха, исполь-
зуемого в процессе сушки, а также некоторых 
неконтролируемых изменениях теплового ре-
жима процесса происходит изменение темпе-
ратурного режима в различных зонах линии, 
что приводит к ухудшению качества готовой 
продукции и появлению брака. 

Это обстоятельство вызывает необходи-
мость исследования температурно-влажност-
ных режимов процесса сушки капсул на всех 
стадиях протекания, что позволит разработать 
количественные взаимосвязи между показате-
лями процесса сушки в статическом и дина-
мическом режимах. 

Таблица 
Распределение температур по зонам сушки 

ТЖК № 0 ТЖК № 1 
Крышки 

(18 ± 2,5)°С 
Крышки 

(18 ± 2,5)°С 0 и IV
 зоны Корпуса 

(18 ± 2,5)°С 

0 и IV  
зоны Корпуса 

(18 ± 2,5)°С 
Крышки 

(27 ± 4,0)°С 
Крышки 

(27 ± 4,0)°С I зона 
Корпуса 

(28 ± 5,0)°С 

I зона 
Корпуса 

(28 ± 5,0)°С 
Крышки 

(30 ± 5,0)°С 
Крышки 

(28 ± 5,0)°С II зона 
Корпуса 

(34 ± 6,0)°С 

II зона 
Корпуса 

(33 ± 5,0)°С 
Крышки 

(30 ± 5,0)°С 
Крышки 

(29 ± 5,0)°С III зона
Корпуса 

(36 ± 6,0)°С 

III зона 
Корпуса 

(34 ± 6,0)°С 
 
Данные исследования необходимо прово-

дить как в теоретическом, так и в практическом 
аспектах решения поставленной проблемы. 

Экспериментальная часть исследования за-
ключается в непрерывном измерении темпера-
туры и влажности сушильного агента во всех 
зонах сушки с применением необходимых 
средств автоматического контроля и регистра-
ции (рис. 1). 

Основная часть. При составлении матери-
ального и теплового балансов процесса сушки 
введем: G1 и G2 – количество влажного и высу-
шенного материала соответственно, кг/ч; u0 и uк 
– начальная и конечная влажность материала 
соответственно, %; W – количество удаляемой 
при сушке влаги, кг/ч. 

Тогда условие материального баланса для 
всего материала будет иметь вид 

1 2 ,G G W= +   (1) 

а для абсолютно сухого вещества: 
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Рис. 1. Функциональная схема автоматического контроля технологических параметров 

0 к
1 2
100 100

100 100
u uG G− −

= .  (2) 

Обычно целью составления материального 
баланса является определение количества вла-
ги, удаляемой при сушке: 

1 2.W G G= −   (3) 

Используя соотношение (2), уравнение для 
расчета количества влаги (3) можно записать 
следующим образом: 

0 к
2

0
.

100
u uW G

u
−

=
−

  (4) 

Если количество влаги W известно, то из 
уравнения (4) можно определить количество 
высушенного материала G2. 

Остановимся на тепловом балансе сушки. 
Пусть на сушку поступает G1, кг/ч, исходного 
материала, имеющего температуру t1, °C.  
В процессе сушки из материала испаряется W, 
кг/ч, влаги и удаляется G2, кг/ч, высушенного 
материала при температуре t2, °С, с теплоем-
костью см, Дж/(кг · град), причем теплоем-
кость влаги составляет св, Дж/(кг · град). 

В зону сушки от кондиционера (рис. 1) по-
дается влажный воздух, содержащий L, кг/ч, 
абсолютно сухого воздуха. Перед нагрева-
тельным элементом воздух имеет энтальпию 
I0, Дж/кг сухого воздуха. После нагрева, т. е. 
на входе в зону сушки, энтальпия воздуха по-
вышается до I1, Дж/кг сухого воздуха. В про-
цессе сушки в результате передачи теплоты 
материалу, поглощения испаряющейся из ма-
териала влаги и потерь теплоты в окружаю-
щую среду энтальпия воздуха изменяется и на 
выходе из сушилки энтальпия отработанного 
воздуха равна I2, Дж/кг сухого воздуха. Теп-
лоту, подводимую в зону сушки, обозначим 
через Qк. Тогда с учетом потерь теплоты су-
шилкой в окружающую среду Qп имеем 

0 2 м 1 в 1 к 2 2 м 2 пLI G c t Wc t Q LI G c t Q+ + + = + + . (5) 

Из этого уравнения можно определить об-
щий расход теплоты на сушку: 

( ) ( )к 2 0 2 м 2 1 в 1 пQ L I I G c t t Wc t Q= − + − − + .  (6) 

Разделив обе части последнего уравнения 
на W, получим выражение для общего расхода 
тепла на 1 кг испаренной влаги: 
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( )к 2 0 м в 1 пq l I I q c t q= − + − + , (7) 

где 

( )2 м 2 1 п
м п, ,

G c t t QLl q q
W W W

−
= = = . 

После составления теплового баланса рас-
смотрим динамику процесса сушки. Кинетика 
процесса сушки химических продуктов харак-
теризуется скоростью удаления влаги. 

Обычно при оценке кинетических парамет-
ров используются кривые сушки, получаемые 
экспериментально и представляющие собой 
зависимость влагосодержания от времени. 

Кривые сушки можно разделить на несколь-
ко периодов, каждый из которых характеризует-
ся определенным механизмом массопередачи. 
Так, типичная кривая сушки, изображенная на 
рис. 2, может быть разбита на три участка: уча-
сток с постоянной скоростью сушки (I) и на два 
участка с уменьшающейся скоростью сушки (II 
и III), которым соответствуют различные меха-
низмы удаления влаги. 

 

 
Рис. 2. Типичная кривая сушки 

 
Период постоянной скорости сушки [1]. 

При рассмотрении этого периода обычно при-
нимают, что на поверхности частицы достига-
ется состояние фазового равновесия, т. е. час-
тица окружена пленкой влаги и воздух над ней 
находится в состоянии насыщения и имеет 
температуру мокрого термометра. Тогда ско-
рость процесса сушки определяется состояни-
ем окружающей среды и условиями сушки,  
а полный поток влаги записывается через объ-
емный коэффициент массоотдачи: 

*
г

μ β( ) β( )
τ

d j x x x x
d

− = = − = − , (8) 

где хг – влагосодержание воздуха, кг/кг, на гра-
нице частицы, которое считается равновесным, 
т. е. *

г ;x x=  х – влажность (воздуха) в объеме 
сплошной фазы. Обе величины находятся по 
психрометрическим данным. 

Из экспериментально полученных значений 
потока влаги j, % · мин–1, при различных темпе-
ратурах можно рассчитать величину β, исполь-
зуя соотношение 

*β j
x x

=
−

.   (9) 

Парциальные давления насыщенных паров 
Р*

t при разных температурах t находят из таб-
лиц,  
а мольные доли т – из следующих выражений: 

* *
* φ,t tP Pm m

P P
= = ,  (10) 

где Р – атмосферное давление, мм рт. ст.;  
ϕ – относительная влажность воздуха, опреде-
ляемая по температуре сухого и мокрого тер-
мометров (tсух, tмокр).  

Тогда влагосодержание *x и х вычисляют по 
формулам 

*
* в

*
возд 1

M mx
М m

=
−

,  (11) 

в

возд 1
M mx
М m

=
−

.  (12) 

Обработкой эксперимента, выполненного 
при различных температурах, можно получить 
зависимость β = f(t). 

Критическое время, соответствующее за-
вершению периода постоянной скорости суш-
ки, составляет 

0 крτ
u u

j
−

= .  (13) 

Период падающей скорости сушки [2]. 
Этому периоду отвечают в общем случае два 
механизма: 

− диффузия влаги из пор к поверхности 
(участок II на рис. 2); 

− удаление химически связанной (кристал-
лизационной) влаги (участок III на рис. 2). 

Период падающей скорости сушки начина-
ется при достижении критического влагосо-
держания uкр, когда на поверхности материала 
образуются сухие островки. Если считать, что в 
этом периоде все сопротивление массопереносу 
сосредоточено внутри материала и подводимая 
к поверхности влага моментально отводится, то 
механизм массопереноса можно описать урав-
нением нестационарной диффузии в сфериче-
ских координатах: 

2

эф 2
2ε

τ ρ ρρ
u u uD

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠

,  (14) 

где ε – пористость частицы; и – значение влагосо-
держания в момент времени τ на расстоянии ρ от 

uк 

uкр 

U, % I 

II 

III 

τ, мин 
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центра частицы; Dэф – обобщенный усредненный 
коэффициент диффузии. Принимается, что все 
поры в частице и влага в них распределены 
равномерно. 

Начальное и граничные условия таковы: 

кр крпри τ τ , 0 ρ ,u u R= = < <  (15) 

г крпри τ τ , ρ ,u u R= > =   (16) 

кр0 при τ τ , ρ 0
ρ

du
d

= > = .  (17) 

Причем uг характеризует влагосодержание 
на границе, равновесное с влагосодержанием 
окружающего воздуха. 

Решение уравнения (14) с граничными ус-
ловиями (16), (17) и начальным условием (15), 
полученное методом Фурье, имеет вид 

( ) ( )крτ τкр

1г кр

12 π ρ1 sin e ,
ρ

n
D

n

u u R n
u u n R

∞ − −

=

− −
= +

− π ∑  (18) 

где 
2 2

эф
2

π
ε

D n
D

R
= .                     (19) 

Экспериментально получают изменение 
среднего влагосодержания u во времени. Тогда 
исходя из определения среднего влагосодержа-
ния материала находят: 

2
ρ м

2вл 0
ρ3

св 2 0
м

0

γ 4πρ ρ
3 ρ ρ.

γ 4πρ ρ

R

R

R

u d
Gu u d
G R

d
= = =

∫
∫

∫
   (20) 

Подстановка из (18) величины u в уравне-
ние (20) дает зависимость среднего влагосо-
держания u от времени τ в периоде удаления 
влаги из пор материала: 

( )2
ρ г г кр3 3

0 0

3 3ρ ρ
R R

u u d u u u
R R

= = + − ×∫ ∫    

( ) ( )крτ τ 2

1

12 π ρsin e ρ ρ
πρ

n
D

n

R n d
n R

∞ − −

=

−
× =∑  

( ) ( ) ( )крτ τ
г г кр 2

1

16 e .
π

n
D

n
u u u

n

∞ − −

=

−
= + − ∑    (21) 

Среднее влагосодержание можно получить 
также интегрированием локального влагосо-
держания и по всему объему V: 

 

( )

1 .
V

u udV
V

= ∫∫∫   (22) 

Тогда после перехода к сферическим коор-
динатам подстановка u из уравнения (20) в вы-
ражение (22) дает 

( ) ( )

( )кр

г г кр 3
1

2π π
τ τ 2

0 0 0

13 2
π4π

1 π ρe θ sinφ φ sin ρ ρ,
ρ

n

n
R

D

Ru u u u
nR

nd d d
R

∞

=

− −

−
= + − ×

×

∑

∫ ∫ ∫  (23) 

откуда в результате интегрирования получаем 

( ) ( ) ( )крτ τ
г г кр2

1

16 e .
π

n
D

n
u u u u

n

∞ − −

=

−
= + − ∑     (24) 

Решения (21) и (24) совпадают и представля-
ют собой знакопеременный быстросходящийся 
ряд, в котором первый член намного больше ос-
тальных. Поэтому в качестве первого приближе-
ния модели кинетики сушки в рассматриваемом 
периоде можно использовать только первый член 
ряда в уравнении (24). В этом случае получаем 

( ) ( )крτ τ
г г кр 2

6 e .
π

Du u u u − −
= − −       (25) 

Из последнего выражения можно найти 
формулу для коэффициента диффузии: 

( )
( )

2 г

кр г

кр

πln
6

τ τ

u u

u u
D

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦=

−
.  (26) 

Заключение. Сушка ТЖК – сложный мас-
сообменный многозональный процесс, иссле-
дование которого необходимо для определения 
действительных полей температуры и влажно-
сти сушильного агента во всех зонах. Проведен 
анализ статических и динамических режимов 
процесса сушки, что позволило установить ос-
новные статические закономерности и кинети-
ческие характеристики данного процесса. 
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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА РЕЗИНОСМЕШЕНИЯ 
In the article discuss nonlinear dynamic model of a rubber mixer process. Several articles describe 

different mathematical model of the process have been analyzed. Compound moving in a gap between 
rotor and wall is viewed. Resistant moment which is created by deformation in the gap is analyzed. To-
tal resistant moment model of a rubber mixer are assessed. One-dimensional mathematical model of the 
process is offered. This model links averaged resistant moment with the speed of rotation of rotors. Dy-
namic models of important process parameters described. These parameters are homogeneity of com-
pound and degree of dispersion of additives. Temperatures of a rubber mixture, rotors, wall and cooling 
water are analyzed thought heat balance equations. Rubber mixer process is offered to divide into se-
veral different stages, thus the model has variable structure. To use different equation and parameter 
values for every stage of mixing is offered. 

Введение. Анализ процесса резиносмеше-
ния как объекта управления показывает необ-
ходимость разработки комплексной математи-
ческой модели [1]. Данная модель должна 
отражать взаимосвязь между основными пара-
метрами процесса во время смешения. К ним 
следует отнести скорость вращения ротора, 
момент сопротивления на валу, температуру 
смеси, ее вязкость, степень диспергирования 
компонент. Важной особенностью этой модели 
должно быть описание процесса смешения  
с точки зрения его нестационарности.  

Для системы электропривода резиносмеси-
тель выступает источником момента сопротив-
ления на валу двигателя. Зависимость данного 
момента от скорости вращения ротора, а также 
от других параметров процесса является основ-
ной зависимостью рассматриваемой математи-
ческой модели.  

Анализ поведения материала в камере 
смесителя. Существующие модели, которые 
описывают процессы, происходящие в резино-
смесителе, отражены в [2–4]. В этих работах 
решается локальная задача: поведение резино-
вой смеси в серповидном зазоре между ротором 
и стенкой камеры как области наиболее интен-
сивного воздействия на материал. В работах [2, 3] 
рассматривается обращенная задача: ротор счи-
тается неподвижным, а стенка камеры движется 
навстречу ротору. Причем для упрощения моде-
лирования серповидный зазор разворачивают, 
при этом используют прямоугольную систему 
координат. Решение прямой задачи без разверт-
ки серповидного зазора и при условии вращения 
ротора, а не стенки камеры проводится в цилин-
дрической системе координат. Такой подход 
предложен в [4]. Преимуществом данной работы 
является также обширный анализ подобных мо-
делей. В статье учтена неизотермичность про-
цесса смешения. 

Рассмотрим движение материала в серпо-
видном зазоре между стенкой камеры и рото-
ром. Для описания выберем цилиндрическую 
систему координат (rϕz). Движение материала 
можно описать следующими уравнениями [4]: 

( )2
2

1 1 ,r
pr

r rr ϕ
∂ ∂

τ =
∂ ∂ϕ

                   (1) 

( )1
rz

pr
r r z
∂ ∂

τ =
∂ ∂

,                      (2) 

где τrϕ, τrz – компоненты напряжений сдвига; 
p – давление в материале. 

При написании данных уравнений был сде-
лан ряд стандартных допущений [4].  

Для описания зависимости напряжения от 
скорости деформации воспользуемся равен-
ствами 

r
v

r
r r

ϕ
ϕ

⎛ ⎞∂
τ = μ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

,                    (3) 

z
rz

v
r

∂
τ = μ

∂
,                          (4) 

где μ  – эффективная вязкость; vϕ, vr – компо-
ненты скорости. 

Резиновая смесь является аномально вязкой 
жидкостью. Ее вязкость подчиняется степен-
ному закону: 

1
2 22

( , )  ,

n

zv vK T G r
r r r

−

ϕ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂⎪ ⎪⎡ ⎤μ = +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

  (5) 

где ( , )K T G  – консистентность смеси; T –
температура смеси; G – степень диспергирова-
ния углерода; n – индекс течения материала. 

Консистентность смеси является функцией 
температуры и степени диспергирования на-
полнителя – технического углерода. Уравнение, 
описывающее данную зависимость, является 
эмпирическим и имеет следующий вид: 

[ ] ( )1 0 3( )
0 2( , ) 1 (100 )b T T bK T G K e b G−= + − , (6) 

где K0 – значение консистентности при темпе-
ратуре T0 и степени диспергирования 100%;  
b1, b2, b3 – эмпирические константы. 

Предположим, что степень диспергирования 
однозначно определяется удельными затратами 
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энергии. Тогда уравнение кинетики дисперги-
рования примем в следующем виде: 

0 0

100 exp
100

tG g dt
G

⎡ ⎤−
= − τγ⎢ ⎥

− ρ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ , (7) 

где g – эмпирическая константа; ρ – плотность 
смеси; τ – напряжение сдвига; γ  – скорость 
деформации. 

Систему можно дополнить уравнением не-
разрывности: 

1 0zv v .
r z

ϕ∂ ∂
+ =

∂ϕ ∂
                        (8) 

В уравнении энергии можно пренебречь пе-
реносом тепла теплопроводностью вдоль пото-
ка. Уравнение энергии для нестационарного 
температурного поля можно записать в виде 
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,       (9) 

где T – температура смеси; a – коэффициент 
температуропроводности; c – удельная тепло-
емкость смеси. 

Систему уравнений следует дополнить гра-
ничными и начальными условиями [4]. 

Приведенная выше система уравнений 
представляет собой математическую модель 
неизотермического диспергирующего течения  
аномально вязкой жидкости в серповидном про-
странстве резиносмесителя. Точное решение 
системы (1)–(9) получить невозможно, поэтому 
используются приближенные численные спосо-
бы, основанные на методе конечных разностей. 
Результаты решения системы приведены в [4]. 

Оценка момента, вызванного деформи-
рованием смеси в зазоре. Изучаемая модель 
описывает процессы, происходящие только  
в зазоре между ротором и стенкой камеры, в то 
время как нас интересует суммарный момент, 
создаваемый на валу. Первоначально можно 
определить силу, с которой смесь давит на ло-
пасть ротора. Для чего рассмотрим элементар-
ную силу (силу, действующую на элементар-
ную площадь поверхности ротора). Эта сила 
равна произведению давления в рассматривае-
мой точке на элементарную площадь: 

( , )dF p z dA.= ϕ   (10) 

Указанная сила складывается из двух про-
екций. Проекция силы на ось z не создает про-
тиводействующего вращению момента, следо-
вательно, ее влиянием можно пренебречь. 
Проекция силы на ось ϕ: 

( , )dF p z drdz.ϕ = ϕ                (11) 

Проекция силы на ось r: 

( , )rdF p z rd dz.= ϕ ϕ               (12) 

Проинтегрируем каждое выражение по по-
верхности ротора, которая находится под дей-
ствием сил:  

2
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( , ) ,
rL

r

F p z drdzϕ = ϕ∫ ∫               (13) 

0 0

( , ) ,
kL

rF p z rd dz
ϕ

= ϕ ϕ∫ ∫             (14) 

где L, r1, r2, ϕk – пределы интегрирования, зада-
ваемые поверхностью ротора.  

Распределение давления является достаточ-
но сложным и может быть найдено решением 
системы (1)–(9) численным методом [4]. Сум-
марная сила давления на поверхность лопасти 
ротора может быть получена из выражения 

2 2
rF F F .ϕ= +   (15) 

Момент вращения, который создает сила, 
равен произведению силы на плече. Величину 
плеча можно найти численными методами и 
представить как некоторый условный радиус R*, 
тогда момент будет равен: 

*M FR .=                          (16) 

Предложенный способ позволяет оценить 
величину момента, который возникает на валу в 
результате деформирования материала в зазоре 
между одной лопастью ротора и стенкой каме-
ры. Полученные результаты можно применить 
для оценочных расчетов момента сопротивле-
ния. Однако данная модель не позволяет опи-
сать момент сопротивления в динамике изме-
нения скорости вращения ротора. Кроме того, 
рассматриваемый момент учитывает только ве-
личину смесительного воздействия, обуслов-
ленного деформацией в зазоре между одной 
лопастью ротора и стенкой камеры. Момент, 
вызванный деформированием в остальном объ-
еме камеры с учетом воздействия двух роторов, 
оставлен без внимания. 

Анализ суммарного момента сопротив-
ления. Резиновая смесь в камере роторного 
смесителя в основном подвержена деформации 
сдвига. Напряжение, возникающее при дефор-
мации сдвига, может быть выражено через 
уравнения (3), (4) т. е. пропорционально скоро-
сти деформации. В то же время эффективная 
вязкость μ для аномально вязких жидкостей яв-
ляется функцией скорости и подчиняется сте-
пенному закону (5). Используя уравнения (13)–
(16), можно оценить момент, вызванный  
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деформированием в зазоре между ротором и 
стенкой камеры, однако подобным образом 
учесть напряжения, возникающие в остальном 
объеме смесителя, не представляется возможным. 

Для получения зависимости момента сопро-
тивления от частоты вращения будем рассмат-
ривать сложное деформирование в смесителе 
как одномерную деформацию сдвига на по-
верхности ротора. Скорость деформации есть 
произведение угловой скорости на усреднен-
ный радиус ротора: 

v r.= ω                              (17) 

Напряжение сдвига на поверхности ротора 
можно выразить следующим образом: 

v r
h h

ω
τ = μ = μ ,  (18) 

где h – усредненное расстояние между по-
верхностью ротора и поверхностью с нулевой 
скоростью сдвига (в частном случае – стенкой 
камеры).  

Сила, которую вызывает данное напряже-
ние на поверхности ротора, есть произведение 
напряжения на некоторую площадь (поверх-
ность ротора, участвующую в деформации): 

F S.= τ                              (19) 

Момент силы можно выразить: 

M Fr Sr.= = τ                       (20) 

Подставив (18) в (20), получим окончатель-
ную зависимость: 

2SrM .
h

= μω                         (21) 

Очевидно, что величины S, r, h являются 
условными. Нет необходимости устанавливать 
их значения, что аналитически не представля-
ется возможным. Введем следующие замены: 

r
h

ε = ,                               (22) 

,SV Sr=                              (23) 

где ε  – безразмерный коэффициент; VS – неко-
торый условный объем. 

Полученная зависимость позволяет оценить 
взаимосвязь между моментом и угловой скоро-
стью через эффективную вязкость, которая  
в свою очередь подчиняется степенному закону: 

( ) 1( , ) nK T G .−μ = ωε                 (24) 

Тогда момент сопротивления можно выра-
зить, подставив (24) в (21). С учетом замен (22) 
и (23) получим: 

( , )* nM K T G .= ω                  (25) 

Изменение консистентности смеси в зави-
симости от температуры и степени диспергиро-
вания описывается уравнением (6). С учетом 
принятых замен оно преобразуется к виду 

( , )*K T G =  
[ ] ( )1 0 3( )

0 21 (100 )b T T b*K e b G−= + − , (26) 

0 0 ,* n
SK K V= ε   (27) 

где *K  – скорректированная консистентность; 
*
0K  – скорректированное значение 0K .  
Степень диспергирования определяется 

удельными энергозатратами в соответствии  
с уравнением (7). Аналогичную зависимость ис-
пользуем для всего процесса. Механическая 
мощность может быть выражена как произведе-
ние момента на угловую скорость, тогда уравне-
ние (7) преобразуется к следующему виду: 
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где gM – эмпирическая константа; m – масса 
смеси. 

Моделирование температуры смеси. Для 
моделирования температуры смеси воспользу-
емся допущением об однородности температу-
ры по всему объему смеси. С учетом этого со-
ставим уравнения теплового баланса без учета 
пространственной координаты. Нагревание 
смеси происходит за счет энергии, затрачивае-
мой на смешение. Уравнение теплового балан-
са для смеси: 
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где T – температура смеси; α1 – коэффициент 
теплоотдачи между смесью и ротором; s1 –
площадь поверхности ротора; TР – температура 
ротора; 2α  – коэффициент теплоотдачи между 
смесью и камерой; s2 – площадь поверхности 
камеры, находящаяся в контакте со смесью; 
TК – температура камеры. 

Для ротора уравнение теплового баланса 
учитывает его нагревание от смеси: 

( )Р 1 1
Р

Р Р

T s T T
t c m

∂ α
= −

∂
, (30) 

где cР – удельная теплоемкость материала ро-
тора; mР – масса ротора. 

Камера смесителя с одной стороны нагрева-
ется смесью, с другой – охлаждается водой: 

( ) ( )3 3К 2 2
К К В

К К К К

sT s T T T T
t c m c m

α∂ α
= − − −

∂
,     (31) 
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где cК – удельная теплоемкость материала ка-
меры; mК – масса камеры; TВ – средняя темпе-
ратура охлаждающей воды; α3 – коэффициент 
теплоотдачи между камерой и охлаждающей 
водой; s3 – площадь поверхности камеры, нахо-
дящаяся в контакте с водой. 

Последнее слагаемое в уравнении (31) 
учитывает тепловой поток, отводимый водой. 
Этот поток может быть выражен через расход 
воды: 

( ) ( )2 13 3 К В В В В Вs T T c G T Tα − = − , (32) 

где cВ – удельная теплоемкость воды; GВ – мас-
совый расход воды; 1ВT , 2ВT  – температуры  
охлаждающей воды соответственно во входном 
и выходном трубопроводе. 

Моделирование стадий смешения. При 
анализе процесса резиносмешения был сделан 
вывод о необходимости применения модели  
с переменной структурой [1]. Это связано с по-
следовательным добавлением в смесь различ-
ных компонент (особенно технического угле-
рода). Выделим условно 4 стадии, которые 
могут существенно отличаться друг от друга в 
процессе моделирования.  

1. Пластификация каучука. В смешении 
участвует каучук (каучуки). В математической 
модели отсутствует уравнение изменения сте-
пени диспергирования (28). Температура растет 
незначительно. 

2. Диспергирование технического углерода. 
Процесс сопровождается сильным потреблени-
ем энергии. Затраты энергии вызывают рост 
температуры смеси.  

3. Смешение с участием мягчителей и дру-
гих добавок. Различные добавки подают в ка-
меру смесителя в процессе диспергирования 
углерода. Введение добавок можно учесть, не-
значительно изменив константы. 

4. Пластификация резиновой смеси. Данная 
стадия приходится на конец процесса смеше-
ния, при этом степень диспергирования дости-
гает предельного значения и практически не 
изменяется. Вязкость смеси снижается.  

 

Заключение. В результате анализа сущест-
вующих моделей процесса резиносмешения 
пришли к выводу, что они описывают процес-
сы, происходящие в камере смесителя, в не-
большом пространстве. Данные модели харак-
теризуются сложными системами уравнений, 
которые не предусматривают возможности их 
применения для динамического моделирова-
ния. На основании этих моделей был разрабо-
тан метод расчета момента сопротивления, вы-
зываемого деформацией сдвига в зазоре между 
ротором и стенкой камеры (16). 

Учитывая невозможность использования 
данных моделей для динамического моделиро-
вания момента сопротивления, была предложена 
одномерная модель процесса резиносмешения. 
Данная модель выражает зависимость между  
усредненным моментом сопротивления на валу  
и частотой вращения ротора (25). Уравнение 
было дополнено рядом зависимостей (26)–(28) 
для моделирования консистентности и степени 
диспергирования.  

Процесс резиносмешения сопровождается 
сильным тепловыделением. Для моделирования 
изменения температуры воспользовались урав-
нениями энергетического баланса (29)–(32).  
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
ПРОЦЕССА ПОЛИКОНДЕНСАЦИИ 

This work represents in detail the influence of the basic technological parameters on the process of 
polycondensation, and also shows the selected control channels, in accordance with which the present; 
studies are conducted. The procedure of the experiment on receiving the dynamic behaviors, according 
to the selected control channels, is developed. The reaction of the system to the supply of the disturbing 
effect according to all control channels is determined. The method, based on the use of Volterra series, 
has been selected for the identification of the dynamic characteristics of process. This method deter-
mines nonlinear objects with the help of the linear characteristics, preserving in this case all inherent 
properties of linear objects. The structure chart of the control object, which includes basic control 
channels on the temperature and the pressure in the reactors of preliminary and basic polycondensation, 
has been determined according to the obtained structure of the Volterra series. 

Введение. Процесс поликонденсации явля-
ется завершающей стадией в производстве по-
лимера полиэтилентерефталата, используемого 
в дальнейшем для промышленных и бытовых 
нужд. Именно на данной стадии расплав поли-
мера приобретает необходимую молекулярную 
массу. После поликонденсации полимер про-
пускают через фильеры, охлаждают и режут на 
так называемую полимерную крошку.  

Основной величиной, «отвечающей» за  
качество полимера, является его вязкость. Пре-
имущественно на изменение вязкости оказыва-
ет воздействие изменение давления и темпера-
туры внутри реактора.  

Целью данного исследования является полу-
чение математической модели, с помощью кото-
рой можно определить в аналитической форме 
влияние основных параметров на вязкость рас-
плава полимера. Для достижения данной цели 
необходимо решить следующие задачи:  

1) выделить основные каналы управления 
реакторами поликонденсации; 

2) разработать методику по снятию дина-
мических характеристик, согласно каналам 
управления; 

3) провести эксперимент и обработать по-
лученные данные; 

4) выбрать наиболее приемлемый для дан-
ного процесса метод идентификации динамиче-
ских характеристик; 

5) определить структуру объекта управле-
ния и сделать заключение о соответствии по-
строенной модели объекта реальному процессу. 

В ходе решения поставленных задач возника-
ет сложность не только в проведении экспери-
мента, а именно во внесении возмущающих воз-
действий на реально действующих установках, 
но и в выборе наиболее соответствующего спосо-
ба идентификации динамических характеристик.  

Основная часть. Из полученных ранее и 
опубликованных в литературе данных известны 
основные параметры, влияющие на вязкость 
полимера. В соответствии с этими данными и 
выделяют каналы управления объектом. Про-

ведение эксперимента заключается в нанесении 
искусственного возмущения входной коорди-
нате x(t) и в регистрации изменений выходного 
параметра y(t). 

Экспериментальный метод определения ди-
намических характеристик основан на трех ос-
новных предположениях: 

– исследуемый объект есть система с сосре-
доточенными параметрами; 

– при незначительных возмущающих воз-
действиях x(t) изменения выходной координаты 
удовлетворяют принципу суперпозиции; 

– динамические свойства изучаемого объек-
та неизменны во времени. 

Справедливость второго и третьего предпо-
ложений может быть проверена при экспери-
ментальном исследовании динамики объекта. 
Все реальные химико-технологические аппара-
ты и установки являются системами с распреде-
ленными в пространстве параметрами, поэтому 
первое предположение есть идеализация свойств 
объекта (упрощение поставленной задачи). 

Влияние распределенности параметров бу-
дем учитывать введением элемента задержки 
при аппроксимации переходного процесса y(t). 
В случае процесса поликонденсации выделим 
следующие каналы управления в предвари-
тельном реакторе, учитывая, что главной вы-
ходной величиной (определяющей качество 
полимера) является вязкость расплавленного 
полиэтилентерефталата: 

1) регулирование давления в реакторе пред-
варительной поликонденсации. Процесс изме-
нения величины давления внутри реактора осу-
ществляется увеличением/уменьшением расхода 
азота. Схема процесса представлена на рис. 1.  

При увеличении расхода азота растет коли-
чество отгоняемого этиленгликоля в реакторе, 
тем самым давление в реакторе повышается по 
абсолютной величине (стравливание вакуума). 

Сокращение расхода азота приводит к умень-
шению абсолютной величины давления в реакторе 
(заглубление вакуума). В первом случае вязкость 
расплава снижается, во втором – увеличивается. 
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Рис. 1. Схема регулирования давления  

в реакторе предварительной поликонденсации: 
I – скруббер; II – реактор предварительной  

поликонденсации 
 
При значительном увеличении/уменьшении 

давления в реакторе предварительной поликон-
денсации наблюдается изменение давления  
в основном реакторе; 

2) регулирование температуры в реакторе 
предварительной поликонденсации. Данный про-
цесс осуществляется путем изменения расхода 
греющего пара, который поступает в нагрева-
тельный аппарат емкости нагрева динила (рис. 2).  

 
Рис. 2. Схема регулирования температуры  

в реакторе предварительной поликонденсации: 
I – реактор предварительной поликонденсации; 

II – емкость нагрева динила 
 
При увеличении расхода греющего пара   

температура динила внутри емкости повышает-
ся, в результате чего происходит интенсивное 
испарение динила, и как следствие, увеличение 
давления паров динила в емкости нагрева. Изме-
нение давления парообразного динила, обогре-
вающего рубашку реактора предварительной 
поликонденсации, приводит к изменению темпе-
ратуры расплава, находящегося внутри реактора. 
Вязкость расплава в этом случае повышается. 

Необходимо отметить, что при изменении 
вышеуказанного параметра в реакторе предва-
рительной поликонденсации происходит и ре-
жимное изменение в реакторе основной поли-
конденсации. 

После того, как определены основные кана-
лы управления объектом, приступаем к прове-
дению эксперимента. 

Перед началом опыта на объекте устанав-
ливается рабочий режим, стабилизируются ос-
новные источники возмущений и проверяется 
правильность включения регистрирующей ап-
паратуры.  

При снятии переходных функций y(t) ис-
пытательный сигнал x(t) = А наносят вручную 
или с помощью исполнительного механизма 
резким изменением положения регулирующе-
го органа. 

Возмущение наносится в момент времени, 
принятый за нулевой, когда  

y(0) = const, )0(
•
y = 0,  )0(

••
y  ≈ 0. 

Регистрация изменений координаты y(t) 
прекращается после того, как, начиная с неко-
торого момента времени t = Ty, установятся 
значения y(t) = const. 

На рис. 3 показан график изменения вязко-
сти в реакторе предварительной поликонденса-
ции при изменении давления внутри реактора.  
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Рис. 3. График изменения вязкости в реакторе  
предварительной поликонденсации по каналу  

«давление – вязкость» 
 
На рис. 4 представлен график изменения 

вязкости в реакторе предварительной поликон-
денсации по каналу «температура – вязкость». 

 

820
821
822
823
824
825
826

0 50 100 150

t , мин

Вя
зк
ос
ть

, е
д.

 в
яз
ко
ст
и

 
Рис. 4. График изменения вязкости в реакторе  
предварительной поликонденсации по каналу  

«температура – вязкость» 

Запаздывание в изменении вязкости незна-
чительное по сравнению с каналом «давление – 
вязкость», так как скорость изменения вязкости 
происходит соизмеримо со скоростью измене-
ния температуры. 
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На этапе снятия динамических характери-
стик частично проверяются предположения  
о линейности и стационарности динамических 
свойств объекта. Для этого по всем эксперимен-
тальным кривым  y(t) вычисляются коэффици-
енты усиления k = y(Ty) / А и сравниваются меж-
ду собой для случая, когда не производилась 
линеаризация статической характеристики. 
Помимо этого, сравниваются соответствующие 
ординаты (точнее, их абсолютные значения) 
переходных функций, полученных при воздей-
ствиях +А и –А, а также проверяется выполне-
ние принципа суперпозиции для кривых y(t), 
снятых при сигналах ±А.  

При существенном различии коэффициента 
усиления (абсолютных величин ординат y(t) 
или при значительном нарушении принципа 
суперпозиции) требуется уменьшить амплитуду 
испытательного воздействия и провести опыт 
повторно [1]. 

Обработка экспериментальных кривых yβ(t) 
(β = 1, 2, …, z), снятых при различных испыта-
тельных сигналах Аβ, начинается с их усреднения: 

1

( )1( )
z y t

y t .
z A

β

β= β

= ∑                    (1) 

Далее из функции ( ),y t  полученной по 
формуле (1), выделяется время «чистого» за-
паздывания, определяемое как отрезок време-
ни, во всех точках которого выполняется нера-
венство 0 ( ) ,y t≤ ≤ Δ  где Δ – погрешность 
измерения координаты y(t). 

В ходе проведения эксперимента было вы-
яснено, что модель объекта управления (реак-
тора поликонденсации) является нелинейной. 

В результате проведения эксперимента бы-
ли получены данные о возмущающем (вход-
ном) воздействии и реакции системы на это 
воздействие (выходной величине). Таким об-
разом, имея только вышеуказанную информа-
цию, необходимо построить такую модель, 
чтобы определяющая ее функция была хоро-
шей аналитической аппроксимацией выходной 
величины. 

Оптимальным представляется описание не-
линейного объекта с помощью линейных по 
параметрам моделям, так как линейным объек-
там присущи следующие свойства: 

– возможность явно записать связь между 
входом и выходом; 

– простота описания соединений системы; 
– возможность рассмотрения случайных 

сигналов. 
Вышеизложенные свойства необходимо со-

хранить и для нелинейных объектов [2]. Для 
этого воспользуемся разложением Вольтерра. 

Используя ряды Вольтерра, ядра которых 
представляют собой весовые функции высших 
порядков, можно получить описание нелиней-

ного объекта, допускающее ясную физиче-
скую интерпретацию. Этот метод имеет боль-
шое достоинство, связанное с тем, что 
нелинейная система рассматривается как не-
посредственное обобщение линейного случая, 
хотя сам объект может существенно отли-
чаться от линейного. Иначе говоря, метод  
с использованием рядов Вольтерра интерпре-
тирует линейные  объекты как подкласс не-
линейных объектов [3]. 

Суть метода заключается в том, что при 
имеющихся входных x(t) и выходных данных y(t) 
необходимо подобрать, используя разложение 
Вольтерра, такую зависимость )(ty , которая 
являлась бы хорошей аппроксимацией y(t). 

В первом приближении ограничимся yлин(t):  

лин 1 1 2 2
1

( ) ,
N

i i
i

y t h x t h x t ... h x t
=

= Δ + Δ + = Δ∑     (2) 

где hi – амплитуда; xi – входная величина; Δt – 
ширина импульса. 

При условии  

10 1 0

lim ( ) ( ) ,
tN

i it iN

h x t h x t d
Δ → =→∞

Δ = τ − τ τ∑ ∫        (3) 

где τ – сдвиг по времени, имеем следующее 
выражение: 

лин 1
0

( ) ( ) ( )
t

y t h x t d .= τ − τ τ∫             (4) 

При подаче на объект двух импульсов 
входных сигналов xi и xj вид линейного члена 
разложения (в пределе 0,tΔ →  )N →∞  будет 
следующим: 

квадр 2 1 2 1 2 1 2
0 0

( ) ( , ) ( ) ( )
t t

y t h x t x t d d .= τ τ − τ − τ τ τ∫ ∫  (5) 

Таким образом, получим, что 

лин квадр( ) ( ) ( ).y t y t y t= +               (6) 

В формулу (6) выражения для слагаемых 
подставляются из уравнений (4) и (5) соответ-
ственно. 

Следовательно, разложение в ряд Вольтерра 
является непосредственным обобщением моде-
ли линейного объекта в форме интеграла сверт-
ки. Весовая функция h(τ) линейной системы 
заменяется весовыми функциями (ядрами) [4]. 

Таким образом, главной задачей является 
определение аналитического вида ядер h1(τ) и 
h2(τ1, τ2), а также параметризация )(ty относи-
тельно y(t). 

В качестве ядер интегралов будем использо-
вать весовые функции основных динамических 
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звеньев: интегрирующего, дифференцирующего, 
апериодического звена второго порядка, усили-
тельного, интегродифференцирующего.  

Оценку точности выбранного для аппрок-
симации выражения будем проводить исходя из 
условия 

(y(t) – )(ty )2 →  min.                (7) 

Другими словами, квадрат разности между 
экспериментально полученными значениями 
точек и значениями, полученными аналитиче-
ским путем, должен стремиться к минимуму 
(обозначим данное выражение через ϕ).  

Наиболее точная аппроксимация (ϕ = 0,93) 
осуществляется, когда в качестве ядра интегра-
ла Вольтерра принято апериодическое звено 
второго порядка. Исследуем также и произве-
дение интегралов Вольтерра первого рода и при 
этом учтем, что данное произведение является 
интегралом Вольтерра второго рода [1]. 

На рис. 5 представлена аппроксимация вы-
ходной величины рядом Вольтерра второго по-
рядка, в качестве ядра которого принято произ-
ведение апериодического звена первого порядка 
и апериодического звена второго порядка. 
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Рис. 5. Аппроксимация выходных данных  

рядом Вольтерра второго порядка  
по каналу «давление – вязкость»:  

1 – зависимость, полученная опытным путем;  
2 – зависимость, полученная аналитически 

 
Точность аппроксимации ϕ = 0,033. 
Распределенность параметров будем ком-

пенсировать введением звена чистого запазды-
вания. Таким образом, функция, которой осу-
ществляется аппроксимация выходных данных, 
имеет следующий вид: 
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Аналогичным образом проводится аппрок-
симация данных и по каналу «температура –  
 

вязкость» (рис. 6). Ядром ряда Вольтерра явля-
ется произведение апериодического звена вто-
рого порядка на интегрирующее звено. Данный 
вид ядра выбран потому, что установленная 
точность аппроксимации ϕ = 1,144 при его ис-
пользовании является наиболее высокой. 
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Рис. 6. Аппроксимация выходных данных  
рядом Вольтерра второго порядка  

по каналу «температура – вязкость»:  
1 – зависимость, полученная опытным путем;  

2 – зависимость, полученная аналитически 
 
Вид ряда Вольтерра следующий: 

22
0

0,002 0,003
2 3

0 0

2 4 3 4

( ) ( 14) ( ) 1,104

( ) ( )

( )

t

t t
t t

y t t x d

e e x t

x t d d .

− −

= δ − τ τ + ×

× − − τ ×

× − τ τ τ

∫

∫ ∫  

(9)

Заключение. Таким образом, при исполь-
зовании вышеуказанной методики были опре-
делены с высокой точностью аналитические 
зависимости (8) и (9). Данные зависимости яв-
ляются математической интерпретацией дина-
мических характеристик процесса поликонден-
сации по каналам управления «давление – 
вязкость» и «температура – вязкость».  
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УДК 621.182:674.8:681.5 
М. В. Сырец, аспирант 

АНАЛИЗ КОТЕЛЬНОЙ НА ДРЕВЕСНЫХ ОТХОДАХ  
КАК ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ С РАЗМЫТЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

In article the boiler-house on a wood waste from the point of view of automatic control is consi-
dered. The basic information variables of object are defined: temperature and structure of top internal 
gases, temperature warmed up in boiler waters. Influence on them of time-personal of revolting influ-
ences is considered, among them: humidity and air temperature, humidity and the size of particles of 
fuel, and also temperature and the expense of return water. It is noticed that the water-heating boiler-
house on a wood waste is object of management with dim parametres. The analysis and criticism of  
existing systems automatic control is carried out by the considered object. On the basis of the analysis it 
is decided that the control system of boiler-house on a wood waste requires improvement. 

Введение. В настоящее время важной зада-
чей промышленности является повышение 
энергоэффективности и экологической чистоты 
производств. Одним из путей ее решения счи-
тается применение альтернативных источников 
энергии. Для деревообрабатывающих предпри-
ятий таким источником являются древесные 
отходы, сжигаемые в водогрейных котельных 
установках. Получаемая таким образом тепло-
вая энергия может быть использована в техно-
логических целях. 

Несомненно, важной задачей ставится по-
вышение эффективности работы таких устано-
вок, заключающейся в стабилизации их работы, 
интенсификации процессов горения и теплопе-
редачи и наиболее полном задействовании по-
лученной энергии. Один из путей решения этих 
задач – улучшение качества работы систем ав-
томатического управления котлами. 

Основная часть. Чтобы гарантировать оп-
тимальный процесс горения древесных отходов 
с минимальными выбросами от неполного сго-
рания топлива, необходимо обеспечить под-
держание высокой температуры процесса, дос-
таточно длительное время пребывания топлива 
в топке и оптимальное смешение топочных га-
зов с воздухом, а также соответствующее регу-
лирование этих параметров при изменении теп-
ловой мощности. Эти показатели частично 
определяются технологией сжигания топлива и 
конструкцией топки, а также условиями про-
цесса горения. Для оптимизации процесса го-
рения существует ряд систем управления про-
цессом сжигания топлива. 

Автоматизированная система управления 
котлом предназначена для управления отдель-
ными параметрами объекта в соответствии  
с заданным режимом. Основным назначением 
контроллера в системе установки, работающей 
на древесном топливе, является регулирование 
выработки тепла в зависимости от его потреб-
ления. Также система управления может про-
граммироваться для выполнения одновремен-
ной оптимизации параметров процесса горения 
с целью минимизации выбросов и максимиза-
ции теплового КПД. 

При сжигании биомассы типичными харак-
теристиками технологического процесса, кото-
рые могут применяться в качестве параметров 
технологического контроля, являются концен-
трации CO, CxHy и O2 в топочном газе, темпера-
тура в топочной камере и температура котла. 

Регулирующими параметрами технологиче-
ского процесса являются, как правило, количе-
ство топлива, подаваемого в топку, и количест-
во подаваемого первичного и вторичного 
воздуха [1]. 

Проведем анализ технологической схемы 
установки (рис. 1). 

Первичное накопление топлива (опилок, 
щепы) происходит в бункере 1, откуда оно по-
дается в другой бункер 3 при помощи шнеково-
го дозатора 2. Вращение двигателя дозатора 
регулируется частотным приводом, что позво-
ляет плавно изменять расход топлива в топку. 
Из второго бункера опилки поступают в систе-
му пневмотранспорта 4, где они смешиваются  
с воздухом и по касательной вдуваются в топку 
котла циклонного типа 6, где сгорают. Для 
улучшения горения и регулирования темпера-
туры топочных газов через задвижку 5 посту-
пает вторичный воздух. Он попадает в котел 
между топкой и камерой сгорания котла. 

Горение дерева осуществляется в три чет-
кие фазы: 

1) пиролиз (коксование, газификация) про-
исходит при 280–450°С. При нагреве с поверх-
ности древесины начинает испаряться влага.  
В большом количестве образуются летучие ве-
щества, которые, смешиваясь с воздухом и сго-
рая, выделяют тепло. Часть его тратится на 
распространение пиролиза внутрь частицы то-
плива, которое постепенно превращается в уг-
листый остаток – древесный уголь [2]; 

2) горение выделившихся в процессе пироли-
за, смешавшихся с вторичным воздухом и по-
ступивших в камеру сгорания летучих веществ; 

3) догорание древесного угля в топке с об-
разованием золы (пепла). 

Образовавшиеся при горении топочные га-
зы втягиваются вентилятором в дымосос, про-
ходят очистку и выбрасываются в атмосферу. 
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Рис. 1. Технологическая схема котельной: 

1, 3 – бункеры опилок; 2 – шнековый дозатор; 4 – пневмотранспорт;  
5 – задвижка; 6 – котел циклонного типа; 7 – дымофильтр; 8 – дымосос;  

9 – бункер для сажи; 10 – бункер для пепла 
 

Поступающая в котел из теплосети обрат-
ная вода протекает по теплообменнику, со-
стоящему из трех потоков. В первом проходит 
через камеру сгорания газов, где теплообмен 
осуществляется в основном за счет теплоизлу-
чения. В двух других газы проходят по пучкам 
вертикальных труб, что позволяет улучшить 
теплообмен и избежать оседания на них взве-
шенных частиц. 

Подогретая в котле горяча вода поступает  
в тепловую систему предприятия и использует-
ся следующим образом: 

– сушка пиломатериалов; 
– горячее прессование щитов; 
– отопление помещений предприятия [2]. 
В связи с тем, что деревообрабатывающее 

производство не является непрерывным, на-
грузка на тепловую сеть в течение дня носит 
переменный характер. А значит, температура 
и расход обратной воды никогда не бывают 
постоянными. В свою очередь эти показатели 
влияют на теплообмен в котле (меняется дви-
жущая сила, коэффициент теплопередачи) и 
являются как структурными, так и параметри-
ческими возмущениями.  

Поступающее в топку топливо – отходы де-
ревообрабатывающего производства (древес-
ные опилки или щепа) – также характеризуется 
нестабильностью своих параметров. 

Большое значение имеет размер топлива. 
Чем крупнее его частицы, тем более продолжи-
тельным будет процесс сжигания. В случае ма-
лого размера между топливом и воздухом уста-
навливается хороший контакт, так как 
маленькие частицы быстро сохнут, выделяют 
газы и сгорают, приводя к высокой интенсив-
ности горения. Размер частиц зависит от харак-
тера производственных процессов и не может 

быть постоянным, а значит, вносит возмущение 
в процесс. 

Влажность топлива уменьшает количество 
содержащейся в нем энергии, выраженное  
в виде теплотворной способности, так как часть 
энергии будет использована для испарения вла-
ги. Следовательно, ее изменение также будет 
вносить возмущение. 

Топливо содержит различные примеси в ви-
де частей негорючих компонентов – золы. Обра-
зование золы является нежелательным, так как 
при этом требуется очистка топочных газов  
от частиц с последующим захоронением золы и 
шлака. Зола древесины в основном формируется 
из частиц почвы и песка, которые поглощаются 
корой. Меньшая доля также попадает с солями, 
поглощенными в период роста деревьев. Особая 
характеристика золы – ее свойство сохранения 
тепла. В древесных печах слой золы формирует 
греющую поверхность на дне печи, которая пе-
редает тепло для догорания древесного угля. 
Зольность древесного топлива меняется в зави-
симости от породы сжигаемой древесины и 
влияет на его теплотворную способность. 

Важными параметрами также являются 
температура и влажность поступающего  
в котел вторичного воздуха. Их изменение ока-
зывает воздействие на горение летучих ве-
ществ, а значит, и на температуру газов в топке. 

На основании вышесказанного можно зая-
вить, что водогрейный котел на древесных от-
ходах с циклонной топкой представляет собой 
сложный объект с взаимосвязанными управ-
ляемыми величинами, находящийся под влия-
нием большого количества структурных и па-
раметрических возмущений (рис. 2). При этом 
параметры, описывающие работу объекта, яв-
ляются размытыми. 
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Рис. 2. Информационные переменные объекта 

 
Регулируемыми параметрами, отражающи-

ми качество работы установки, являются тем-
пература газов в топке, температура нагревае-
мой в котле воды и концентрации CO, CxHy и 
O2 в топочном газе.  

Температура воды в котле зависит от коли-
чества тепла, полученного при сжигании топ-
лива, и условий теплообмена. Также она нахо-
дится под воздействием возмущений со 
стороны тепловой сети предприятия: темпера-
туры и расхода обратной воды. Поддержание 
этого показателя на заданном (установленном 
потребителем тепла) уровне стабилизирует те-
плообменные процессы в котельной и улучша-
ет качество получаемой тепловой энергии. 

Важным регулируемым параметром, гово-
рящим об эффективности работы объекта,  
является состав газа в камере сгорания котель-
ной. Известно, что снижение содержания избы-
точного кислорода в топочном газе является 
действенной мерой повышения эффективности 
установки, предназначенной для сжигания дре-
весных отходов. Уменьшение концентрации O2 
на один объемный процент потенциально уве-
личивает тепловой КПД котельной на 0,9%. 
Также важна концентрация оксида углерода (II) 
в выбрасываемых в атмосферу газах, так как 
она подвергается экологическому контролю. На 
содержание кислорода и угарного газа в камере 
сгорания оказывает воздействие расход пода-
ваемого в установку вторичного воздуха. 

Температуру топочного газа можно назвать 
основной регулируемой переменной анализи-
руемого объекта. Ее исключительность прояв-
ляется в том, что значение температуры в топке 
косвенно характеризует и влияет на все осталь-
ные параметры котельной и определяет ее со-
стояние в целом. Но у этой универсальности 
есть свои минусы: чувствительность к воздей-

ствию большого числа возмущений и отсутст-
вие простой и явной модели по управляющим и 
возмущающим каналам значительно усложня-
ют стабилизацию этой переменной, а значит, и 
поддержание оптимального режима работы 
объекта. 

Среди наиболее значительных возмущений 
можно отметить: температуру и влажность по-
даваемого в топку воздуха, влажность сжигае-
мого топлива, его размер и зольность, а также 
температуру и расход подаваемой в котельную 
из тепловой сети обратной воды. 

Управляющие воздействия реализуются из-
менением расхода подаваемых в топку топлива 
и воздуха, а также включением и выключением 
горелки, пуском и остановкой пневмотранспор-
та опилок и дымососа. 

Регулирование расхода топлива происходит 
изменением скорости вращения шнекового до-
затора, подающего опилки в систему пнев-
мотранспорта. 

Изменение количества подаваемого в топку 
вторичного воздуха осуществляется путем 
варьирования степени открытия заслонки на 
входе в камеру сгорания. 

В настоящее время управление котельными 
на древесных отходах с циклонными топками 
происходит по таким алгоритмам, которые не 
позволяют достигнуть стабильной и оптималь-
ной работы объекта (рис. 3). 

В зависимости от значений температур то-
почного газа и воды, нагреваемой в котельной, 
работа установки разделена на несколько ре-
жимов.  

При температуре воды ниже заданного значе-
ния (как правило, 80–90°С) котельная запускает-
ся. При этом последовательно осуществляется: 

1) запуск дымососа; 
2) запуск пневмотранспорта.  
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Рис. 3. Режимы работы объекта 

 
Управление топкой происходит по темпера-

туре топочного газа. При ее значении меньше 
200°С включается горелка и работает, пока тем-
пература топки не достигнет 250°С. При 200°С 
начинается подача топлива, а при 250°С – вто-
ричного воздуха. Непрерывное управление 
температурой топки продолжается до 400°С.  
В этот момент подача топлива полностью пре-
кращается, а заслонка вторичного воздуха пол-
ностью открывается.  

Если в любой момент работы котельной 
температура воды станет больше задания, про-
исходит последовательная остановка котельной: 

– остановка шнекового дозатора; 
– остановка пневмотранспорта; 
– остановка дымососа; 
– закрытие воздушного клапана. 
Выход температур воды и топки за пределы 

110 и 800°С соответственно означает переход 
установки в аварийный режим, об этом допол-
нительно сигнализируется. 

Понятно, что такой алгоритм не может ста-
билизировать работу объекта, он лишь позво-
ляет ему балансировать между аварийным со-
стоянием и полной остановкой. Поэтому 

важной задачей представляется поиск такой 
структуры и алгоритма системы регулирования, 
которые позволят достигнуть лучшего качества 
управления. 

Заключение. Подытоживая вышесказанное, 
необходимо отметить, что водогрейная котель-
ная на древесных отходах является объектом 
управления с размытыми параметрами, т. е. на-
ходится под воздействием многочисленных 
параметрических и структурных возмущений. 
Существующие системы управления котлами 
не учитывают этой размытости, а значит, име-
ется необходимость в их совершенствовании. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БЛОКА УПРАВЛЕНИЯ  
ИЗМЕРИТЕЛЬНЫМИ КАНАЛАМИ 

The paper considers the issue of unification of the basic algorithm of synthesis of real-time compu-
tation structures. The said algorithm suggests multiple execution of a significant number of its blocks 
because the optimum structure is selected according to this algorithm from an aggregate of viable op-
tions at the final stage of algorithm execution. Thus one of key tasks to be solved in designing complex 
technical objects, the real-time systems being a part of them, is the shooting for labor and time saving 
solutions. Suggested is the method based on the combinatory logic in selecting optimum structures out 
of an aggregate of correct options.  

Введение. Решение проблемы синхрониза-
ции вычислительной структуры предполагает 
формирование последовательности управляю-
щих сигналов в соответствии с координатами 
вектора временной развертки с периодично-
стью, обусловленной условиями цикличности 
реализации вычислительного процесса. 

Основным требованием к средствам реше-
ния этой проблемы является высокая точность 
формирования временных интервалов, от кото-
рой зависит, будет ли удовлетворять синтези-
руемая вычислительная структура условию  
организации вычислительного процесса в ре-
альном времени. До сегодняшнего дня для ре-
шения проблемы формирования управляющих 
сигналов использовались два подхода: приме-
нение цифровых автоматов и микропрограмм-
ное управление. 

Цифровые автоматы (устройства управления 
на основе схемной логики) способны обеспечить 
наивысшее быстродействие при заданном типе 
технологии элементов. Основные недостатки 
этих управляющих устройств: отсутствие воз-
можности применения последних достижений 
микроэлектроники – больших интегральных 
схем и сверхбольших интегральных схем. 

Принципиальная непригодность для фор-
мирования вектора временной развертки обу-
словлена ориентацией цифровых автоматов на 
формирование управляющих сигналов в соот-
ветствии с логическими выражениями без уче-
та временной зависимости между этими сиг-
налами. 

Использование микропрограммного прин-
ципа построения устройств управления, широ-
ко распространенного в ЭВМ малой и средней 
производительности, устройствах управления 
периферией, некоторых типах микропроцессо-
ров, является нецелесообразным для решения 
поставленной проблемы по следующим при-
чинам: 

− потребность в большом формате микро-
команды, возрастающем с ростом сложности 
проектируемой вычислительной системы (ВС); 

− чрезвычайно нерациональное примене-
ние управляющей памяти из-за низкой вероят-
ности одновременного включения нескольких 

функциональных устройств (ФУ) и возможно-
сти широкой разбежки между значениями ко-
ординат вектора временной развертки (это 
предполагает использование определенной по-
следовательности «пустых» микрокоманд); 

− потребность в быстродействующей управ-
ляющей памяти независимо от уровней времен-
ной иерархии; 

− низкая точность формирования времен-
ных интервалов и, как следствие, повышение 
вероятности потери возможности реализации 
вычислительного процесса в реальном времени. 

Данные особенности известных принципов 
построения управляющих устройств обуслови-
ли необходимость разработки принципиально 
нового подхода к решению задачи формирова-
ния управляющих сигналов для параллельно-
конвейерных ВС реального времени.  

Ниже предлагается метод синтеза блоков 
управления, которые ориентированы на реализа-
цию последовательностей сигналов в соответст-
вии с заданным вектором временной развертки, 
основанным на преобразовании исходного графа 
алгоритма, реализующего математическую мо-
дель функционала временной развертки [1]. 

Основная часть. Совокупность исходных 
данных для синтеза блоков управления разде-
лим на две группы. 

К первой группе отнесем ряд результатов, 
полученных при реализации процедур синтеза 
вычислительных структур [2]. К их числу отно-
сятся следующие: 

1. Функционал временной развертки 

( )( ) 1
Ф , 

j ,J
t j q

−
=  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 11, 1 , 1, 2 , , 1, ;

, 1 , , 2 , , , ;

, 1 , , 2 , , , ;

j j
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t t ... t Q t k

t j t j ... t j Q t k

t J t J ... t J Q t k
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⎪
⎪= + Δ⎨
⎪
⎪
⎪ + Δ⎩

 

где  

( ) ( ) ( )1 0, 1, 2, 3, , , 1 , , 2 , , , jj / j ,Jk ... t j t j ... t j Q= = −  
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моменты включения j-го ФУ на первом цикле 
функционирования вычислительной структуры, 
равном 

( ) ( )γ : γj jt t v V .Δ = Δ ∈  

2. Такт вычислительной структуры c .τ  
3. Множества вершин γ-х уровней времен-

ной иерархии 

( ) { }, 1, V v .γγ = γ = Γ  

4. Вектор шагов дискретизации 

( ) ( ) ( )( )δ 1 , 2 , , t t t ... t .= Δ Δ Δ Γ  

5. Вектора усеченных путей 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) c1 , 2 , , , 1, ,kk k
k kL v v ... v n k K= =  

где Kс – множество усеченных путей вершин 
графа алгоритма (ВГА). 

6. Множества вершин, образующих ступени 
конвейеров  

( ) ( ) ( ){ }, μ , μ ,kV L v L=  

где Lρ ,1μ =  – номер ступени конвейера пути L; 

Lρ  – количество ступеней конвейера пути L; 

μ1,k K=  – номер вершины μ-й ступени пути L; 

μK  – количество вершин μ-й ступени пути L. 
7. Вектор вершин, которым назначено ФУ 

типа мультиплексор 
( ) ( )( )( )
1 2, , , ,MX

MX MX MX
SV v v ... v=  

где s – количество вершин, которым назначено 
ФУ типа «мультиплексор». 

8. Количество информационных входов 
мультиплексоров в виде вектора  

( )( ) ( ) ( )
1 2, , , .MX

MX MX MX
SK k k ... k=  

9. Требования к синхронизации ФУ вычис-
лительной структуры 

{ } ( ){ }( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4, , , ,j j j j

jC c c c c=  

где 
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синхронизции;
1, в противном случае;

0 при синхронизации
по фронту;
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0 при синхронизации высоким
потенциалом или переключением
синхросигнала с высокого на низкий;
1 при синхронизации высоким
потенциалом или переключением
синхросигнала с низкого на высокий;

0 при синхр
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онизации фронтом;

1 при синхронизации импульсом,
⎧
⎨
⎩

 

где 0τ  – минимально допустимая продолжи-
тельность управляющего импульса при син-
хронизации импульсом или требуемая продол-
жительность действия потенциала. 

Ко второй группе относятся параметры ФУ 
для реализации блоков управления. Это, в пер-
вую очередь, параметры основных ФУ: 

1. Частота переключения для ФУ, реали-
зующих функции 

З Д К В(.), (.), (.), (.)X Х Х Х . 

2. Признак типа ФУ для этих ФУ 

0 для ФУ
с программным управлением,
1 для ФУ с жесткой аппаратной
реализацией.

jd

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

 

3. Максимальное значение коэффициента 
деления ФУ, реализующих функцию (.)ДХ  при 

)(
maxД0 j

j Kd −= , коэффициент деления )(
Д

jK  при 
1jd .=  

4. Параметры задержки ФУ, реализующих 
функцию (.)ЗX . 

5. Максимальное значение формируемого 
временного интервала τинт max для дуг, реали-
зующих функцию В (.)Х . 

6. Длительность задержки распростране- 
ния расзτ  для логических элементов дизъюнк-
ции, ввода, вывода t(i). 

7. Время доступа для ФУ ввода параметров 
З Д, τdK K .−  
Для служебных ФУ задается ряд следую-

щих параметров: 
1. Полоса частоты генерации (fr1, fr2) для ге-

нератора тактовых импульсов. 
2. Длительность задержки распростране-

ния зτ  для инверторов, частота переключения 
fпер, количество состояний Ксост для устройств 
управления мультиплексорами. 

3. Диапазон изменения длительности вы-
ходного импульса для формирователей им-
пульсов. 

4. Частота переключения для ФУ управле-
ния мультиплексорами fпер. 
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Задача синтеза блоков управления систем 
контроля параметров технологических процес-
сов с учетом совокупности приведенных ис-
ходных данных и введенных понятий форму-
лируется следующим образом. 

Известен функционал временной развертки 
графа вычислительной структуры, способы 
отображения его путей на вычислительные ар-
хитектуры, требования по организации синхро-
низации функциональных устройств, назначен-
ных вершинам графа, набор функциональных 
устройств для формирования и преобразования 
временных интервалов. Далее выбирается со-
став функциональных устройств, строится граф 
блока управления, позволяющий организовать 
циклический вычислительный процесс в реаль-
ном времени, согласно программе, определяе-
мой функционалом временной развертки [1]. 

В данном случае в качестве модели системы 
контроля параметров технологических процес-
сов выбрали регистратор многоканальный  
РМ-2201, выпускаемый серийно ОАО «МНИПИ». 
В разработанном приборе имеется 16 измери-
тельных каналов, к которым подключаются 
датчики, выполняющие определенные измере-
ния и обеспечивающие достижение заданных 
результатов системы контроля [3].  

Управление осуществляется группой объек-
тов, т. е. каналами. Их виртуальная структура 
представляется в виде совокупности bitmap-карт, 
каждая из которых имеет свою программу 
управления (алгоритм). При управлении слож-
ным объектом процессор по очереди обслужи-
вает, опрашивает измерительные каналы. Эта 
очередь может осуществляться по жесткой про-
грамме или по мере поступления заявок от от-
дельных каналов с возможностью использова-
ния в последнем случае приоритетного 
обслуживания.  

В системе реализованы несколько алгорит-
мов управления АУ1, АУ2, …, АУl, каждый из 
которых выбирается в зависимости от резуль-
тата оценивания корреляционной функции 
входного воздействия g(o)[nT] блоками выбор-
ки данных и коммутации выхода.  

Переключение между каналами осуществ-
ляется в реальном масштабе времени на про-
граммном уровне. На систему управления  
в данном случае возлагается функция распо-
знавания образов, записанных в bitmap-картах, 
соответствующих определенным запросам по 
подключению того или иного канала. 

В основной состав блока управления систе-
мы контроля параметров технологических про-
цессов входят ПЭВМ, аналого-цифровой пре-
образователь (АЦП), дисплей для отображения 
результатов и запросов, клавиатура, преобразо-
ватель команд управления. В памяти ПЭВМ 
хранится программа с готовыми решениями – 
bitmap-картами для измерительных каналов. 

Модификация решений может производиться 
через клавиатуру, что позволяет видоизменять 
систему без аппаратурной перестройки. В ре-
жиме управления каналами на вход АЦП по-
ступают сигналы от датчиков температуры. 
Цифровые сигналы от контактов переключате-
лей и клавиатуры поступают в ПЭВМ напря-
мую через 16 входов интегральной схемы ин-
терфейса. Для проведения нужных измерений 
система генерирует синусоидальный сигнал 
модуляции и вырабатывает последовательность 
синхроимпульсов. Генерируемый синусоидаль-
ный сигнал состоит из определенного количе-
ства ступенек, формируемых табличным bit-
map-способом. При каждом прерывании от 
таймера ПЭВМ переходит к программе выбор-
ки очередного значения синусоиды. Получен-
ное фазовое слово, характеризующее частоту и 
фазу синусоиды, и синхроимпульс передаются 
в ПЭВМ. 

Получив синхроимпульс, ПЭВМ запраши-
вает отсчет у быстродействующего АЦП и 
принимает фазовую информацию от ПЭВМ.  
Отсчет, выданный АЦП, записывается в ячейку 
ассоциативной памяти, номер которой отвечает 
фазовому слову. Отсчеты, соответствующие 
одному периоду сигнала, образуют группу. Ка-
ждая последующая группа отсчетов записыва-
ется в те же ячейки памяти, добавляясь к уже 
имеющемуся содержимому этих ячеек. Этот 
процесс повторяется до завершения заданного 
количества периодов модуляции.  

Результатом работы программы являются 
сигналы, которые представляют собой цифро-
вые данные о температуре и выводятся на дис-
плей системы. Здесь также предусмотрена воз-
можность применения программ обработки 
прерываний для планирования критически 
важных задач с управлением по неожиданным 
событиям. Ускорение передачи данных дости-
гается согласованием в цикле чтения данных 
времени преобразования аналоговой величины 
в цифровую с временем выполнения команд 
программы быстрой передачи данных. Цикл 
ожидания исключается. В частности, после 
инициализации (первичного запуска) системы 
программа входит в цикл чтения данных с карт. 
При каждом обращении программы к некото-
рому адресу bitmap-карты происходит форми-
рование сигнала, запускающего АЦП в новый 
цикл преобразования. Пока система выполняет 
очередные команды программы передачи дан-
ных, цикл преобразования завершается и дан-
ные могут быть введены в память.  

Система прерывания позволяет с помощью 
определенного сигнала внешнего устройства 
прервать программу, выполняемую обработ- 
ку канала, и вызвать для исполнения програм-
му с более высоким приоритетом канала. По-
сле окончания программы с более высоким  
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приоритетом ПЭВМ автоматически возвра-
щается к прерванной программе. Прерывания 
при вводе-выводе могут быть обусловлены 
следующими условиями: 

1) готовность внешних устройств по вводу-
выводу данных; 

2) появление ошибок при вводе-выводе; 
3) возникновение особого условия во внеш-

них устройствах, например аварийной ситуации. 
Возможны также и другие причины возник-

новения прерываний. 
При наличии режима прерывания система 

не ожидает готовности внешних устройств  
к обмену данными, а выполняет основную про-
грамму до тех пор, пока от внешнего устройст-
ва не поступит запрос на прерывание. В резуль-
тате повышается производительность системы.  

Схема управления регистратором многока-
нальным с 16 измерительными каналами рабо-
тает следующим образом. Каждое из шестнадца-
ти внешних устройств (каналов) может в любой 
момент времени запросить прерывание, форми-
руя сигнал на своей линии запроса. Запрос запо-
минается в регистре запросов прерывания.  

Когда система воспринимает сигнал 
ЗАПРОС ПРЕРЫВАНИЯ, ее логика управле-
ния генерирует сигнал ПОДТВЕРЖДЕНИЕ 
ПРЕРЫВАНИЯ, указывающий на то, что сис-
тема готова приступить к обслуживанию пре-
рывания. Тогда содержимое выходного буфер-
ного регистра поступает на линию данных, и 
система начинает обслуживать прерывание  
с другой ячейкой памяти. 

Для эффективного формирования вариантов 
маршрутов по комплексу или приоритетному 
показателю используется метод оптимизации, 
разработанный на базе теории и базового алго-
ритма синтеза вычислительных структур ре-
ального времени [4].  

При реализации метода усекается дерево 
поиска структурных решений, которые пред-
ставляют собой набор готовых алгоритмов, 
реализованных в bitmap-картах. Применение 
данного метода позволило снизить трудоем-
кость при выборе алгоритма, соответствующего 
запросу и определению опрашиваемого канала. 
При уменьшении трудоемкости снизилось ко-
личество операций, требуемых для определе-

ния оптимального варианта выбора измери-
тельного канала, соответствующего запросу. 
При этом увеличилась надежность расчетов и 
скорость обработки информации, освободились 
другие не менее важные машинные ресурсы. 

Заключение. Разработанный метод опти-
мизации базового алгоритма проектирования 
позволяет осуществлять поиск снижения тру-
доемкости при проектировании систем контро-
ля параметров технологических процессов. 
Также сокращен требуемый объем памяти для 
хранения исходных данных и промежуточных 
результатов. 

Математическая модель и алгоритм синтеза 
параллельно-конвейерных вычислительных струк-
тур блока управления позволили: 

− представить эту модель графом вычисли-
тельного алгоритма, что обусловливает удобство 
его преобразования рядом несложных процедур 
с целью уменьшения его размерности; 

− отображать вершины графа на простые 
функциональные устройства для реализации 
временных преобразований. 

При адаптации метода синтеза блоков 
управления измерительными каналами была 
решена проблема формирования управляющих 
сигналов для систем контроля в соответствии  
с функционалом временной развертки. 
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ОРГАНИЗАЦИЯ СТРУКТУРЫ ЭЛЕКТРОННОЙ ОБУЧАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ  
С АКТИВНЫМ КОНТРОЛЕМ ПРИОБРЕТАЕМЫХ ЗНАНИЙ  

It is proposed learning content model with continuous control of learning knowledge. The learning 
content divided into sense pages with learning objects. Learning objects and sense pages have different 
weights, which take into knowledge control with programming interface. By them control learning 
knowledge in ELS is developed by standard testing and permanently  by analysis of student work with 
learning materials on base of programming interactivity of multimedia user interface. That learning 
content model provides active learning knowledge and conception of virtual tutor. 

Введение. В работе предлагается  структура 
электронной обучающей системы (ЭОС), осно-
ванная на концепции объектной модели SCORM, 
в которой весь учебный материал лины, кроме 
традиционной разбивки на темы, которые в свою 
очередь могут иметь несколько уровней вложен-
ности разбивок на подтемы, разбивается далее на 
смысловые страницы и учебные объекты. При 
этом контроль знаний в ЭОС осуществляется как 
посредством традиционных тестовых заданий, 
функционально привязанных к разноуровневым 
темам и объектам, так и непрерывно на основе 
анализа действий обучаемого при прохождении 
им учебного материала с использованием про-
граммируемой интерактивности.  

Основная часть. В объектной модели 
SCORM [1] учебный контент состоит из исход-
ных активов в виде разного рода учебных 
объектов (текст, изображения, звук, анимация, 
видео), которые при помощи метаданных на 
основе языка XML объединяются затем в раз-
личные множества компоновок: учебные кур-
сы, учебники, учебные фильмы [2]. В связи  
с предлагаемой структурой ЭОС мы уточняем 
понятие смысловой страницы и учебного объ-
екта [3]. Под учебным объектом мы понимаем 
минимальную неделимую единицу учебного 
материала, которая передает содержащееся  
в ней знание и связана с другими учебными 
объектами, тестовыми заданиями и потенци-
ально с реакциями виртуального преподавате-
ля. Смысловая страница – это блок учебного 
материала, состоящий из учебных объектов, 
образующий законченный по смысловому 
содержанию учебный модуль, который требует 
усвоения и занимает в ЭОС один экран.  

Предлагаемая иерархическая структура ор-
ганизации учебной информации может быть 
представлена в виде раскрашенного направлен-
ного графа. На рисунке вершины графа обозна-
чают следующие элементы: Д – учебная дисци-
плина, T – тема, С – смысловая страница, O – 
учебный объект, ТЗ – тестовое задание. В пред-
лагаемой структуре организации учебного 
контента выделены три уровня вложенности 
учебного материала, первый из которых являет-
ся традиционным (тема – учебная дисциплина), 
а два других (учебный объект – смысловая 

страница – тема) используются для организации 
активного и непрерывного контроля знаний, 
реализующего функции виртуального препода-
вателя. При этом все вершины графа, вообще 
говоря, неравноценны, что определяется при-
своением каждой вершине специальной харак-
теристики – веса.  

Для третьего уровня вложенности – уровня 
объектов – на приведенном графе частично 
показаны тестовые задания ТЗ1–ТЗ4 разных 
типов, которые связываются с вершинами графа 
на объектном и на более высоких уровнях. При 
этом контроль знаний в ЭОС на уровне объектов 
показывает знание обучаемым исходного учеб-
ного материала, вложенного в объекты, в то 
время как контроль со связями на более высоких 
уровнях определяет способность студента логи-
чески связывать учебные объекты и понимать 
закономерности их взаимодействия. 

 

 
Рисунок. Схема построения контроля  

знаний в ЭОС с активным контролем знаний  
 

В связи с предложенной выше схемой орга-
низации учебного материала возникает потреб-
ность в соответствующей методике формиро-
вания вопросов для контроля. В зависимости от 
того, какую область учебного материала кон-
тролируют тестовые задания, их можно ранжи-
ровать по следующим уровням: 

m 

k 

k 

n 



 108

– объектные (для учебного объекта); 
– страничные (для смысловой страницы); 
– тематические (для темы дисциплины); 
– дисциплинарные (для дисциплины в целом). 
В данной структуре разделения учебного 

материала появляется возможность проведе-
ния точечного перманентного контроля зна-
ний по различным учебным блокам курса, 
начиная с их минимальных представителей – 
учебных объектов. При этом учитывается 
наличие связей между учебными объектами и 
их весами на смысловой странице, между 
смысловыми страницами и их весами в теме 
и, наконец, между темами и их весами в изу-
чаемой дисциплине. В такой структуре ЭОС 
в полной мере возможна реализация концеп-
ции виртуального преподавателя с адекват-
ной реакцией на выполняемые обучаемым 
действия на основе соответствующего экран-
ного интерфейса, что в целом обеспечивает 
активный контроль знаний. 

Для случая, когда для одного учебного объек-
та Ok задается только одно тестовое задание ТЗ 
объектного уровня, легко вычислить объект-
ный коэффициент знаний с учетом разных 
весов учебных объектов на смысловой страни-
це. Вес учебного объекта, смысловой страницы, 
темы – это степень важности выбранного учеб-
ного объекта, смысловой страницы, темы по 
отношению к объемлющему блоку и задается 
экспертами (авторами учебного курса). При 
этом сумма всех весов каждого уровня внутри 
каждого учебного блока должна быть равна 1, 
что соответствует полному знанию о содержа-
щемся в данном блоке учебном материале. 

Исходя из вышесказанного, формула расче-
та объектного коэффициента уровня знаний  
в целом по дисциплине имеет следующий вид:  

1 1 1

1КД КО
n m l

i j k k
i j k

w v
nmr = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
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∑ ∑ ∑μ , 

где n, m, r – количество предлагаемых тестовых 
заданий  соответственно на дисциплинарном, 
тематическом и страничном уровнях. 

Коэффициент знания объекта 
1
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0k
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где 1 – правильный ответ, 0 – неправильный 
ответ.  

При этом, например, суммарный коэффици-
ент знания смысловой страницы вычисляется 
по формуле 

КСj  = 
1

1 μ КО .
r

k k
kr =
∑  

По аналогичным выражениям рассчитаны и 
включены в первую общую формулу суммарные 
коэффициенты знания темы и всей дисциплины. 

Для весов объекта, страницы и темы долж-
но выполняться следующее равенство: 

1 1 1
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где µk, vj, wi – соответственно вес учебного 
объекта, смысловой страницы, темы. 

В случае, если для одного объекта преду-
смотрено несколько тестовых заданий с разным 
весом, суммарный коэффициент знания объекта 
должен рассчитываться по формуле 
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где u – количество тестовых заданий к учебно-
му объекту; αl – вес тестового задания, при 
этом сумма весов всех заданий должна быть 
равна 1 (ql = 1 за правильный ответ или ql = 0  
за неправильный ответ). 

Таким образом, общая оценка КД определя-
ется уровнем тестового задания, весом учебного 
объекта в ЭОС и весом тестового задания. КД 
является накопительным коэффициентом, при 
этом его значение, равное 1, соответствует 
уровню знаний автора данного учебного курса. 
Обучаемому, который практически не сможет  
правильно выполнить все тестовые задания по 
дисциплине, например, для получения отличной 
оценки необходимо получить коэффициент КД, 
равный 0,9–1,0, или другой, соответствующий 
оценке «отлично» по общей шкале оценок, 
принятой в данном учебном учреждении.  

Из предложенной схемы расчета контроля 
знаний в ЭОС вытекает естественное разделение 
способов расчета оценки знаний при подсчете 
уровня знаний по учебным объектам, согласно 
приведенным выше формулам, которую назовем  
объектной, и при подсчете уровня знаний при 
выполнении тестовых заданий с учетом объек-
тов более высокого уровня – страничного, тема-
тического, дисциплинарного, которую назовем 
рейтинговой, поскольку она характеризует 
знания обучаемого о логических связях и взаи-
модействиях объектов учебного материала.  

Активный контроль знаний или интерак-
тивная помощь, инициируемая системой, реали-
зованы программным образом и основываются 
на следующих принципах. Если пользователь 
достаточно долгое время «не сходит» с текущей 
страницы, то система предлагает ему ответить 
на ряд вопросов, связанных с текущей страни-
цей, на основании ответов на которые система 
определяет «пробелы» в знаниях. Если пользо-
ватель не знает ответа на вопрос, выдается 
страница, где помещен ответ на данный вопрос. 
Каждый вопрос идентифицируется в программ-
ном коде с именем вопроса и именем ответа, 
при этом ответ рассматривается как имя заклад-
ки на странице, где содержится текст ответа. По 
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этим именам можно определить настоящий 
текст вопроса и ответа с помощью кодировоч-
ной матрицы. 

Система контроля знаний ЭОС отслеживает 
ситуацию, в которой пользователь просмат-
ривает снова ранее пройденную страницу, 
причем тратит на ее просмотр достаточно 
много времени. В этом случае система предла-
гает помощь в форме блиц-опросника. При 
подтверждении пользователю предоставляется 
соответствующее окно помощи. 

Выделим следующие группы задач вирту-
ального преподавателя: 

А. Отслеживание процесса обучения. 
Б. Оказание помощи обучаемому. 
В. Контроль знаний и выявление недорабо-

ток учащегося. 
Отслеживание процесса обучения связано  

с выявлением следующих ситуаций: 
А1. Учащийся бессистемно перемещается 

по учебнику. 
А2. Учащийся возвращается к ранее прой-

денным фрагментам учебника. 
А3. Учащийся «остановился» на некотором 

вопросе. 
Ситуация А1 бессистемного просмотра 

учебника требует «напоминания» учащемуся  
о его обязанностях. Ситуация А2 возврата на 
ранее пройденные разделы требует, возможно, 
оказания помощи. Аналогичным образом, 
ситуация А3, когда учащийся «тормозит» на 
некотором вопросе, требует выявления вариан-
та помощи в конкретном случае. 

Для выявления указанных ситуаций систе-
ма ведет «историю» процесса изучения уча-
щимся учебного материала. История представ-
ляет последовательность номеров страниц, 
просматриваемых в ходе обучения учащимся, 
числа их посещений и времени, затраченном на 
просмотр страниц. 

Таким образом, ситуация А1 сводится  
к следующей статистической задаче. Имеется 
последовательность номеров страниц.  Требу-
ется проверить гипотезу о случайном характере 
этой последовательности. Для решения этой 
задачи может быть использован статистический 
критерий серий [4], суть которого состоит  
в следующем. В последовательности S будем 
отмечать знаком «+» наблюдение, с которого, 
как предполагается, либо начинается новая 
серия, либо продолжается старая серия.  
В противном случае ставим знак «–». Пусть, 
для примера, учащийся просмотрел следующие 
страницы: 2, 3, 4, 7, 11, 12, 15, 2, 4, 8. Этой 
последовательности сопоставляется следующая 
последовательность знаков: «+, +, +, –, +, +, –, 
+, –, +».  Здесь первые три знака «+»  опреде-
ляют серию последовательно просматриваемых 
страниц (2, 3, 4). Затем серия обрывается (7). 
Следующее число 11, судя по всему, открывает 

новую серию (11, 12). Число 15 обрывает серию, 
а 2, как видно, открывает новую серию и т. д. 
Согласно критерию серий, подсчитываем 
число появлений знака «+» и «–» (соответст-
венно n+, n–). Вычисляем число серий (повто-
ряющихся последовательностей из «+» и «–») – 
R = 7. Далее рассчитываем число  z: 
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Число z считается нормально распределен-
ной нормированной случайной величиной, что 
легко проверить, например, с помощью крите-
рия Стьюдента. 

Ситуация Б проверяется просто выделени-
ем повторяющихся подпоследовательностей. 

Для проверки ситуации В необходимо вы-
яснить, что время, проводимое учащимся за 
чтением данной страницы, значимо отличается 
от среднестатистического времени, затрачи-
ваемого на изучение предыдущих страниц. 
Пусть последовательность времен, затрачивае-
мых на чтение страницы учебника, составило 
Т1, Т2, …, Тm. Обозначим через Тmax – макси-
мальное среди этих значений и через Тmin – 
минимальное. Рассмотрим случайную величину 

max 1 ,
1

T TV
Tm

m

−
=

Δ−
 

где 1
iT T

m
= ∑  и 2

1

1 ( ) .
1

m

iT T T
m

Δ = −
− ∑  

Рассчитанное значение V нужно сравнить  
с табличным значением  максимально возмож-
ного отклонения нормально распределенной 
нормированной случайной величины, задав-
шись значением m и вероятностью ошибки, 
например, 0,05 [5]. 

Оказание помощи  реализуется путем выпол-
нения вопросника, ассоциированного с изучае-
мым материалом. Вопросник представляет собой 
набор вопросов с указанием вариантов ответов. 
Материал вопросника связан с семантической 
структурой учебного пособия, которая представ-
ляет собой семантическую сеть понятий, ассо-
циированных по принципу «родитель – по-
томок». Например, понятие электрохимического 
потенциала является родительским по отноше-
нию к понятию гальвани-потенциала и т. д.  
В результате проведения опроса устанавливается 
набор понятий, которые учащийся знает недоста-
точно хорошо. Учащемуся рекомендуется обра-
титься к темам, связанным с этими понятиями. 

Контроль знаний и выявление недоработок 
реализуется как в форме текущего опроса  
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знаний, так и в форме тестов на усвоение мате-
риала. Текущий опрос напоминает опрос  
с места учащегося, что позволяет преподавате-
лю оценить готовность учащегося к дальней-
шему «продвижению» по учебному материалу. 
Текущий опрос в ЭОС представляет собой 
элемент программного интерфейса в виде 
интерактивного «опросника» для оказания 
помощи студенту и текущего контроля его 
знаний. При этом такой «опросник» контекстно 
зависим и запускается  при переходе к каждому 
новому параграфу или разделу с соответст-
вующим содержанием. 

Тестирование знаний выполняется в форме 
глобального теста по теме (разделу) после 
прохождения учебного материала и требуется 
для выставления общей оценки по изучаемому 
предмету. Данная информация помещается  
в централизованную базу на сервере и оценива-
ет степень усвоения предмета учащимся. 

Предложенная система активного контроля 
знаний в ЭОС программно реализуется на 
языках Java, XML и базируется на платформе 
PHP/MySQL. Алгоритм программы разделен на 
область пользователя (студента) и область 
администратора (преподавателя). Администра-
тор загружает контент в базу данных MySQL 
последовательно учебными объектами, задавая 
для каждого объекта стиль и вес. Контроль 
знаний в программной реализации заключается 
в том, что в базе данных ЭОС к учебным объ-
ектам добавляются соответствующие тестовые 
задания, вес тестовых заданий и уровень тесто-
вых заданий, которые затем участвуют в расче-
тах коэффициентов знаний на разных уровнях  
в структуре ЭОС.  

Структуру всего приложения в целом со-
держит навигационный файл nav.xml. Каждый 
созданный текстовый документ сохраняется 
как html-документ и описывается в элементе 
<item> … </item> данного навигационного 

файла. Для каждого html-документа затем 
строится файл ассоциированных понятий. Этот 
файл содержит основные понятия, их обозна-
чения и соотношения между ними. Файл ассо-
циированных понятий, вообще говоря, должен 
давать раскрытие каждого понятия, а также 
содержать ссылки на связанные понятиями 
темы. При этом для каждого из выбираемых 
понятий создается собственный html-документ.  

Заключение. Таким образом, предложенная 
структура организации учебного материала  
в ЭОС обеспечивает активный контроль зна-
ний, при котором реализуются направленные 
адекватные реакции виртуального преподава-
теля и проводится непрерывное контекстно 
зависимое тестирование по предъявляемому 
учебному материалу.  
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ОСОБЕННОСТИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ ДЛЯ АВТОМАТИЗАЦИИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ 

The article of design the methods of presentation and minimization of mathematical models of 
calculable process, allowing to automates a planning process difficult to shorten time of planning of 
the real-time systems, optimize the designed systems on the row of technical descriptions are consi-
dered. A method for optimizing the base on the algorithm design, allows you to implement the search 
of reducing the labor required for the design of control systems of parameters of technological pro-
cesses. It also reduced the required amount of memory to store the outcome-governmental data and 
intermediate results. 

Введение. Применение формальных методов 
синтеза вычислительных систем, ориентирован-
ных на автоматизацию проектирования [1], пре-
дусматривает разработку специальных спосо-
бов представления математических моделей 
вычислительных процессов для синтезируе-
мых систем. Среди проблем, связанных с ав-
томатизацией проектирования вычислитель-
ных систем реального времени, выделим три 
основных:  

− ввод и обработка математических моде-
лей, зависящих от временных параметров или 
содержащих временные преобразования; 

− потребность в больших объемах памяти 
для сохранения промежуточных результатов 
и исходных данных при обработке графов, 
соответствующих моделям процессов, задан-
ных дискретными отсчетами временных па-
раметров; 

− сложности, возникающие при вводе та-
ких моделей. 

В настоящей статье исследуются методы 
решения указанных проблем, один из которых 
базируется на применении предложенных авто-
ром специальных функций для представления 
временных преобразований, второй – на поло-
жениях, позволяющих минимизировать мате-
матические модели дискретных циклических 
процессов. 

Основная часть. Рассмотрим несколько 
характерных случаев временных преобразова-
ний процессов. 

1. Задание области определения функции 
времени. Традиционное представление такой 
зависимости от временных параметров вида 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2

1 2

, , ..., , , , ,
0, , ,

nf x x x t t t t
y t

t t t
⎧ ∈⎪= ⎨ ∉⎪⎩

     (1) 

где ( )txxxf n  , ,... , , 21  – непрерывная функция 
времени, усложняющая процедуры синтеза, 
ориентированные на обработку математиче-
ской модели, все параметры которой задаются 
едиными аналитическими выражениями. Кро-
ме того, данная функция при автоматизации 
синтеза обусловливает повышение трудоемко-

сти алгоритмов, а в конечном итоге ведет  
к усложнению вычислительных структур и 
снижает точность формирования временных 
параметров по причине необходимости нали-
чия служебных функциональных устройств 
для анализа попадания функции ( ).f  в тре-
буемый временной интервал и в связи с поте-
рей времени на эти служебные функции. 

2. Преобразование типа «временная за-
держка процесса» имеет вид 

                        ( ) ( )з ,y t f t= − τ                   (2) 
где зτ  – фиксированный интервал задержки. 

Очевидно, что такое преобразование требу-
ет представления, которое позволяло бы в ана-
литическом выражении учитывать операции 
задержки, реализуемые простыми функцио-
нальными устройствами. 

3. Формирование из непрерывной функции 
кусочно-непрерывной 

( ) ( ) ,i itf t y t+τ⎯⎯⎯→                  (3) 

где i it + τ  – верхняя граница интервала сущест-
вования функции ( )y t . Вероятно, что даный 
случай является более общим случаем 1. 

4. Временная задержка функции ( )f x  с рас-
тяжением: 

з

р
( ) ,ty t f

K
⎛ ⎞− τ

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (4). 

где рK  – коэффициент растяжения. 
5. Временная задержка функции ( )f x  со 

сжатием (частный случай предыдущего при 
рK < 1): 

( ) ( )( )з cy t f t K= − τ ,       (5)  

где cK  – коэффициент сжатия. 
Выражения (4), (5) так же, как и (3), требу-

ют представления, удобного для преобразова-
ния соответствующего графа и реализации дос-
тупными техническими средствами. 

Ряд других математических моделей, зави-
сящих от временных параметров, сводится  
в конечном итоге к комбинации рассмотренных. 

Графовое отображение моделей (1)–(5), ис-
пользуемое при автоматизации проектирования, 
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которая основана на методах теории синтеза 
вычислительных систем реального времени [1], 
целесообразно представлять в виде 

( ) ( ) ( ) ,y t f t q t=                    (6) 

где ( )q t  – оператор преобразования. 
Предлагается в качестве оператора q(t) 

применять ряд функций на базе разностной 
единичной функции.  

Так, преобразование (1) связано с формиро-
ванием временного интервала. Для него введем 
понятие единичной разностной функции. 

Определение 1. Единичной разностной функ-
цией называется функция ( )p 0 ,tχ τ , которая 
рассчитывается следующим образом: 

  ( ) ( ) ( )( )p 0 0 0, 1 1t t t t tχ τ = − − − + τ ,       (7) 

где 1(.) – единичная функция Хевисайда.  
При формировании процессов, зависимых 

от временных параметров, полезной может 
быть функция, характеризующая момент окон-
чания формирования интервала. 

Определение 2. Параметром разностной 
единичной функции ( )0 p,t t∗ τ  будем называть 
параметр, определяемый как момент окончания 
временного интервала: 

( ) ( ) ( )( )p 0 p 0 p, 1t t t t t∗ ∗χ = τ = − + τ −  

                     ( )( )0 p1 t t ′− − + τ + τ ,            (8) 

при 0.′τ →  
Определение 3. Функцией задержки назы-

вается функция 
( ) ( )з з з1 .tχ τ = − τ                  (9) 

Определение 4. Модифицированной функ-
цией задержки называется функция  

( ) ( )( )з 0 з 0 з, 1t t t′χ τ = − + τ .         (10) 

Определение 5. Функцией задержки с рас-
тяжением называется функция 

( ) з
з.р з p

p
, 1 tK

K
⎛ ⎞− τ

χ τ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                (11) 

Определение 6. Функцией задержки со сжа-
тием называется функция вида 

( ) ( )( )з.с з c з c, 1K t Kχ τ = − τ .        (12) 

Отметим, что более сложные временные 
преобразования сводятся к разнообразным ком-
бинациям выражений (7)–(12). 

Преобразованиям (1)–(5) при введенных 
обозначениях соответствуют выражения 

( ) ( ) ( )p 1,y t f t t= χ τ , 
где  

2 1t tτ = − , 

( ) ( ) ( )з з з ,y t f t= − τ χ τ  

( ) ( ) ( )p
1

, ,
I

i i
i

y t f t t
=

= χ τ∑  

( ) ( )з
з.р з p

p
, ,ty t f K

K
⎛ ⎞− τ

= χ τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )( ) ( )з c з.р з c, .y t f t K K= − τ χ τ  

Рассмотрим еще несколько типовых преоб-
разований. 

Случайная флуктуация задержки имеет вид 

( ) ( ) ( )з з зb by t f t= − τ − τ χ τ + τ , 

где bτ  – случайная составляющая задержки. 
Аналогичным образом можно найти слу-

чайную флуктуацию длительности импульсов и 
пауз импульсного процесса 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )p п п п и и
1
χ ,τ ,τ ,τ τ ,

I
i i i i i

b b
i

y t f t t
=

′= +∑  

где ( )
п

it  – момент начала формирования i-й пау-
зы, рассчитанный следующим образом: 

( )
( )

0
1п

, 1,

, 1,
i

i

i

t i
t

t i
−

=⎧⎪= ⎨ ′ >⎪⎩
 

где ( )1i
it

−′  – момент окончания формирования  

i-го импульса; ( )
пτ

i  и ( )
иτ

i  – заданная длитель-
ность i-й паузы и i-го импульса соответственно; 

( )
пτ

i
b и ( )

иτ
i

b  – случайная составляющая длитель-
ности i-й паузы и i-го импульса соответственно. 

Применение рассмотренных функций при 
представлении математических моделей поли-
параметрических процессов облегчает ввод ис-
ходных данных при автоматизации проектиро-
вания, упрощает алгоритмы проектирования, 
снижает их трудоемкость, позволяет синтезиро-
вать вычислительные структуры с использовани-
ем простых функциональных устройств, а в ряде 
случаев представляет собой единственную воз-
можность представления математических моде-
лей (например, математическая модель форми-
рования вектора временной развертки). 

Вторая проблема при представлении ма-
тематических моделей связана с потребно-
стью в больших объемах памяти для сохране-
ния промежуточных результатов и исходных 
данных при обработке графов, соответст-
вующих моделям процессов, заданных дис-
кретными отсчетами временных параметров. 
Рассмотрим два положения, позволяющие 
решить эти проблемы. 

Утверждение 1. Над любым количеством 
вершин, которые могут быть реализованы од-
ним и тем же функциональным устройством 
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(ФУ) на взаимно непересекающихся интерва-
лах времени, может быть выполнена операция 
элементарного гомоморфизма. 

Вероятно, что условием возможности нача-
ла выполнения произвольным ФУ очередной  
j-й операции является окончание выполнения 
этим ФУ предыдущей i-й операции, или 

τ ,k k k
j i it t≥ +          (13) 

где k
it  и k

jt  – моменты начала выполнения k-м 
ФУ i-й и j-й операций соответственно; k

iτ  – 
время выполнения k-м ФУ i-й операции.  

Тогда некоторое количество вершин графа 
исходного алгоритма, каждая из которых может 
быть реализована одним и тем же ФУ, в соот-
ветствии  с определением графа вычислитель-
ной структуры может являться прообразом од-
ной вершины из множества вершин графа 
вычислительной структуры, если выполняется 
соотношение (13). 

Утверждение 2. Граф вычислительной 
структуры, синтезированной на базе исходной 
математической модели, представленной ана-
литическим выражением общего вида 

1 1 2
1 1

, , ..., ...
IjI

n
i J

y F x x x
= =

⎛
= ⎜⎜

⎝
∑∑  
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, ,...,, ,...,

, ,..., ,
2 1

1 1
... ,

i j lI J L Ml
i j l m

L m
F Z

= =
∑ ∑  

          ( ) ( ) ), ,..., , , , ..., , 
2 , ..., , ,i j l m i j l m

kZ Z t
⎞
⎟⎟
⎠

      (14) 

изоморфен графу вычислительной структуры, по-
лученному из исходной математической модели 

  ( )( )1 1 2 2 1 2, , ..., , , , ..., , ,n ky F x x x F Z Z Z t′ =  (15) 

где ,  ,  ...,  , i j l m  – последовательные отсчеты 
времени; 1 2, , ..., nx x x  – независимые от време-

ни параметры; ( ), , ..., , 
1 , i j l mZ  ( ), , ..., , 

2 , ...,i j l mZ  
( ), , ..., , i j l m

kZ – отсчеты временно зависимых па-
раметров в дискретные моменты времени; Fl (.) 
и F2 (.) – аналитические выражения, связываю-
щие параметры {X} и {Z}. 

Доказательство данного утверждения не 
приводится ввиду его громоздкости.  

Следствие. При синтезе вычислительных 
структур вместо математических моделей ви-
да (14) может быть применена математическая 
модель вида (15). 

Третья особенность представления матема-
тических моделей для синтеза вычислитель-
ных структур связана с тем, что в ряде случаев 
цель использования вычислительной структу-
ры может быть достигнута с применением бо-

лее простых и дешевых технических средств, 
чем вычислительная структура, реализующая 
обобщенную (базовую) математическую мо-
дель соответствующего процесса. Примером 
являются исследования, в частности испытания 
технических подсистем или контроль их от-
дельных функций, не требующих наличия дан-
ных обо всей системе, в состав которой входит 
данная подсистема. Решение проблемы созда-
ния технических средств для задач такого типа 
связано с формированием математических мо-
делей с требуемыми свойствами. 

Под задачей синтеза математических моде-
лей вычислительных процессов с требуемыми 
свойствами будем понимать задачу, заклю-
чающуюся в формировании множества усечен-
ных моделей, полученных из базовой модели 
вычислительного процесса путем выделения ее 
параметров, которые могут обеспечить требуе-
мые свойства. 

Для решения данной задачи предлагается 
метод, основанный на использовании характе-
ристических логических функций (ХЛФ), свя-
зывающих булевы переменные, отождествлен-
ные с параметрами модели, и элементов 
логико-комбинаторного подхода. Наличие на-
бора параметров математической модели, га-
рантирующих соответствие модели требуемым 
свойствам, дает основание получить искомую 
модель путем преобразования графа вычисли-
тельного алгоритма реализации базовой моде-
ли. Данные преобразования базируются на сле-
дующих положениях. 

Утверждение 3. Для формирования графа 
алгоритма реализации математической модели 

( )F x  с требуемыми свойствами над вершинами 
u и ν графа алгоритма реализации базовой ма-
тематической модели  

( ) ( )0, : , , Ввод ,G V E e u u x= = ν ↔  

( )u r rx X N∉ , 

где ( )r rX N  – множество элементов вектора 
параметров требуемых свойств ( ) ,r rX N  необ-
ходимо над парой вершин u  и v  выполнить 
операцию простого элементарного гомомор-
физма. Доказательство данного положения 
приведено в [1]. 

Заключение. Использование предложен-
ных автором единичных функций (8)–(12) для 
представления математических моделей вы-
числительных процессов позволяет: 

− представлять единым аналитическим вы-
ражением модели, содержащие временные па-
раметры или операции временных преобразо-
ваний (задержка, сжатие, растяжение и т. д.), 
что упрощает процедуры синтеза вычислитель-
ных структур и средств их управления, а также 
позволяет экономить память для хранения ис-
ходных данных и промежуточных результатов; 
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− описывать аналитическими выражениями 
формирование управляющих сигналов в тре-
буемые моменты времени; 

− автоматизировать синтез вычислительных 
структур для моделей с временными парамет-
рами и преобразованиями и блоков управления 
вычислительных систем реального времени; 

− реализовывать операции временных пре-
образований на наборе известных функцио-
нальных устройств [2, 3]. 

Способ представления математических мо-
делей процессов, заданных дискретными отсче-
тами параметров времени (утверждения 1 и 2, 
следствие), при автоматизации проектирования 
вычислительных систем позволит облегчить 
ввод исходных данных, упростить проектируе-
мые вычислительные системы, уменьшить их 
аппаратурные затраты, снизить временные за-
траты на синтез вычислительных структур, а 
также потребность в памяти и трудоемкость 
алгоритмов автоматизации синтеза приблизи-
тельно в N раз, где 

, ,...

, , ..., 
1 1 1

... .
i ji LJI

i j l
i j l

N M
= = =

=∑∑ ∑  

Метод синтеза математических моделей  
с требуемыми свойствами дает возможность  
 

уменьшить стоимость и сократить сроки про-
ектирования и изготовления вычислительных 
структур, создавать вычислительные устрой-
ства, отличающиеся от структур, построенных 
на основе базовой модели, меньшими аппа-
ратными затратами, стоимостью, габаритами, 
энергопотреблением при обеспечении требуе-
мых функциональных возможностей, на на-
чальной стадии проектирования сделать вывод 
о принципиальной возможности обеспечения 
требуемых свойств. 
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ИНФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ СИСТЕМЫ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ 
The article is devoted to a consideration of an information model of a knowledge control process. 

This model is an extended version of the model, which is offered by an international e-learning stan-
dard IMS. The model focuses on the computer-aided procedures of educational content designing and 
promotes the decision of problems of simplification of program processing of an educational content 
and creation of program tool of the computer tutoring system design. Special attention in this article is 
given to a designing of a test structure and Test Tree building. Test Tree data allows to control and or-
ganize the knowledge control process. To solve the problem of e-learning content portability the con-
cept of portable content package (PCP) which represents a special way organized directory containing 
content, its components and metadata is proposed. We consider, that the account of basic provisions of 
IMS will promote introduction of software products of the educational appointment focused first of all 
on functional compatibility and portability.  

Введение. Контроль знаний – одно из ос-
новных преимуществ и важная часть работы  
с обучаемыми в рамках автоматизированной 
обучающей системы (АОС) [1, 2]. 

Целью процесса контроля знаний является 
обеспечение эффективной обратной связи с обу-
чаемым, диагностика его знаний для организа-
ции адаптивного управления обучением, оценка 
качества проводимого управления и обучения. 

Согласно [1, 2], выделяют два основных 
подхода, используемых в АОС для организации 
контроля знаний. 

Оценка действий обучаемого (функцио-
нальная диагностика) предполагает, что ком-
пьютерная (экспертная) система, располагая 
сведениями о предметной области и правилах 
оценки действий обучаемого, собирает необхо-
димую информацию о его состоянии путем на-
блюдения и фиксации параметров рабочих воз-
действий и соответствующих реакций. 

Стандартизированный контроль знаний 
(тестовая диагностика) позволяет определять 
уровень знаний обучаемого с помощью специ-
альных тестовых заданий и анализа получен-
ных ответов. 

При разработке компьютерных тестов для 
обеспечения их эффективности необходимо 
соблюдать следующие основные требования: 
обеспечение открытости системы тестирова-
ния, переносимость тестов на уровне исходных 
текстов, учет различных типов тестовых зада-
ний, использование различных методов оценки 
ответов тестируемого. 

Кроме того, тесты, тестовые задания, как и 
любые другие учебные объекты, должны разра-
батываться в соответствии с принципами мо-
дульности, интероперабельности, возможности 
оперативной актуализации и многократного по-
вторного использования, совместимости, интег-
рируемости в различные компьютерные системы 
обучения и тестирования. Достижение постав-
ленных целей предполагает учет международных 
стандартов, спецификаций и рекомендаций, су-
ществующих в области электронного обучения, 

таких как SCORM, IMS, DCMI, LOM и др.,  
а также применение новых информационных 
технологий, передового опыта в области разра-
ботки специального программного обеспечения. 

Следует также отметить, что для организа-
ции эффективного управления процессом кон-
троля знаний компьютерная система должна 
располагать сведениями о структуре и содер-
жании учебного теста. 

Таким образом, актуальной является про-
блема разработки четкой информационной мо-
дели процесса контроля знаний, которая пре-
доставляет возможность введения в тест 
различных параметров, позволяющих разра-
ботчику теста реализовать свои представления 
об организации процесса тестирования. Значит, 
модель системы контроля знаний должна со-
стоять из двух взаимосвязанных слоев. Первый 
слой должен обеспечить отображение на экране 
компьютера структуры теста и содержимого 
тестовых заданий, а второй (скрытый) – хране-
ние набора параметров и их значений, исполь-
зуемых компьютерной системой для организа-
ции процесса контроля знаний. 

Данная статья посвящена рассмотрению 
информационной модели системы контроля 
знаний, основанной на понятии дерева теста, и 
метода структурирования и обмена тестами 
(тестовыми заданиями) между различными 
системами тестирования, основанного на поня-
тии переносимого пакета контента (ППК). 

Основная часть. Разработка информаци-
онной модели системы контроля знаний осуще-
ствлялась с учетом основных положений спе-
цификации IMS QTI [3]. 

Преимуществом такого выбора является 
отсутствие ограничений в спецификации  
с точки зрения пользовательского интерфейса, 
применяемых педагогических парадигм, обра-
зовательных и информационных технологий. 
Все это позволяет обеспечить поддержку  
нововведений, существующих в области педа-
гогики, единый способ структурирования и 
обмена учебно-методическими (тестовыми) 
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материалами, их совместимость и возмож-
ность повторного использования. 

В общем виде структура любого теста может 
быть представлена в виде дерева, которое назо-
вем деревом теста (ДТ). Заметим, что идея по-
строения дерева теста во многом схожа с идей 
построения дерева деятельности, предложенной 
в [4]. Основные различия заключаются в исполь-
зуемых типах вершин ДТ и наборе их атрибутов. 

Дерево теста представляет собой связный 
размеченный граф DT = (T, L), где L – множество 
ребер; T = (T1, T2) – множество вершин ДТ, кото-
рые в свою очередь делятся на T1 = {t11, …, t1n} – 
множество вершин-секций; n – количество вер-
шин-секций; T2 = {t21, …, t2m} – множество вершин-
пунктов; m – количество вершин-пунктов в ДТ. 

Пример дерева теста показан на рис. 1. На 
множестве T вершин дерева теста определено 
отношение логической зависимости. Отноше-
ние логической зависимости δ в общем случае 
означает, что если вершины t1, t2 ∈ T и (t1, t2) ∈ δ, 
то перейти к вершине t2 можно будет только 
после того, как завершена работа с вершиной t1 
(пройдено соответствующее тестовое задание). 

Разделение вершин ДТ по типам обуслов-
лено их различиями в функционировании и в 
наборе хранимых параметров, т. е. каждая вер-
шина ДТ, кроме заголовка, хранит дополни-
тельную информацию, используемую компью-
терной системой при управлении процессом 
контроля знаний. 

Особое назначение в структуре дерева теста 
имеет вершина-корень (t0), которая отвечает за 
хранение значений глобальных переменных 
(параметров) теста. 

Под вершиной-секцией будем понимать под-
дерево DTK исходного дерева DT = (T, L), в кото-
рое входит лишь часть вершин ДТ, образующих 
множество K, вместе с ребрами их соединяющи-

ми, причем начальной точкой поддерева (кор- 
нем) DTK является вершина с пометкой «секция». 
Отсюда следует, что секция характеризуется 
возможностью обладать сложной иерархической 
структурой и представляет собой узел ветвления 
в дереве теста. При этом вершина-секция может 
иметь неограниченное число потомков обоих из 
названных типов. Будем использовать тип вер-
шины «секция» для изменения порядка обхода 
вершин ДТ, которые являются непосредствен-
ными потомками вершины-секции. 

Выделим для вершин ДТ два режима обхода: 
1) линейный – переход только в направле-

нии вперед, соблюдая порядок обхода от пре-
дыдущего элемента к следующему; 

2) нелинейный – произвольный порядок 
обхода непосредственных потомков вершины  
в любом из направлений; в данном случае не-
допустимо определение строгого порядка об-
хода вершин-секций. 

Отметим также, что вершина-секция может 
быть использована, если в структуре ДТ при-
сутствуют вершины-пункты, требующие вы-
полнения определенных условий, и эти условия 
являются общими для данной совокупности 
вершин-пунктов. 

Все условия можно разделить на предусловия 
и постусловия. Под условием будем понимать 
некоторое логическое выражение, проверяемое 
системой контроля знаний. Предусловием назо-
вем условие, оцениваемое системой при входе 
в вершину ДТ, постусловием – условие, оцени-
ваемое при выходе из вершины. При этом каж-
дому условию может быть поставлено в соот-
ветствие некоторое «действие» – операция, 
выполняемая в случае положительного резуль-
тата оценки соответствующего условия. Связ-
ная пара «условие – действие» представляет 
собой правило, определенное на ДТ. 

 

 
Рис. 1. Представление структуры компьютерного теста в виде дерева теста 

– пометка вершины-секции 
– пометка вершины-пункта
– дерево раздела теста 
– дерево подраздела теста 
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В зависимости от количества условий 
можно выделить следующие типы правил: 
простое – одно условие и одно действие, фик-
сирующее – много условий и одно действие. 
Действия, например, могут разрешать или за-
прещать выполнение тестового задания, на-
правлять тестируемого на повторное прохож-
дение испытания и т. д. Основная идея 
использования условий может быть связана  
с анализом среднего балла успеваемости тес-
тируемого или результата, полученного тести-
руемым в течение сессии (сеанса) отдельного 
тестового задания, секции или всего теста. 

Под вершиной-пунктом будем понимать 
концевую вершину ДТ, хранящую ссылку на 
физический файл тестового вопроса (задания). 
Одной из наиболее важных характеристик вер-
шины-пункта является ее функционирование  
в контексте родительского элемента. 

Список общих атрибутов вершин ДТ раз-
личного типа представим с помощью кортежа: 

<Id, Tit, D, Obj, Nm, C, Res, Fb>, (1) 
где Id – уникальный идентификатор; Tit – заго-
ловок вершины; D – время, отводимое на вы-
полнение всех тестовых заданий вершины 
(включая задания, определенные для непосред-
ственных потомков вершины); Obj – учебная 
цель; Nm – значение балла успеваемости, при 
котором тестируемому разрешено приступить  
к выполнению задания; C – условия, установ-
ленные для вершины; Res – результаты тести-
рования; Fb – текст обратной связи. 

В общем случае [3] выделяются два типа 
обратной связи: интегральная и модальная, 
различие между которыми заключается в мо-
менте их вызова, а также в возможности опера-
тивного влияния на результаты тестирования. 
При этом не определяются возможные разли-
чия в структуре обратной связи. Так, например, 
для вершины-корня и вершины-секции дерева 
теста при организации обратной связи может 
формироваться итоговый отчет о результатах 

тестирования. Для вершины-пункта в структуру 
обратной связи могут входить: информацион-
ные сообщения для случаев верного и неверно-
го ответов, правильное решение, предъявляе-
мое в текстовой форме, набор подсказок и 
соответствующая им система баллов, которая 
будет влиять на результаты тестирования. 

Список дополнительных атрибутов вершины-
корня ДТ представим следующим кортежем: 

<Des, Ath, Date, RqN, Sr, Ea, S, T1, T2>,    (2) 
где Des – краткое описание теста; Ath – автор 
теста; Date – дата создания (редактирования) 
теста; RqN – флаг запроса имени тестируемого 
до начала процесса тестирования; Sr – флаг, 
определяющий необходимость передачи ре-
зультатов тестирования по электронной почте, 
используя для этого адрес, хранимый атрибу-
том Ea; S – порядок обхода потомков вершины; 
T1 и T2 – соответственно секции и тестовые за-
дания, являющиеся непосредственными потом-
ками корня дерева теста. 

Кортеж (3) описывает дополнительные ат-
рибуты вершины-секции: 

<T2, O>.                                (3) 
Здесь атрибут О позволяет устанавливать 

для вершины-секции признак случайного по-
рядка предъявления вариантов ответов на текст 
вопроса задания (рис. 2). Использование этого 
признака предотвратит возможность запомина-
ния правильного порядка ответов тестового 
задания в случае его повторного выполнения  
в контексте вершины-секции. 

Совокупность дополнительных атрибутов 
вершины-пункта представим кортежем: 

<Ac, Al, Ib, Sh>,                     (4) 
где Ac – флаг контроля над количеством попы-
ток тестирования; Al – максимальное количест-
во попыток тестирования; Ib – тело тестового 
вопроса; Sh – флаг изменения порядка предъяв-
ления вариантов ответов. 

 
Рис. 2. Использование признака случайного порядка предъявления вариантов ответов

Z( 2
1t ) = 1 

Список всех возможных неповторяющихся  
комбинаций вариантов ответов: 

N = 3 
N! = 6 

V1 – V2 – V3 
V1 – V3 – V2 
V2 – V1 – V3 
V2 – V3 – V1 
V3 – V1 – V2 
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0 – порядок по умолчанию 
1 – случайный порядок 
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V – множество вариантов ответа тестового 
задания 2
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N = |V| – количество элементов множества V 
N! – количество комбинаций элементов  
множества V 
 

2
1t
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Отметим, что в зависимости от типа тесто-
вого задания список атрибутов, определяющих 
тело вершины-пункта, может сильно отличать-
ся. Однако постоянными составляющими будут 
являться заголовок, текст задания, инструкции 
по его выполнению. 

Также сделаем акцент на том, что основной 
идеей оценки ответов на тестовые задания, со-
гласно предлагаемой модели, является возмож-
ность применения различных методов оценки. 
Целесообразность использования того или ино-
го метода может быть оценена разработчиком 
теста, а не жестко определяться системой тес-
тирования. 

После того, как структура и содержимое 
учебного теста определены, может быть сфор-
мирован переносимый пакет контента [5]. 

Переносимый пакет контента – пакет, кото-
рый состоит из совокупности тестовых заданий и 
их метаданных, включает манифест-файл стар-
шего уровня и совокупность физических файлов, 
идентифицированных в манифесте. ППК может 
содержать вложенные директории. Файл-мани-
фест – это XML-документ, непосредственно 
описывающий учебный тест. Переносимый пакет 
контента представляет собой единый способ 
структурирования и обмена учебными и учебно-
методическими материалами. 

Решение задачи совместимости, интегри-
руемости и переносимости учебных и учебно-
методических материалов также обеспечивает 
метод их создания и использования, отличи-
тельной особенностью которого является раз-
деление операций над контентом на независи-
мые составляющие: создание, представление 
(визуализация) и определение правил функцио-
нирования. 

Немаловажное значение также имеет ис-
пользование средств новых информационных 
технологий, применяемых в области электрон-
ного обучения. В настоящее время все большее 
распространение  получают  так  называемые 
«Х-технологии»: XML, XSL, XSLT, XPath, XSL 
Formatting Object (XSL FO), XHTML, RDF, 
XML Schema, XLink, XPointer, XInclude, 
MathML, CML и др. Использование перечис-

ленных технологий предоставляет возможность 
разработчику тестов осуществлять их опера-
тивную актуализацию, создает предпосылки 
для сокращения времени управления разработ-
ками и увеличения количества работ, результа-
ты которых можно применять повторно. 

Заключение. В статье рассмотрены основ-
ные аспекты создания компьютерной системы 
тестирования, сформулированы требования, 
предъявляемые к подобному классу систем. 
Особое внимание уделено вопросам совмести-
мости и интегрируемости компьютерных тес-
тов и тестовых заданий. Более подробно иссле-
дована информационная модель системы 
контроля знаний, основанная на понятии дерева 
теста, включающая средства для визуализации 
структуры и содержимого тестов, гибкого 
управления процессом контроля знаний с по-
мощью средств вычислительной техники. 

Литература 
1. Савельев, А. Я. Подготовка информации 

для автоматизированных обучающих систем: 
метод. пособие для преподавателей и студентов 
вузов / А. Я. Савельев, В. А. Новиков, Ю. И. Ло-
банов. – М.: Высшая школа, 1986. – С. 176. 

2. Карпова, И. П. Исследование и разработ-
ка подсистемы контроля знаний в распределен-
ных автоматизированных обучающих системах: 
дис. … канд. техн. наук: 05.13.13 / И. П. Карпо-
ва. – М., 2002. – 200 л. 

3. IMS Question and Test Interoperability As-
sessment Test, Section, and Item Information 
Model: Public Draft (revision 2) Specification / 
IMS Global Learning Consortium [Electronic re-
source]. – Version 2.1. – 8 June 2006. – Mode of 
access: http://www.imsglobal.org. 

4. Кабак, Е. В. Информационная модель ор-
ганизации учебного контента системы автома-
тизированного создания и модификации ком-
пьютерных средств обучения / Е. В. Кабак // 
Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и ин-
форм. – 2008. – Вып. XVI. – С. 141–144. 

5. SCORM Content Aggregation Model, Ver-
sion 1.3.1 [Electronic resource]. – 22 July 2004. – 
Mode of access: http://www.adlnet.org. 

 



 119

УДК 681.325.3 
Д. М. Романенко, доцент; Д. В. Шиман, ассистент 

МАЖОРИТАРНОЕ ДЕКОДИРОВАНИЕ  
ДВУМЕРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ИТЕРАТИВНЫХ КОДОВ  

С ОБЪЕДИНЕННЫМИ ДИАГОНАЛЬНЫМИ ПРОВЕРКАМИ 
The article are considered the results of the decoding new types of iterative codes: line two-

dimensional iterative codes with double incorporated diagonal checks. The necessary of using for ma-
jority decoding  four line-independent checks is proved. Also error corrections up to 2 multiplicity by 
using majority decoder is analyzed. 

Введение. Наблюдаемое в последние годы 
резкое увеличение информационных потоков 
и ужесточение требований к целостности  
передаваемой и обрабатываемой информации  
обострили проблему надежного хранения и 
передачи двоичной информации. Один из 
способов решения такой проблемы заключа-
ется в использовании помехоустойчивого ко-
дирования данных с помощью избыточных 
кодов. 

Основная часть. Двумерные итеративные 
коды, широко применяемые на практике и бо-
лее известные как HV-коды, являются простей-
шим примером использования методов комби-
нирования известных кодов для построения 
новых и представляют собой прямое произве-
дение кодов простой проверки на четность. По-
ступательное развитие в данном направление 
избыточного кодирования привело к появлению 
двумерных линейных итеративных кодов с объ-
единенными диагональными проверками [1, 2], 
которые характеризуются минимальным кодо-
вым расстоянием, равным 6, следовательно,  
могут исправлять все одиночные и двойные 
ошибки. 

Принцип формирования проверочных сим-
волов и порождающая матрица  для такого кода 
при k = 16 бит представлены на рис. 1 и 2  соот-
ветственно [3–5].   

 
Рис. 1. Принцип формирования  

проверочных бит:  
1 – информационные биты;  

2 – горизонтальные паритеты;  
3 – вертикальные паритеты;  

4, 5 – первые и вторые объединенные  
диагональные паритеты соответственно;  

6 – контрольная сумма 

 
Рис. 2. Проверочная матрица  

двумерного линейного итеративного кода  
с объединенными диагональными проверками 

 
Таким образом, согласно порождающей 

матрице, проверочные символы R1–17 могут 
быть рассчитаны по следующим зависимостям: 
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Ключевую роль в использовании избыточ-
ных кодов играет процесс декодирования. Од-
ним из самых быстродействующих является 
мажоритарное декодирование – декодирование 
по принципу «большинства». Проанализируем 
целесообразность использования таких декоде-
ров для приведенного выше кода с точки зре-
ния возможности исправления ошибок различ-
ной кратности.  
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В двумерных итеративных кодах (рис. 1)  
с двойными диагональными проверками пра-
вильность каждого бита информационного 
слова 1 контролируется пятью проверочными 
символами: горизонтальным паритетом 2, вер-
тикальным 3, первым объединенным диаго-
нальным 4, вторым объединенным диагональ-
ным 5 и контрольной суммой 6. Необходимо 
отметить, что контрольная сумма является ли-
нейно зависимой проверкой (может быть полу-
чена суммированием по модулю два всех про-
верок одного типа, например горизонтальных) 
и, следовательно, ее при мажоритарном деко-
дировании использовать нельзя.  

Обычно при мажоритарном декодировании 
применяется нечетное количество проверок. 
Анализ показал, что если бы для декодирования 
использовались три любых паритета (например, 
горизонтальные, вертикальные и первые диаго-
нальные), то лишь одиночные ошибки могли бы 
быть исправлены. Появление любых двойных 
ошибок приводило бы к необратимому искаже-
нию информации. Поэтому далее рассмотрим 
пример мажоритарного декодирования с приме-
нением всех четырех паритетов.  

Пусть закодированы 16 бит (k = 16) инфор-
мации Х = 0111 1010 0010 1100, другими сло-
вами, согласно порождающей матрице (рис. 2), 
формируются проверочные символы: 
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                  (2) 

Пусть при хранении (или передаче) во 2-м и 
4-м битах информационной последовательно-
сти X возникла ошибка (инверсия бита). Тогда 
Х′ = 0010 1010 0010 1100,  а новые проверочные 
символы будут равны: 
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При мажоритарном декодировании каждый 
информационный бит декодируется (проверяет-
ся) отдельно. Например, при проверке 8-го ин-
формационного бита будут сравниваться R2 и 
R′2, R8 и R′8, R9 и R′9, R14 и R′14. Иными словами, 
будут выполнены следующие операции  сумми-
рования по модулю два (результат суммирова-
ния, равный 1, свидетельствует о том, что ошиб-
ка произошла в данном бите, 0 – ошибки нет): 
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По результатам суммирования, согласно 
мажоритарному принципу, делается вывод, что 
ошибки в данном информационном бите нет. 
При проверке 2-го и 4-го информационных би-
тов в результате выполнения аналогичных опе-
раций сравнения получим: 

– для 2-го бита: 
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– для 4-го бита:   
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Таким образом, при считывании информа-
ции данные биты необходимо инвертировать 
(три паритета из четырех (большинство) пока-
зали о наличии ошибок). Аналогичные опера-
ции осуществляются для всех считываемых 
информационных битов. 

Отметим, что при использовании всех четы-
рех  паритетов (горизонтальные, вертикальные, 
первые и вторые объединенные диагональные)  
возможно  появление «мажоритарного  равенст-
ва»  (при  декодировании бита два проверочных 
символа показывают на наличие ошибки, два 
других – нет) – в таком случае должен делаться 
вывод об отсутствии ошибки. 

Очевидно, возможны ситуации, когда двой-
ная ошибка не будет исправлена либо другие  
биты при декодировании будут приняты за оши-
бочные. Первая ситуация может быть следствием 
комбинации двух одиночных ошибок в 5-м и  
15-м информационных битах (при декодировании 
данных битов будет наблюдаться «мажоритарное 
равенство»). Иначе говоря, в соответствии с ко-
довой последовательностью (информационные и 
проверочные биты),  представленной на рис. 1, 
получим Х′ = 0111 0010 0010 1110. При декоди-
ровании 5-го бита будем иметь: 
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В этой ситуации, как говорилось выше, 
принимается решение об отсутствии ошибки 
в данном бите. 

Вторая же ситуация наблюдается при воз-
никновении ошибок  в 1-м и 3-м битах. В этом 
случае информационная последовательность 
примет вид Х′ = 1101 1010 0010 1100. При де-
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кодировании 1-й и 3-й биты будут инвертиро-
ваны (ошибки в них будут исправлены): 

– для 1-го бита: 
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– для 3-го бита: 
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Но при декодировании, например, 9-го би-
та, в котором ошибки не было, получим: 

,110
,101

,110
,011

1414

1111

55

33

=⊕=′⊕
=⊕=′⊕
=⊕=′⊕
=⊕=′⊕

RR
RR
RR
RR

             (10) 

т. е. принимается решение, что данный бит не-
обходимо инвертировать.  

Аналогичным образом будет принято реше-
ние о необходимости инвертирования 11-го бита: 

3 3

7 7

9 9

16 16

1 1 0,
1 0 1,
0 1 1,
1 0 1.

R R
R R
R R
R R

′⊕ = ⊕ =
′⊕ = ⊕ =
′⊕ = ⊕ =
′⊕ = ⊕ =

             (11) 

Анализ процесса мажоритарного декодиро-
вания двумерного линейного итеративного ко-
да с объединенными диагональными проверка-
ми показал, что все одиночные и большая часть 
двойных ошибок могут быть исправлены. Так, 
при  длине информационного слова k = 64 бит 
приблизительно 76% ошибок кратностью два 
будут исправлены. 

Заключение. Таким образом, для мажори-
тарного декодирования двумерного линейного 
итеративного кода с двойными диагональными 
проверками целесообразно использовать все 
четыре типа линейно независимых паритетов 
(контрольная сумма исключается). При этом 
все одиночные и большая часть двойных оши-
бок могут быть нейтрализованы. Также можно 
отметить, что с ростом длины информационной 
последовательности доля исправляемых оши-
бок будет увеличиваться. 
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АЛГОРИТМЫ ПРИВЕДЕНИЯ ОТМЕТОК ОБЪЕКТОВ  
РАДИОЛОКАЦИОННОГО НАБЛЮДЕНИЯ К ЕДИНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

In article algorithms of transformation of coordinates of objects of the radar-tracking supervision 
received in systems of coordinates  local RLS, in system of coordinates of the uniform centre of pro-
cessing of the information on air conditions are considered. The developed algorithms can be used at 
designing of the automated systems of processing of the radar-tracking  information. The presented al-
gorithms are realised in the form of a package of the applied programs, realising above described ma-
trix transformations, for application at a stage by tertiary processing of the information in systems of 
radar-tracking supervision over air conditions. 

Введение. На этапе первичной и вторичной 
обработки радиолокационной информации 
осуществляется ее обработка только от одной 
радиолокационной станции (РЛС). Для радио-
локационного контроля воздушной обстановки 
над большой территорией необходимо иметь 
информацию о воздушных объектах в пределах 
достаточно большого пространства, что не мо-
жет быть обеспечено одной РЛС. Получение 
информации возможно только путем создания 
единого радиолокационного поля с помощью 
нескольких РЛС. Поэтому возникает задача 
обработки радиолокационной информации, по-
лученной от нескольких РЛС, с целью форми-
рования общей картины воздушной обстанов-
ки. Обработка радиолокационной информации, 
поступающей от нескольких РЛС, называется 
третичной обработкой информации [1, 2]. 

Для выполнения своих задач РЛС распола-
гаются на местности в определенном порядке. 
Зоны видимости РЛС образуют радиолокаци-
онное поле. При этом РЛС могут быть расстав-
лены так, что их зоны видимости будут пере-
крываться полностью, частично или не пере-
крываться совсем. Радиолокационные поля  
с перекрытием зон видимостей обеспечивают 
лучшие условия для наблюдения за воздушны-
ми объектами, однако требуют большего коли-
чества радиолокационных средств.  При этом 
сведения об одном и том же объекте могут по-
ступать одновременно от нескольких станций. 
В идеальном случае такие отметки целей долж-
ны накладываться одна на другую. Однако 
практически совпадения не наблюдаются из-за 
систематических и случайных ошибок в изме-
рении координат объектов, различного времени 
локации, а также из-за ошибок, возникающих 
при учете параллакса между точками стояния 
РЛС и пунктом третичной обработки при при-
ведении координат целей к единой системе. 
Последнее является обязательным условием 
третичной обработки, так как все РЛС опреде-
ляют координаты целей в своих системах коор-
динат, что не позволяет производить объедине-
ние информации. В общем случае несовпадение 
отметок  траектории может быть или по причи-

не ошибок измерения координат объектов и 
различного времени локации, или же потому, 
что имеется несколько объектов, создающих 
эти отметки и траектории. Раскрытие этой не-
определенности, т. е. решение вопроса, сколько 
объектов находится в действительности в кон-
тролируемой зоне, является главным вопросом 
третичной обработки.  

Для решения задач третичной обработки 
информации необходим определенный набор 
сведений, которые предоставляются отдельны-
ми РЛС, формирующими радиолокационное 
поле (локальными РЛС), в распоряжение неко-
торой системы обработки информации (СОИ), 
место расположения которой в общем случае 
имеет географические координаты, отличные 
от географических координат локальных РЛС. 
Система обработки информации предназначена 
для решения вышеупомянутых задач третичной 
обработки и представления необходимых дан-
ных конечному потребителю. 

В данной статье рассматривается алгоритм 
приведения отметок объектов, полученных от 
различных РЛС наблюдения, к единой системе 
координат центра обработки информации  
о воздушной обстановке. 

Основная часть. Будем полагать, что для 
каждой из РЛС, формирующей радиолокаци-
онное поле, известны ее географические коор-
динаты (широта и долгота), а также географи-
ческие координаты точки расположения систе-
мы обработки информации. 

Примем в качестве единой системы коор-
динат декартову систему, связанную с место-
положением центра обработки информации, и 
получим выражения для вычисления координат 
воздушного объекта в ней по данным локаль-
ных РЛС. При этом для определения точек рас-
положения локальных РЛС и пункта СОИ бу-
дем использовать их геодезические координа-
ты, что позволит учесть кривизну земной по-
верхности. 

Для решения поставленной задачи введем 
на поверхности Земли две правые  декартовы 
системы координат  111 ZYX  и 222 ZYX  (рис. 1), 
начала которых имеют географические коорди-
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наты (широта, долгота) соответственно 1 1( , )ϕ ε  
и 2 2( ,  ).ϕ ε Оси 1 1,X Y  ( )2 2,X Y   лежат в 
плоскостях, касательных к земной поверхности  
в точках расположения начала координат.  
Оси 1Y  и 2Y  ориентированы вдоль соответст-
вующих меридианов на север. Оси 1Z  и 2Z  
перпендикулярны к соответствующим каса-
тельным плоскостям.  

Рис. 1 
 
Введем также декартову систему коорди- 

нат XYZ  с началом в центре Земли, как пока-
зано на рис. 1, где ось X  лежит в плоскости 
нулевого меридиана, а ось Z  указывает на се-
верный полюс. 

Свяжем систему координат 111 ZYX  с ме-
стом расположения некоторой локальной РЛС, 
а 222 ZYX  – с точкой, где располагается систе-
ма обработки информации. 

Пусть ),,( 111 zyx – координаты объекта  
в системе 1 1 1X Y Z , а ),,( 222 zyx  –  координаты 
того же объекта в системе 2 2 2X Y Z . Операция 
приведения отметок цели к единой системе ко-
ординат требует пересчета координат цели из 
одной системы в другую. Для этой цели удоб-
ным является подход, когда объект представля-
ется вектором в четырехмерном пространстве  
с равной единице четвертой координатой [3].  
Такая методика будет использована ниже при 
выводе соответствующих выражений для пре-
образования координат. 

Пусть  
TzyxV )1,,,( 1111 =  –                      (1) 

вектор координат объекта в системе 111 ZYX , а  
TzyxV )1,,,( 2222 =  –                      (2) 

вектор координат того же объекта в системе 
2 2 2X Y Z . 
Задача заключается в отыскании такого 

оператора 1 1 2 2( , , , , )P P R= ϕ ε ϕ ε , что 12 PVV = , 
здесь R   –  эквивалентный радиус Земли. 

Очевидно, что оператор P  должен пред-
ставлять собой матрицу, элементы которой за-
висят от географических координат систем 

111 ZYX , 2 2 2X Y Z  и радиуса Земли. 
Рассмотрим методику получения матрицы P.  
1. Сместим систему координат 111 ZYX  на 

0=Δx , 0=Δy  и Rz −=Δ  относительно исход-
ного положения (рис. 2). 

 
Рис. 2 

 
Вектор координат (1) преобразуется к виду  

1
1 1W T V= ,                             (3) 

где матрица преобразования координат 1T  
имеет следующий вид [3]: 

1

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1

x
y

T
z R

−Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Δ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   (4) 

2. Совместим оси 1Z  и Z. 
Для этой цели повернем систему координат 

1 1 1X Y Z  вокруг оси 1X  по часовой стрелке  
(в отрицательном направлении) на угол 

12
π⎛ ⎞ϕ = − − ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (рис. 3). 

 
Рис. 3 
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Вектор координат (3) преобразуется к виду  

1
11

1
1

2 11 VTRWRW
XX

== ,              (5) 

где матрица преобразования координат 1
1
X

R  
имеет следующий вид [3]: 

1
1

1 0 0 0
0 cos sin 0
0 sin cos 0
0 0 0 1

X
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ ϕ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟− ϕ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 1

1 1

1 0 0 0

0 cos sin 0
2 2

.
0 sin cos 0

2 2
0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − ε − −ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤π π⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −ε − − ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (6) 

3. Совместим долготу 1ϕ  и 2 .ϕ  
Для этого повернем систему координат 1 1 1X Y Z  

вокруг оси 1Z  на угол 2 1Δϕ = ϕ −ϕ  (рис. 4). 

 
Рис. 4 

 
Вектор координат (5) преобразуется к виду  

1 1 1
1 1

3 2 1Z Z X
W R W R R T V= = ,                (7) 

где матрица преобразования координат 1Z
R  

имеет следующий вид [3]: 

1

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

Z
R

Δϕ Δϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟− Δϕ Δϕ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )
( ) ( )

2 1 2 1

2 1 2 1

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎛ ⎞ϕ − ϕ ϕ − ϕ
⎜ ⎟− ϕ −ϕ ϕ −ϕ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (8) 

4. Совместим широту 1ε  и 2.ε  
Для этого повернем систему координат 

1 1 1X Y Z  вокруг оси 1X  на угол 22
π

ϕ= −ε  (рис. 5). 

 
Рис. 5 

 
Вектор координат (7) преобразуется к виду  

1
112

3
2

4 1111 VTRRRWRW
XZXX

== ,           (9) 

где матрица преобразования координат 1
2
X

R  
имеет следующий вид [3]: 

1
2

1 0 0 0
0 cos sin 0
0 sin cos 0
0 0 0 1

X
R

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ ϕ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟− ϕ ϕ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

2 2

1 0 0 0

0 cos sin 0
2 2

.
0 sin cos 0

2 2
0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− ε − ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⎜ ⎟

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − ε − ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (10) 

5. Совместим системы координат 111 ZYX  и 
2 2 2.X Y Z  
Для этой цели сместим систему координат 

111 ZYX  на 0,xΔ =   0=Δy  и  Rz =Δ  относи-
тельно текущего положения (рис. 6). 

 
Рис. 6 

 
Вектор координат (9) преобразуется к виду  

1 1 1
2 2 2 1 1

2 4 1 1X Z X
V T W T R R R T V PV= = = ,    (11) 

где матрица преобразования координат 2T  
имеет следующий вид [3]: 
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2

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0

.
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1

x
y

T
z R

−Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Δ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (12) 

Из (11) следует, что искомая матрица 

1 1 1
2 2 1 1.

X Z X
P T R R R T=                 (13) 

Поскольку оператор P  найден, то можно 
пересчитать из системы координат 1 1 1X Y Z  в 

2 2 2X Y Z  и вектор скорости наблюдаемого объекта. 
Пусть  

1 1 1
1 ( , , ,1)v T

x y zV v v v=  –               (14) 

вектор скорости некоторого объекта в системе 
координат 1 1 1X Y Z , а 

2 2 2
2 ( , , ,1)v T

x y zV v v v=  –                (15) 

вектор скорости этого же объекта в системе ко-
ординат 2 2 2X Y Z . При этом полагаем, что начало 
вектора скорости (14) находится в начале систе-
мы координат  1 1 1,X Y Z  т. е. имеет координаты 

( )10 0, 0, 0,1 TvV = ,                   (16) 

а начало вектора скорости (15) находится в на-
чале системы координат 2 2 2 ,X Y Z  т. е. имеет 
координаты 

( )20 0, 0, 0,1 .TvV =                   (17) 

Тогда преобразование координат вектора (14) 
из системы координат 111 ZYX  в 222 ZYX  вы-
полняется в соответствии с соотношением 

2 1 10 1 10( ).v v v v vV PV PV P V V= − = −          (18) 

Заключение. В работе получены алгорит-
мы преобразования координат объектов радио-
локационного наблюдения, полученных в сис-
темах координат локальных РЛС, в систему 
координат единого центра обработки информа-
ции о воздушной обстановке. Разработанные 
алгоритмы могут быть использованы при про-
ектировании автоматизированных систем обра-
ботки радиолокационной информации.  

Авторами разработан пакет прикладных 
программ, реализующий вышеописанные алго-
ритмы, для применения на этапе третичной об-
работки информации в системах радиолокаци-
онного наблюдения за воздушной обстановкой. 
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МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ 
АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМ 

Modern information  system is an element global information space, in which she interacts with the 
other system.  The  most important state problems costing  is a building of the system of the rules of the 
interaction of the information systems in common information space. The complex of rules and systems 
providing central to information safety infrastructure is identified in country to national information 
safety. The article is dedicated to analysis of the infrastructure to national information safety of the Re-
public Belarus. It is considered legislative and normative base to information safety, principles of man-
agement, government regulation and licensing, administrative and criminal responsibility in sphere of 
protection to information. They are analyzed main standards to information safety of the Republic Bela-
rus and is fixed their relationship with international standard.  Infrastructure to national information 
safety formulates new requirements for information systems and requires new methodology of the 
building of the modern information systems. 

Введение. Глубина и размах технологиче-
ских  и социальных последствий компьютери-
зации и информатизации различных сфер об-
щественной жизни дали основание говорить об 
информационной революции. Западная обще-
ственно-политическая мысль выдвинула кон-
цепцию «информационного общества», основ-
ное назначение которой является объяснение 
явлений, порожденных этим этапом научно-
технического прогресса. В условиях информа-
ционного общества практически любая авто-
матизированная система (АС) становится 
элементом глобального информационного 
пространства.  

Отражением этих общих тенденций явля-
ется действующая с 2003 г. в Республике  
Беларусь государственная программа поэтап-
ного перехода к информационному обществу 
«Электронная Беларусь», которая предполага-
ет создание в нашей стране единой инфра-
структуры с широким использованием инфор-
мационных технологий в государственном  
управлении, народном хозяйстве, образовании, 
медицине, торговле и других сторонах жизни 
общества. В настоящий момент программа со-
стоит из девяти направлений и включает по-
рядка 100 проектов. 

Обратной стороной информатизации обще-
ства является проблема защиты информации. 
Утечка, искажение или разрушение информа-
ции может негативно отразиться на деятельно-
сти государственных органов управления, 
предприятий и организаций, нарушить права 
физических лиц и т. п. В условиях информаци-
онного общества одной из основных задач, 
стоящих перед государством, является по-
строение инфраструктуры национальной ин-
формационной безопасности.  

Инфраструктура национальной инфор-
мационной безопасности. Инфраструктура 
национальной информационной безопасности  
(ИНИБ) представляет собой комплекс взаи-
мосвязанных обслуживающих систем различ-

ной природы (организационных, правовых, 
информационных и т. п.), обеспечивающих 
основу для решения задачи информационной 
безопасности (ИБ) в масштабах страны. 
ИНИБ является составной частью общей сис-
темы национальной безопасности государст-
ва. На рисунке представлена обобщенная 
схема ИНИБ, исторически сложившаяся в 
большинстве развитых стран. Здесь изобра-
жены основные элементы ИНИБ (замкнутые 
фигуры различной геометрии) и подписанные 
стрелки, указывающие тип взаимоотношений 
между парами элементов.  

Основой любой ИНИБ является законода-
тельная и нормативно-правовая база обеспече-
ния информационной безопасности (ЗБИБ), 
выражающая государственную политику в этой 
сфере. Государство исходит из того, что ин-
формационные ресурсы являются объектами 
собственности, участвующими в хозяйствен-
ном обороте. Законы и правовые акты ЗБИБ 
наделяют определенные органы государствен-
ной власти  полномочиями осуществлять госу-
дарственное регулирование, контроль (монито-
ринг) и управление в сфере информационной 
защиты, а также определяют взаимоотношение 
субъектов информационной деятельности. Тех-
нические нормативные акты представляют со-
бой стандарты и технические регламенты, ко-
торые могут (или обязаны) использовать 
субъекты информационной деятельности. От-
ветственность субъектов информационной дея-
тельности за нарушение законов в сфере ин-
формационной безопасности определяется 
Уголовным и Административным кодексами.  

Условно субъекты в сфере информацион-
ной безопасности можно разбить на три груп-
пы: государственные учреждения, осуществ-
ляющие государственное регулирование в этой 
сфере (группа Г); разработчики  технических 
средст защиты информации (группа Р) и поль-
зователи (группа П). Очевидно, что  все эти 
группы  пересекаются.  
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Рисунок. Инфраструктура информационной безопасности  
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процедура подтверждения соответствия про-
дукции определенным техническим норматив-
ным документам (стандартам).  

Пользователи информационных систем 
(группа П) представляют самую многочис-
ленную группу субъектов в сфере информа-
ционной безопасности. Субъекты этой груп-
пы применяют средства технической защиты 
информации для защиты собственных ин-
формационных ресурсов и взаимодействуют с 
системами защиты других субъектов. В своей 
деятельности они могут использовать госу-
дарственные автоматизированные системы, 
обеспечивающие сервисные услуги в области 
технической защиты информации.  

Исторически первой ИНИБ сложилась  
в США. Первый закон о защите информации 
датируется 1906 г., а на сегодняшний день 
ЗБИБ США насчитывает их более 500 [3].   

Появление глобальных информационных 
систем привело к необходимости выработки 
единого подхода к проблемам информационной 
безопасности на международном уровне. Пер-
вым важным шагом, сделанным в этом направ-
лении, стала разработка международных стан-
дартов по информационной  безопасности.  

По понятным причинам за основу для меж-
дународных стандартов по информационной 
безопасности были взяты стандарты, разрабо-
танные стандартизирующими организациями 
ведущих индустриальных стран (прежде всего 
США и Великобритании). Нормативная доку-
ментация  национальной ЗБИБ, как правило, 

является гармонизированными международны-
ми стандартами.  

Международные стандарты по инфор-
мационной безопасности. Основой для 
большинства международных стандартов ин-
формационной безопасности (таблица) слу-
жат нормативные документы, разработанные 
национальными стандартизирующими орга-
низациями ведущих индустриальных стран, 
профессиональными техническими организа-
циями, международными консорциумами или  
ведущими в области информационных техно-
логий компаниями.  

Исторически первым (1983 г.) стандартом, 
сформулировавшим критерии безопасности и 
получившим широкое распространение, стал 
стандарт Министерства обороны и Националь-
ного комитета компьютерной безопасности 
США «Критерии оценки доверенных компью-
терных систем» (Trusted Computer System 
Evaluation, TCSEC), чаще всего называемый по 
цвету обложки «Оранжевой книгой». Стандарт 
определяет четыре «уровня доверия» к компь-
ютерным системам: D, C, B, A (перечислены  
в порядке усиления требований). Уровни С и B  
подразделяются на классы: C1, C2 и B1, B2, B3. 
Европейской переработкой этого стандарта яв-
ляется документ «Гармонизированные крите-
рии европейских стран» (Information Techno-
logy Security Evaluation Criteria, ITSEC), опуб-
ликованный в 1991 г. от имени соответствую-
щих органов четырех стран: Франции, Герма-
нии, Нидерландов и Великобритании.  

 
Таблица  

Основные международные стандарты информационной безопасности 

Группы стандартов  ISO/IEC СТБ 
Терминология, общие понятия  2383-8; 10164-7; 10164-8; 10181-1; 10181-2;  

10181-3; 10181-4; 10181-5; 10181-6; 10181-7; 
10745; 24767-1; 15443-1; 15443-2; 15443-3; 
9798-1; 15292; 15816; 18014-1; 18014-2; 18014-3

34.101.27; 34.101.30 

Требования безопасности, кри-
терии и  методологии оценки, 
методики испытаний    

15408-1; 15408-2; 15408-3; 19791; 15446; 
18045; 19790; 18045; 24759; 15446   

34.101.1; 34.101.2; 34.101.3; 
34.101.8; 34.101.9; 34.101.10; 
34.101.12; 34.101.13; 34.101.15  

Методы и алгоритмы шифро-
вания,  цифровая подпись  

9797-1; 9797-2; 10116; 10118-1; 10118-2; 
10118-3; 10118-4; 13888-2; 13888-3; 15946-1; 
18031; 18032; 18033-1; 18033-2; 18033-3; 
18033-4;   9796-2; 9796-3; 9798-2; 9798-3; 
9798-4; 9798-5; 14888-1; 14888-2; 14888-3; 
15945; 9594-8 

П 34.101.27; П 34.101.27.31; 
П ISO/IEC 10118-3; П ISO/IEC 
18033-1; П ISO/IEC 18033-3; 
34.101.24; 34.101.25; 34.101.26; 
34.101.31; 1176-1; 1176-2; 
ГОСТ 28147-89 

Управление ключами   11770-1; 11770-2; 11770-3; 11770-4  
Защита сетевых технологий 18028-1; 18028-2; 18028-3; 18028-4; 18028-5   
Организация информационной 
безопасности, управление бе-
зопасностью, рисками и защи-
той информации   

13335-1; 27001; 27002; 27005; 27006; 18043; 
18044; 21827; 24762; 14516; 15447 

П ISO/IEC 27001    

Специализированные стандарты  9579(SQL); 14762; 29341-13-10; 29341-13-11(UPnP); 
15067-4(HES) 
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Часто в литературе упоминается федераль-
ный стандарт США FIPS 140-2 «Требования 
для безопасности криптографических модулей» 
(Security requirements for cryptographic modules), 
который  был опубликован в 2001 г. и  заменил 
действовавший c 1994 г. аналогичный стандарт 
FIPS 140-1. 

Для оценки уровня безопасности стандарт 
использует специальную модель – криптогра-
фический модуль, представляющий  собой на-
бор программных и (или) аппаратных средств, 
заключенных в пределах явно определенного и 
непрерывного периметра.  

Наиболее известным международным про-
ектом в области оценки безопасности, резуль-
таты которого послужили основой междуна-
родного стандарта ISO/IEC 15408, является 
проект «Общие критерии оценки безопасности 
информационных технологий» (Common Crite-
ria IT Security Evaluation, CC), более известный 
под коротким наименованием «Общие крите-
рии» [2]. Проект стартовал в 1993 г. по инициа-
тиве правительственных организаций шести 
стран: Канады, США, Великобритании, Герма-
нии, Нидерландов и Франции.  Первоисточни-
ками  для проекта авторы называют документы, 
перечисленные выше. Стандарт предусматри-
вает семь уровней безопасности. Все требова-
ния к информационной безопасности разбиты 
на два вида: функциональные и требования до-
верия. Модель требований представляется  
в виде иерархии: класс – семейство – компо-
нент – элемент. Требования безопасности 
оформляются в виде специальных документов 
«Профиль безопасности» (для семейства ин-
формационных систем) или «Задание по безо-
пасности» для конкретной системы.   

Международный стандарт ISO/IEC 15408:1999 
фактически совпадает с версией 2.1 отчета 
«Общие критерии». 

Стандарты менеджмента, аудита и серти-
фикации информационной безопасности  
излагаются в международных стандартах 
ISO/IEC 27001, ISO/IEC 27002, ISO/IEC 27005 и 
ISO/IEC 27006. Все они являются развитием 
британского национального стандарта BS 7799. 
Важным считается то, что эти стандарты со-
вместимы с известными стандартами ISO 9000, 
ISO 9001 и ISO 14001, регламентирующими 
менеджмент качества на предприятии. 

Большое влияние на стандарты безопасности 
оказывают рекомендации одной из старейших 
стандартизирующих организаций в области  
телекоммуникаций и радио – Международного 
союза электросвязи (International Telecommuni-
cation Union, ITU). Рекомендации X.800 («Архи-
тектура безопасности для взаимодействия от-
крытых систем»), серия X.500 («Служба 
директориев») лежат в основе стандартов безо-
пасности распределенных систем.  

Стандарты безопасности Интернет разраба-
тываются группой IETF (Internet Engineering 
Task Force) сообщества Интернет (ISOC). Наи-
более применяемыми являются  следующие 
спецификации:  

– IKE/IPSec (RFC 2401–2412, 2451) для про-
токола IP версий 4 и 6;  

– TLS (RFC 2246)  для протокола транс-
портного уровня;  

– GSS-API  (RFC 2744) – обобщенный при-
кладной  интерфейс службы безопасности;  

– протокол Kerberos (RFC 1510, 1964) для 
аутентификации в разнородной распределенной 
среде. 

Международные стандарты представляют 
собой исчерпывающую основу для построения 
систем информационной безопасности. Нацио-
нальные стандартизирующие организации в ос-
новном идут по пути гармонизации (адаптации) 
международных стандартов. Процесс гармони-
зации определяется руководством ISO/IEC 2 и, 
как правило, сводится к переводу, изменению 
шифра и (или) формы.  

Инфраструктура национальной инфор-
мационной безопасности Республики Бела-
русь. Инфраструктура национальной информа-
ционной безопасности Республики Беларусь 
соответствует схеме, приведенной  на рисунке, 
но  имеет  собственное наполнение. 

Законы и правовые акты о защите ин-
формации в Республике Беларусь. ЗБИБ Бела-
руси основывается на двух законах: «Об инфор-
матизации» и «Об электронном документе».  

Закон «Об информатизации» был принят  
6 сентября 1995 г., а 9 октября 2008 г. Палатой 
представителей Национального собрания Рес-
публики Беларусь был утвержден проект зако-
на Республики Беларусь «Об информации, 
информатизации и защите информации», вне-
сенный Советом Министров Республики Бела-
русь и предполагающий отмену закона 1995 г. 
Закон определяет процедуры управления и 
регулирования в сфере защиты  информации.  

Закон «Об электронном документе» был 
принят 10 января 2000 г., а 10 сентября 2008 г. 
в Совет Министров Республики Беларусь был 
представлен проект закона «Об электронном 
документе и электронной цифровой подписи». 
Этот закон «устанавливает правовые основы 
применения электронных документов, опреде-
ляет основные требования, предъявляемые  
к электронным документам, а также права, 
обязанности и ответственность участников 
правоотношений, возникающих в сфере обра-
щения электронных документов». Кроме того, 
закон определяет понятие электронной подпи-
си как неотъемлемую часть электронного до-
кумента.  

Государственное регулирование и управ-
ление в сфере защиты информации. Согласно 
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статье 8 нового закона, «государственное регу-
лирование и управление в сфере информации, 
информатизации и защиты информации осуще-
ствляется Президентом Республики Беларусь, 
Советом Министров Республики Беларусь, 
Оперативно-аналитическим центром при Пре-
зиденте Республики Беларусь, Министерством 
связи и информатизации  Республики Беларусь, 
Национальной академией наук Беларуси и 
иными государственными органами в соответ-
ствии с компетенцией, определенной настоя-
щим Законом и иными актами законодательст-
ва Республики  Беларусь».  

Статьи 9–14 разграничивают полномочия  
перечисленных государственных органов управ-
ления.  

Координация и лицензирование деятель-
ности по защите информации, а также орга-
низация и проведение работ по технической 
защите информации в национальном сегменте 
(BY) возложена на Оперативно-аналитиче-
ский центр при Президенте Республики Бела-
русь (ОАЦ).  

В соответствии с Указом Президента от 
28.11.2000 г., № 639 головной научно-исследо-
вательской организацией Республики Беларусь  
в области защиты информации является Научно-
производственное республиканское предпри-
ятие «Научно-исследовательский институт тех-
нической защиты информации» (НИИ ТЗИ) [1]. 
Эта организация обеспечивает координацию  
в области научных, исследовательских, мето-
дических и практических работ по технической 
защите информационных систем в интересах 
министерств, ведомств и организаций Респуб-
лики Беларусь. 

Государственное научное учреждение 
«Объединенный институт проблем информа-
тики» Национальной академии наук Беларуси 
привлекается ОАЦ и НИИ ТЗИ для выполне-
ния работ по разработке проектов норматив-
ных актов в сфере защиты информации,  
а также исследовательских работ в области 
методологии и оценки эффективности защи-
ты информации.  

Лицензирование в сфере технической за-
щиты информации в Республике Беларусь. 
Порядок лицензирования и виды лицензируе-
мой деятельности в сфере защиты информации 
определяется «Положением о лицензировании 
деятельности по технической защите инфор-
мации, в том числе криптографическим мето-
дам, включая применение электронной подпи-
си», утвержденным постановлением Совета 
Министров Республики Беларусь от 20.10.2003 г. 
№ 1374. 

В соответствии с этим Положением выдачу 
и учет лицензий на осуществление деятельно-
сти по технической защите информации осу-
ществляет ОАЦ. Лицензируемой является 

практически любая деятельность, связанная  
с проектированием, разработкой, установкой и 
оказанием услуг в области технической защи-
ты информации.  

Административная ответственность в сфе-
ре защиты информации в Республике Бела-
русь. Административный кодекс Республики 
Беларусь предусматривает ответственность за 
следующие правонарушения в сфере защиты 
информации (глава 22 Административного ко-
декса Республики Беларусь): 

1) самовольное использование сетей элек-
тросвязи; 

2) несанкционированный доступ к компью-
терной информации; 

3) нарушение правил защиты информации; 
4) незаконная деятельность в области  за-

щиты информации.   
Уголовная ответственность в сфере за-

щиты информации в Республике Беларусь. 
Уголовный кодекс Республики Беларусь преду-
сматривает уголовную ответственность за сле-
дующие преступления против информационной 
безопасности  (раздел XII Уголовного кодекса 
Республики Беларусь): 

− несанкционированный доступ  к компью-
терной информации; 

− модификация компьютерной информации; 
− компьютерный саботаж; 
− неправомерное завладение компьютерной 

информацией; 
− изготовление либо сбыт специальных 

средств для получения неправомерного доступа 
к компьютерной системе или сети; 

− разработка, использование либо распро-
странение  вредоносных программ; 

− нарушение правил эксплуатации компь-
ютерной системы или сети.  

Анализ определения и сущности понятия 
«информационная безопасность» с точки зре-
ния уголовного права рассматривается в [5, 6]. 

Технические нормативные акты в сфере 
защиты информации в Республике Бела-
русь. Основные стандарты в сфере защиты ин-
формации являются гармонизированными ме-
ждународными стандартами (таблица), и, судя 
по всему, эта тенденция будет продолжаться. 
Исключением является ГОСТ 28147-89 «Сис-
тема обработки информации. Защита крипто-
графическая. Алгоритм криптографический», 
успешно применяемый с 1989 г. 

Заключение. В Республике Беларусь пла-
номерно ведется работа, направленная на соз-
дание условий информатизации общественной 
жизни [4]. 

Важнейшим этапом на этом пути является 
создание инфраструктуры национальной ин-
формационной безопасности. В основном сфор-
мирована законодательная основа, определены 
органы управления и регулирования, созданы 
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механизмы контроля. Ясно, что существующая 
на сегодняшний день инфраструктура совер-
шенна, но предпосылки для ее развития есть. 

Значительным тормозом развития инфор-
мационных технологий является отсутствие 
национальных стандартов. Но и здесь в послед-
нее время наметился существенный прогресс. 
Гармонизация международных стандартов  
в области защиты информации будет способст-
вовать интеграции Республики Беларусь в ми-
ровое информационное пространство.  

Построение инфраструктуры национальной 
информационной безопасности формулирует 
ряд новых требований для автоматизированных 
систем и, по сути, создает новую среду для их 
функционирования. Все это потребует переос-
мысления методологии построения  новых ав-
томатизированных систем и реижиниринга уже 
работающих.  
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РАСЧЕТ ВЕРОЯТНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ ТРЕБОВАНИЙ  
В КОМПЛЕКСНОЙ СТРУКТУРНОЙ МОДЕЛИ  
СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

In the article it is the estimation of probability in complex structures of Queuing systems. The ana-
lyze look unconcerned that complex probabilities of Queuing systems transgress the bounds of common 
valuations. Most of all the complex probabilities are not formed the complex structures of Queuing sys-
tems. The gave problem of that probabilities were the receipts of real probability in complex model. 
The great purpose of the work was the definition of probability in real form by complex stream of sta-
tistics. As instrument of estimations were created the new classification of catastrophes for control 
models. Catastrophes decide the estimation of probability in space of Queuing models. At Queuing sys-
tems with complex stream the probability received the real function. The results helped to analyze the 
effective quality and to create the complex queuing models in real spaces. 

Введение. В работе [1] показано, что при 
использовании в системах массового обслужи-
вания (СМО) требований с комплексным пока-
зателем вероятность реализации, которая рас-
считана с применением традиционного подхо-
да, описанного, например, в [2, 3], также имеет 
комплексную форму. Представление комплекс-
ной вероятности реализации требований, с од-
ной стороны, выходит за пределы общеприня-
тых оценок СМО и является неопределенной.  
С другой стороны, структурообразующим в 
комплексной  модели СМО [4] считается ком-
плексный показатель реализации требований, 
представляющий собой набор координат СМО, 
связанных в единый комплекс. Однако ком-
плексная форма вероятности реализации не яв-
ляется структурообразующей, что ограничивает  
возможности применения. 

Для сохранения преемственности анализа 
СМО существует необходимость расчета веро-
ятности реализации требований в веществен-
ной форме при комплексном показателе требо-
ваний СМО. Основная цель данной статьи – 
вывести полную вещественную вероятность 
реализации требований при комплексном пред-
ставлении показателя реализации требований. 

Основная часть. Полную вероятность 
реализации P{A} множества случайных собы-
тий {A} в СМО можно представить в следую-
щем виде: 
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где ( ,  )m
kR t Q  – вероятность катастроф k требо-

ваний (k = 1…) m-го типа (m = 1 – N), набор 
которых составляет исследуемое пространство Q 
в момент времени t. Учитывая комплексность 
пространства, введем отраженную на рисунке  
следующую классификацию катастроф: 

1) агрегационные катастрофы требований – 
катастрофы требований, связанные с выходом 
агрегации компонентов показателей требова-
ний очереди за пределы ограничений, нало-
женных на данный тип агрегации в данной оче-

реди (например, на сумму по какой-либо из 
компонент показателей требований в данной 
очереди); 

2) индивидуальные  катастрофы требований – 
катастрофы требований, связанные с выходом 
показателя требования за пределы ограниче-
ний, наложенных на каждый показатель требо-
вания в данной СМО. 

Последние в свою очередь могут быть под-
разделены на следующие: 

– индивидуальные катастрофы неполноты 
требований – катастрофы требований, показа-
тели которых выходят за пределы области до-
пустимых неопределенностей, т. е. содержат 
недопустимые сочетания пустых значений в 
показателях требований; 

– индивидуальные катастрофы требований 
по отдельным компонентам показателя требо-
ваний – индивидуальные катастрофы, связан-
ные с выходом показателей требований за пре-
делы ограничений, наложенных на отдельные 
компоненты показателя требований; 

– индивидуальные катастрофы требований 
по агрегациям компонентов показателей требо-
ваний – индивидуальные катастрофы, связан-
ные с выходом агрегаций компонентов показа-
телей требований за пределы соответствующих 
ограничений.  

 

 
Рисунок. Классификация катастроф требований 
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зателя требования с системой ограничений, на-
лагаемой на данный показатель, то система 
анализа катастроф может быть представлена в 
виде СМО, требования которой отображают 
показатели требований анализируемой СМО. 
Количество обслуживающих приборов n в  
СМО совпадает с максимально возможным по-
явлением катастроф в момент времени t. При 
этом в момент времени t может произойти 
только одна катастрофа, таким образом, СМО 
однолинейна (n = 1).  

Система разделяется на k-е число требова-
ний на периоде занятости (ПЗ) основной СМО. 
При этом вещественная часть показателя тре-
бования равна Tk(t). В систему поступают  
m = N(t) заявок – катастроф. Если рассматри-
вать вероятности переходов из состояний m в 
состояние j на ПЗ относительно катастроф, то 
можно считать, что представленный выше про-
цесс близок к описанию процесса с «нетер-
пеливыми» требованиями, который достаточ-
но часто используется при анализе классиче-
ских систем. Однако в отличие от классиче-
ских систем ПЗ заключаются в пространство 
размером Q(t), функция распределения (ФР) 
которого равна L(Q): 

( ) { ( ) }.L Q P Q t Q= <                   (2) 
Функция распределения на выбранном  пе-

риоде занятости СМО совпадает со значением  
ФР входного пространства СМО, что приводит 
к упрощению структуры и позволяет пренеб-
регать незначимыми для анализа факторами. 
Поскольку проводится исследование вероят-
ности появления катастроф требований, по-
этому интенсивность поступления требований 
сопряженной СМО должна совпадать с λ ин-
тенсивностью поступления k-го требования ос-
новной СМО.  

Функция распределения катастроф G(t) по 
времени в зависимости от начального опреде-
ления может быть фиксирована либо произ-
вольна.  

Процесс определяется следующим образом: 
– при фиксированном G(t) 

( ( ),  ( ),  ( ));  ( ,  ,  );i
k kN t Q t G t R t Q T         (3) 

– при произвольном G(t): 

( ( ),  ( ));  ( ,  ,  ).i
k kN t Q t R t Q T               (4) 

Обслужить требование в такой системе зна-
чит определить вероятность Rk

m(t, Q, Tk) того, 
что на периоде занятости Tk(t) c k-м требовани-
ем, поступившим в систему с временем t и за-
нимающим пространство Q(t), произойдет ка-
тастрофа m-го типа. 

Определим вероятность Rk
m(t, Q, Tk). При 

наступлении катастрофы m c требованием k, 
поступившим в СМО в момент t, на периоде  
Tk(t) за время Δt произойдут изменения про-

странства на ΔQ единиц, которые вызовут пе-
реход в состояние J(t + Δt, Q + ΔQ) = j, если в 
момент t = 0 система находилась в состоянии 
J(0, Q) = m. 

Процесс (3), (4) описывается следующим 
образом: 

1) показатель требования Z(t) представим в 
виде 

( )  ( ),kZ t T iQ t= +                    (5) 

где Tk, t, Q – характеристики комплексного пока-
зателя k-го требования; i – мнимая единица; 

2) плотность распределения вероятности 
появления m катастроф: 

m = 1 – N, 

( ,  ,  ) { ( ) ,  ( ) ,m
k k kr t Q T dtdQ P N t m t T t t t= = < < + Δ  

,  ( ,  )m mQ Q Q Q J t t Q Q< < + Δ + Δ + Δ =  

/ (0,  ) };j J Q m= =                      (6) 

3) плотность функции распределения про-
странства: 

( ) { };l Q dQ P Q q Q Q= < < + Δ            (7) 

4) плотность функции распределения дей-
ствующих катастроф: 

( ) {    };m mg t dt P t g t t= < < + Δ          (8) 

5) совместная плотность распределения ве-
личин t и Q: 

( , ) { ( )  ;mf t Q dtdQ P t g t t t= ≤ ≤ + Δ  

}.Q q Q Q< < + Δ                     (9) 
Необходимо отметить, что совместная 

плотность распределения задает только пред-
полагаемые связи между текущим временем 
«обслуживания» катастроф и окружающим про-
странством, поэтому при выборе зависимостей 
желательно ссылаться не на статистические 
данные, а на элементы прогноза. При отсутст-
вии таковых в исследуемом процессе можно 
пренебречь наличием тех или иных катастроф и 
свести закон распределения к простейшему ли-
бо нормальному [5].  

Вероятность того, что m катастрофа про-
изошла с k-м требованием в пространстве (Q,  
Q + dQ) при изменении времени (t, t + dt): 
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или обратная формула  
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Определим вероятности появления ката-
строфических требований через их плотности 
rk

m(t, Q, Tk), для нахождения которых составим 
систему дифференциальных уравнений. Для 
чего рассмотрим плотности вероятностей, с 
которыми  объекты будут переходить из со-
стояния m в состояние j за интервал времени  
(t, t + Δt). Для любых связанных с катастрофами 
СМО должен существовать процесс ухода по-
ступивших в систему требований, который 
можно характеризовать следующими плотно-
стями вероятности. 

1. Плотность вероятности rk
m(t, Q, Tk) из-

менения пространства ΔQ за промежуток вре-
мени Δt: 

m
kr (t + Δt, Q, Tk) ΔQ, 

либо 
λ(N – m) rk

m (t, Q, Tk) Δt ΔQ. 
2. Плотность вероятности rk

m(t, Q, Tk) нахо-
дящихся во время Δt m(λ + μ) количества ката-
строф при изменении пространства на ΔQ: 

m(λ + μ) rk
m (t, Q + ΔQ, Tk), 

или  
–ηk

m(t, Q) ΔtΔQ rk
m (t, Q, Tk). 

3. Плотность вероятности rk
m (t, Q, Tk) из-

менения времени Δt и пространства ΔQ: 
m

kr (t + Δt, Q + ΔQ, Tk), 

либо 
,0 1λ( 1)(1 δ ) ( ,  ,  ).m m

k kN m r t Q T−− − + −  

Суммируя плотности вероятности, получим 
для любого m = 1 – N следующую систему 
уравнений: 

( ,  , ) ( ) ( ,  ,  )m m
k k k k k k kr t Q T Q m r t Q T tΔ + λ +μ Δ +

 ( ,  , )  ( ,  , )m m
k k k k k k kr t Q T r t t Q T Q+ = + Δ Δ +  

 ( ) ( ,  ,  )  +m
k k k kN m r t Q T Q t+ λ − Δ Δ    

 ( ) ( ,   + ,  ) +m
k k k km r t Q Q T+ λ +μ Δ

+ ( ,  ) ( ,  ,  )m m
k k k k k kt Q t Q r t Q Tη Δ Δ +  

 ( , , ) λ( 1)m
k k k kr t t Q Q T N m+ + Δ + Δ − − + ×  

,0 1 (1 δ ) ( ,  ,  ) .m m
k k k kr t Q T t Q−× − Δ Δ         (10) 

Выводы системы дифференциальных урав-
нений и других формул, указанных ниже, 
вследствие их объемности в данной статье не 
приводятся полностью. Для вывода авторы ис-
пользуют стандартные методы высшей матема-
тики. С целью получения системы дифферен-
циальных уравнений функции плотности веро-
ятности появления m катастроф для k-го тре-
бования в системе уравнений (10) компонуются 
по переменным времени  t и пространства Q, 
делятся на значения Δt и ΔQ, а затем устрем-

ляются к их предельным значениям (t → ∞,  
Q → ∞). В результате для любого  m = 1 – N 
получим  

( , ,  )  (λ + μ) ( ,  ,  ) m m
k k k k

d dr t Q T m r t Q T
dt dQ

+ + 

2

( ,  ,  )m
k k

d r t Q T
dtdQ

+ =  

( ) ( ,  ,  )  ( ,  ) ( ,  ,  ) m m m
k k k k kN m r t Q T t Q r t Q T= −λ − − η +  

,0 1( 1)(1 ) ( ,  ,  ).m m
k kN m r t Q T−+ λ − + − δ      (11) 

Причем при t = 0 
,0(0,  ,  ) ( ) ( ).m m

k k kr Q T T l Q= δ δ          (12) 

Определим граничные условия. 
Вероятность того, что катастрофа произойдет 

сразу со всеми требованиями, равна нулю, т. е. 
0 (0,  ,  ) 0.k kr Q T =  

Поскольку в момент катастрофы требова-
ние покидает систему, то плотность закона рас-
пределения действующих катастроф и плот-
ность распределения пространства выражаются 
через  плотность распределения вероятности 
отсутствия катастроф 0 ( ,  ,  ).k kr t Q T   

Если учитывать, что b(Tk) представляет 
плотность вероятности обслуживания требова-
ний на периоде занятости Tk без катастроф, то  

( ,  0,  ) ( )m
k k kr t T b T= × 

2

10

( ,  ,  ) ( ,  ) .
Qt

m m
k k k

Q

r t Q T t Q dQdt× η∫ ∫        (13) 

Наличие переменных коэффициентов  
λ (N – m) и ( ,  )m

k t Qη  на периоде занятости Tk(t) 
усложняет применение метода производящих 
функций, который, как правило, используется 
при анализе классических СМО. Одним из ме-
тодов решения данных уравнений являются  
«дискретные преобразования» [4], согласно 
которым можно предположить, что существует 
множество переменных uk

m(t, Q, Tk) таких, что 
для 0 ≤ m ≤ N, 0 ≤ k ≤ n(t) 

0
( ,  ,  )  ( ,  ,  ),

N
m N j
k k k k

j

j
u t Q T r t Q T

m
−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑       (14) 

где 
j
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – биноминальные коэффициенты, рав-

ные 0 при j < m.  
Уравнения представляют систему совмест-

ных уравнений от N неизвестных, для которых 
существуют обратные преобразования 

( ,  ,  )m
k kr t Q T =  

1

0
( 1)  ( ,  ,  ).

      

m
l N m l

k k
l

N m l
u t Q T

l

−
− +

=

− +⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑    (15) 
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Тогда система уравнений (11) примет вид 
2

  (   )   ( ,  ,  )N m l
k k

d d dm u t Q T
dt dQ dtdQ

− +⎛ ⎞
+ λ + μ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( , ) ( , , )  0.m m

k k kt Q u t Q T+ η =                (16) 

Решение уравнения (16) представимо в виде  

( ,  ,  ) ( ,  0,  ) ( ) ( )
    

m m m
k k k k

N j
u t Q T u t T g t l Q

m
⎛ ⎞−⎛ ⎞

= + ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( ) exp( ) )k km T t m T mQ× − λ + − μ − ×  
2

10

 exp ( ,  ) ( ) ,
Qt

m
k

Q

t Q l Q dQdt
⎛ ⎞
⎜ ⎟× − η
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫          (17) 

где uk
m(t, 0, Tk) определяется с помощью  

граничного условия Q = 0 и начального ус-
ловия (12). 

Совместная плотность распределения вели-
чин t, Q рассчитывается по формуле 

2

10

( ,  ) ( ,  ,  ) ( ,  ) .
Qt

m m
k k

Q

f t Q u t Q T t Q dQdt= η∫ ∫     (18) 

Граничные условия могут быть записаны 
для функции uk

m(t, Q, Tk) с учетом совместной 
плотности распределения и плотности вероят-
ности обслуживания требования на периоде 
занятости Tk: 

2

10

( ,  0,  ) ( ) ( ,  ,  ) ( ,  )
Qt

m m m
k k k k k k

Q

u t T b T u t Q T t Q dQdt= η −∫ ∫

 ( ) (0).mN
g t l

m
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟
⎠⎝

                  (19) 

Подставляя (19) в (17), решение примет вид 

0( ,  ,  ) ( ) ( ,  0) ( ) (0)
0

m
k k k

N
u t Q T b T f t g t l

⎛ ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝
 

( ) ( ) exp( )
    

m
k

N j
g t l Q m T t

m
⎞−⎛ ⎞

+ × − λ + ×⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

 

exp(   )kN T Q× − μ + ×  
2

10

exp ( ,  ) ( ) .
Qt

m
k

Q

t Q l Q dQdt
⎛ ⎞
⎜ ⎟× − η
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫          (20) 

Положим, что 
0( ) ( ,  0) ( ) (0)

0k k
N

a b T f t g t l
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ),
    

mN j
g t l Q

m
−⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (21) 

0 ( ) ( )k kС m T t Nm T Q= − λ + − μ − −  
2

10

( ,  ) ( ) .
Qt

m
k

Q

t Q l Q dQdt− η∫ ∫                 (22) 

Тогда решение (20) запишется в виде  

0( ,  ,  ) exp( ),m
k k ku t Q T a C=          (23) 

где exp(С0) – простейший поток. 
Подставив решение (23) в уравнение (14), 

получим значение коэффициента ak: 
  ( (   )  )   

.
  (   )  ( ,  )

t Q tQ Q tQ Q
k i

t Q k

a m C C a a C
a

C m C t Q
+ λ + μ + +

= −
+ λ + μ + η

 (24) 

Если плотность функции распределения 
gm(t) фиксирована для всей системы, формулу 
(24) можно подставлять в решение (23). Значе-
ние η m

k  (t, Q) рассчитывается, исходя из пре-
дельного значения коэффициента СQ. Учиты-
вая, что при t → ∞ исключаются катастрофы в 
пространстве (Qk, Qk + dQk), изменения времени 
и пространства k-го требования на интервале Тk 
равны нулю  

0 ( 1)m
Q k

k

dС С m T
dQ

= = −μ − + −  

0

( ,  ) ( ) 0.
t

m
k t Q l Q dt− η =∫                 (25) 

Вероятность того, что m катастрофа произош-
ла с k-м требованием в пространстве (Q, Q + dQ) 
при изменении времени (t, t + dt) η m

k  (t, Qk): 
1( ,  ) [( 1) ] ( ) .m m

k kt Q t m T l Q −η = − μ −       (26) 

Причем   

1( ) ( ,  0) ( ) (0) ( )
0     

m
k k

N N j
b T f T g t l l Q

m
− ⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

0 ( ) (0) ( ) ( ).
0     

iN N j
g t l g t l Q

i
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (27) 

Если плотность функции распределения 
gm(t) произвольна, то необходимо учитывать 
изменения всего пространства с учетом изме-
нений времени. Тогда систему уравнений мож-
но записать в следующем виде: 

( ( ,  ) ( ,  ))m m
k k ka h t Q t Q+ η =  

0( ) ( ,  ) ( )exp ,m m
kg t C t Q m C= + λ + μ       (28) 

где ( ,  ) ( ,  ) ( ,  );m m
k k kh t Q t Q f T Q+ η = ( ,  )m

kС t Q  – 
распределение Фурье по пространству и Лапла-
са по времени [3].  

Для решения систем уравнения вида (28) 
при моделировании СМО часто [3] вводят 
функцию wk(m, t, Q), обладающую следующими 
свойствами:  

– значения wk(m, t, Q) являются статистиче-
скими данными;  

– физический смысл – учет изменений  все-
го пространства с учетом  изменения времени;  

– сумма отношений коэффициента ak к 
wk(m, t, Q): 
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0
0.

( ,  ,  )

N
k

l k

a
w l t Q=

=∑                  (29) 

Значения wk(m, t, Qk) задавались следующей 
формулой: 

0

( , ) ,
( ,  ,  ) ( , ) ( , )

1 при   ( , ) 0.       

lm
k

l l
lk k k

C t Q
w m t Q h t Q t Q

f t Q
=

⎧
⎪= + η⎨
⎪ =⎩

∏    (30) 

Подставляя (30) в (28), получим равенство 

( )( ,  ) ( ,  )
( ,  ,  )

m mk
k k

k

a h t Q t Q
w m t Q

+ η =  

0( ) ( ,  ) ( )exp( ) . 
( 1,  ,  ) ( ,  ,  )

m m
k

k k

g t C t Q m C
w m t Q w m t Q

λ + μ
= +

−
 (31) 

Суммируя все отношения (31) по m, получим 
для любого m = 1 – N следующее выражение: 

( )

0
( )

( ,  ,  )

m N t
mk

l k

a g t
w l t Q

=

=

= ×∑  

 
( )

0

( ,  )
( 1,  ,  ) ( ,  )

lm N t
k

l
l k k

C t Q
w l t Q f t Q

=

=

× +
−∑   

( ) 1
0

0

( )exp( ) .
( ,  ,  )( ( ,  ) ( ,  ))

m N t

l l
l k k k

l C
w l t Q h t Q t Q

= −

=

λ + μ
+

+ η∑  (32) 

Учитывая условие (29) функции wk(m, t, Q), 
получим формулу расчета плотности распреде-
ления ( )mg t , выраженную через статистиче-
ские данные wk(m, t, Q): 

1( )

0

( ,  ,  )( )
(   1,  ,  )

m N t
m k

l k

w l t Qg t
w l t Q

−=

=

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  

( ) 1
0

0

(   )exp( ) . 
( ,  ,  )( ( ,  ) ( ,  ))

m N t

l l
l k k k

l C
w l t Q h t Q t Q

= −

=

λ + μ
×

+ η∑  (33) 

Подставив статистические данные и (33) в 
(20), используя формулу (17), рассчитаем иско-
мую плотность вероятности появления m ката-
строф для требования k на одном периоде Тk(t):  

1
1

0
( , ) ( 1)  ( , ).

      

m
m l N m

k k
l

N m l
r t Q u t Q

l

−
− +

=

− +⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (34) 

Заключение. Результатом расчета является 
значение плотности вероятности m катастроф  
k требований на выделяемом периоде занятости 
в ограниченном пространстве. Таким образом, 
вероятность m катастроф k требований в соот-
ветствии с данным расчетом равна  

1
( ,  ,  ) ( 1) ( ) ( ,  0)

     

m
m l
k k k

l

N m l
R t Q T B T F t

l

− ⎛− +⎛ ⎞
= − −⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝
∑   

0( ) (0) ( ) ( ) exp( ).
0

m m
k k

N N l
G t L G t L Q C

m
⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠

(35) 

Учитывая, что k = 1 – n, получим суммар-
ную вероятность появления катастрофических 
потоков требований: 

1

1
( ,  ,  ) ( 1) ( ) ( ,  0)

     

n m
m l
k k k

k l

N m l
R t Q T B T F t

l

−

=

⎛− +⎛ ⎞
= − × −⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝
∑∑  

( ) (0)
0

mN
nG t L

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0
1

( ) ( ) exp( ).
n

m
k k

k

N l
G t L Q C

m =

⎞−⎛ ⎞
+ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

∑       (36) 

Коэффициенты   

, , 
0

N m l N N l
l m
− + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

и величины n, B(Tk), F(t, 0), Gm(tk), L(Qk) вещест-
венны по условию; exp(C0) представляет про-
стейший поток появления m катастроф в k-х 
требованиях, значение которого вещественно. 
Таким образом, вероятность появления катаст-
рофических требований Rk

m(t, Q, Tk) представима 
в виде набора вещественно определенных функ-
ций. Подставив (36) в (1), полная вероятность 
реализации требований в СМО будет иметь ве-
щественную форму при комплексном показателе 
требований, что и необходимо было получить. 
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ÍÀØÈ ÞÁÈËßÐÛ 
 
 
 

ВЛАДИМИР МАТВЕЕВИЧ МАРЧЕНКО
Исполнилось 60 лет доктору физико-

математических наук, профессору, заведующе-
му кафедрой  высшей математики Белорусcкого 
государственного технологического универси-
тета  (БГТУ) Владимиру Матвеевичу Мар-
ченко, члену ученого совета БГТУ, члену Бе-
лорусского математического общества, члену 
AMS (Американского математического обще-
ства), члену SIAM (Society for Industrial and Ap-
plied Mathematics).  

В. М. Марченко родился 27 апреля 1949 г.  
в деревне Ходунь Климовичского района Моги-
левской области. После окончания с золотой 
медалью Климовичской СШ № 1 в 1966 г. по-
ступил на математический факультет Белорус-
ского государственного университета (БГУ).  
В 1971 г. с отличием окончил факультет при-
кладной математики и в том же году по рекомен-
дации ученого совета  поступил в аспирантуру 
этого университета по кафедре методов опти-
мального управления. После досрочного оконча-
ния аспирантуры был направлен  на кафедру ме-
тодов оптимального управления факультета 
прикладной математики БГУ, где работал асси-
стентом с февраля 1974 по сентябрь 1975 г.  
В этот период под руководством профессора  
Ф. М. Кирилловой подготовил кандидатскую 
диссертацию «О минимальном числе входов 
относительно управляемых систем с последей-
ствием», которую защитил в июне 1974 г. по  
специальности 01-01-02 «Дифференциальные и 
интегральные уравнения».  

В связи с необходимостью развития мате-
матической теории управления В. М. Марченко 
в 1975 г. был приглашен в Гомельский государ-
ственный университет (ГГУ), где прошел путь 
от старшего преподавателя кафедры математи-
ческого анализа до доцента кафедры математи-
ческих проблем управления.  

С октября 1979 г. работает в БГТУ (БТИ 
им. С. М. Кирова в прошлом) сначала доцентом, 
а с 1986 г. – заведующим кафедрой высшей ма-
тематики. С 24 сентября 1980 по 12 июня 1981 г. 
проходил стажировку в Математическом центре 
им. Стефана Банаха в Варшаве, где принимал 
активное участие в семестре по оптимальному 
управлению, и по возвращении продолжал ус-
пешно заниматься математической теорией 
управления. В январе 1986 г. В. М. Марченко 
защитил докторскую диссертацию «Математи-
ческие задачи управления и наблюдения для 
линейных систем с последействием», в том же 

году Высшей аттестационной комиссией при 
Совете Министров СССР ему присвоена сте-
пень доктора физико-математических наук. 
23 февраля 1988 г. В. М. Марченко получил 
ученое звание профессора. 

Отличительными чертами нашего юбиляра 
являются упорство и максимальная самоотдача 
в достижении цели, трудолюбие, непрерывное 
стремление к повышению своего профессио-
нального уровня. 

В. М. Марченко постоянно участвует  
в экспертизе проектов (в том числе и между-
народных) в области математической теории 
управления, в экспертизе, рецензировании и 
оппонировании кандидатских и докторских 
диссертаций и работ, подаваемых на различ-
ные конкурсы и премии. В течение ряда лет 
принимал участие в работе Научно-техни-
ческого совета Министерства образования 
Республики Беларусь. Является руководите-
лем совместной научной и научно-методи-
ческой работы с Институтом  кибернетики  
(Нант, Франция)  и Белостокской политехни-
кой (Польша). В. М. Марченко был руководи-
телем проектов Фонда фундаментальных  
исследований, Госкомитета по науке и техно-
логиям и Министерства образования Респуб-
лики Беларусь, членом оргкомитетов ряда ме-
ждународных конференций по математике и 
теории управления в сложных системах. Под 
его руководством защищено несколько канди-
датских диссертаций и подготовлена к защите 
магистр З. Зачкевич в рамках  сотрудничества 
с Белостокским техническим университетом. 
В. М. Марченко награжден почетными грамо-
тами БГУ, ГГУ и БГТУ, Министерства народ-
ного образования и Госкомитета по науке и 
технологиям, ударник X пятилетки, награжден 
нагрудным знаком «Выдатнiк адукацыi Рэс-
публiкi Беларусь». 

Его основные достижения в области науч-
ных исследований: решение проблемы Красов-
ского о полном успокоении системы с последей-
ствием (1977 г.); разработка алгебраического 
подхода к исследованию задач относительной 
управляемости систем с отклоняющимся аргу-
ментом (1974 г.); разработка общего подхода  
к исследованию задач управляемости и наблю-
даемости систем с последействием на основе 
метода пространства состояний и построение 
общей теории двойственности для таких систем 
(1980–1986 гг.); постановка и решение задачи 
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модального управления в различных классах 
линейных регуляторов по типу обратной связи 
(1978–1993 гг.); разработка нового подхода  
к исследованию проблемы стабилизации сис-
тем с запаздыванием в шкалах регуляторов  
с отклоняющимся аргументом (1991–1996 гг.), 
что позволяет упростить известные регуляторы 
Н. Н. Красовского и Ю. С. Осипова; получение 
принципа двойственности для задач управле-
ния и наблюдения в дескрипторных и гибрид-
ных системах (1995–1999 гг.); обобщение  
формулы Коши, а также разложение решений 
гибридных систем в ряд по решениям их опре-
деляющих уравнений; исследование алгебраи-
ческих свойств определяющих уравнений,  
в частности доказательство обобщенной теоре-
мы Гамильтона – Кэлли, что позволяет среди 
решений определяющих уравнений выделить 
конечное число образующих (1999–2001 гг.).  
В последние годы В. М. Марченко были полу-
чены существенные результаты по модальному 
управлению и стабилизации многовходных ли-
нейных систем с запаздыванием нейтрального 
типа, стабилизации систем в шкалах регулято-
ров, реализации систем с последействием, зада-
чам управляемости, наблюдаемости и устойчи-
вости гибридных систем. Его труды напечатаны 
в ведущих научных журналах Беларуси, России, 
Украины, Польши, США. В общей сложности им 
опубликовано более 280 научных и научно-
методических работ. 

В. М. Марченко выступал с пленарными 
докладами на международных и всесоюзных 
конференциях, читал лекции в Международной 
школе Perspectives in Control Theory в Польской 
Народной Республике (1988 г.), участвовал в 
работе XI конгресса ИФАК (Таллин, 1990 г.) и 
XIII конгресса ИФАК (Сан-Франциско, 1996 г.) 
с полной финансовой поддержкой Оргкомите-
та, а также в Международном математическом 
конгрессе (Берлин, 1998 г.). В 1994 г. в качестве 
приглашенного профессора находился с деся-
тидневным рабочим визитом в университете 
Миннесоты (США). С февраля 2000 г. по  
настоящее время ежегодно приглашается для 
проведения совместных научных исследований 
по качественной теории управления в Ecole 
Centrale (Нант, Франция). Поддерживает актив-
ные научные контакты с Математическим ин-
ститутом им. В. А. Стеклова (г. Москва), Мос-
ковским государственным университетом  
им. М. В. Ломоносова, Институтом математи-
ки и механики (Екатеринбург), Иркутским го-
сударственным университетом, НАН Украины 
(Институт кибернетики и Институт космиче-
ских исследований), Международным матема-
тическим центром им. С. Банаха (Варшава), 
Варшавской и Белостокской политехникой 
(Польша), Politecnico di Torino (Италия), Хо-
лонским техническим университетом (Изра-

иль), Yamagato University (Япония), Texas 
A&M University, The Ohio State University, 
University of Minnesota (США) и другими ма-
тематическими центрами. 

В. М. Марченко является номинантом из-
вестных мировых биографических изданий: 
Who’s Who in the World (USA), American Bio-
graphical Institute, International Biographical 
Centre (Cambridge, England), «Кто есть кто  
в Беларуси». 

Профессор В. М. Марченко – внимательный 
и требовательный руководитель и педагог, его 
лекции отличаются высоким научным уровнем, 
строгой логикой и четкостью изложения мате-
риала. Он много работает со студентами, чита-
ет специальные курсы для магистров. Уже 
упомянутая высокая научная квалификация, 
энергия и настойчивость в достижении цели, 
требовательность и доброжелательное отноше-
ние к людям снискали Владимиру Матвеевичу 
заслуженный авторитет и уважение среди кол-
лег, студентов и сотрудников университета. 
Студенты высоко ценят его профессионализм, 
требовательность и в то же время открытость и 
великолепное чувство юмора. 

В. М. Марченко активно и плодотворно  
занимается научно-методической работой. 
Для эффективной организации преподавания 
математических дисциплин им разработана и 
активно  внедряется в учебный процесс уров-
невая образовательная технология, целью ко-
торой является создание условий для вклю-
чения каждого студента в деятельность, 
соответствующую зоне его ближайшего раз-
вития, обеспечение возможности для само-
стоятельного (и/или под контролем препода-
вателя) усвоения программного материала  
в том размере и с той глубиной, которую по-
зволяют индивидуальные особенности обу-
чаемого, что в конечном счете  имеет целью 
формирование математической культуры сту-
дента как части его культуры в целом. Данная 
методология ориентирована также и на вы-
полнение важнейшей задачи высшей школы – 
подготовку специалистов, способных творче-
ски мыслить и самостоятельно работать, четко 
определять возникающие проблемы и нахо-
дить пути их решения. 

Искренне поздравляем Владимира Матве-
евича с юбилеем и желаем ему крепкого здо-
ровья, счастья и дальнейших успехов в науч-
ной, педагогической и общественной дея-
тельности. 

 
И. М. Жарский,  

А. С. Федоренчик, П. А. Лыщик,  
И. К. Асмыкович,  И. М. Борковская, 

В. В. Игнатенко, В. И. Янович,  
И. Ф. Кузьмицкий, В. С. Вихренко, 

И. И. Наркевич, С. Е. Орехова  
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ 
 
 
 

УДК 517.977 
Марченко, В. М. Гибридные дифференциально-разностные системы и их приложения в теории 

динамических систем / В. М. Марченко // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – 
Вып. XVII. – С. 3–7. 

Предложен унифицированный  подход к изучению таких важных в приложениях и различных по природе 
классов динамических систем, как систем с запаздывающим аргументом нейтрального типа, а также дискретно-
непрерывных систем. Подход основан на сведении указанных систем к ГДР-системам. Проанализировано 
современное состояние качественной теории управления и наблюдения (КТУН) в ГДР-системах.  

Ил. 1. Библиогр. – 18 назв. 
 
УДК 517.977.1  
Борковская, И. М. Построение стабилизирующих регуляторов типа обратной связи для двумерных ди-

намических систем с запаздыванием / И. М. Борковская // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 
2009. – Вып. XVII. – C. 8–10. 

В работе затрагивается одна из основных проблем качественной теории управления динамическими сис-
темами – проблема стабилизации. Представлены конструктивные алгоритмы построения регуляторов разно-
стного типа для двумерных систем с запаздывающим аргументом. Предлагается интегральный регулятор, 
решающий проблему стабилизации в случае, когда вопрос о применении разностных регуляторов остается 
открытым. Рассматривается также задача о стабилизации разностными регуляторами такого важного класса 
систем, как дескрипторные системы с запаздыванием.  

Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 517.929 
Копейкина, Т. Б. Определяющие уравнения в проблеме управляемости стационарных сингулярно 

возмущенных систем с запаздыванием / Т. Б. Копейкина // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и ин-
форм. – 2009. – Вып. XVII. – С. 11–13. 

С помощью метода пространства состояний исследуется задача относительной управляемости, x-управ-
ляемости, y-управляемости линейных стационарных сингулярно возмущенных систем с постоянным запазды-
ванием. Такими системами описываются многие процессы, происходящие в биологии, в задачах химической 
кинетики, в теории автоматического регулирования и др. В работе вводится новый вид определяющих урав-
нений, отражающий как порядок входящих в исследуемую систему производных, так и наличие малого пара-
метра при них. Дается понятие решения, компонент решения определяющих уравнений, имеющих рекур-
рентный алгебраический матричный вид. Доказаны критерий, необходимые, достаточные условия относи-
тельной управляемости, x-управляемости, y-управляемости, выраженные через компоненты решений опреде-
ляющих уравнений. Полученные условия являются эффективными, поскольку не связаны с нахождением  
решения исходной системы дифференциальных уравнений. 

Библиогр. – 7 назв. 
 
УДК 517.925.6 
О подвижных особых точках решений автономной системы Гамильтона четвертого порядка /  

В. И. Мататов [и др.] // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. ХVII. – С. 14–16. 
Многие задачи естествознания и техники моделируются с помощью систем дифференциальных уравнений 

Гамильтона. Исследование характера подвижных особых точек решений нелинейных однородных дифференци-
альных уравнений и систем таких уравнений является одной из основных задач аналитической теории диффе-
ренциальных уравнений. В статье рассмотрены гамильтоновы системы четвертого порядка специального вида. 
Показано, что при выполнении определенных условий решения указанных систем в качестве подвижных осо-
бых точек могут иметь точки ветвления второго порядка или не имеют никаких подвижных особых точек. 

Библиогр. – 17 назв. 
 
УДК 514.144 
Можей, Н. П. Почти симплектические однородные пространства / Н. П. Можей // Труды БГТУ. Сер. VI, 

Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 17–20. 
Работа посвящена описанию изотропно-точных однородных пространств с инвариантной невырожденной 

почти симплектической структурой (над полями R и C). Известно, что проблема классификации однородных 
пространств ( ,G  M) эквивалентна классификации (с точностью до эквивалентности) пар групп Ли ( ,G  G). 
Используя линеализацию, задача была сведена к описанию пар алгебр Ли ( ,g  g) с точностью до эквивалент-
ности пар. Существенной является возможность рассмотрения только эффективных действий группы G  на 
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многообразии M. Классифицированы с точностью до сопряженности все подалгебры gC алгебры Ли sp(4, C); 
для каждой подалгебры gC найдены все изотропно-точные пары С( ,g  gC), у которых изотропное представле-
ние сопряжено подалгебре gC; для каждой пары С( ,g  gC) определены все вещественные формы ( ,g  g). По 
вещественной форме построена соответствующая пара групп Ли и однородное пространство. Предложенная 
методика может быть использована для произвольной размерности. 

Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 519.624 
Соловьева, И. Ф. Об особенностях решения задачи Троеша / И. Ф. Соловьева // Труды БГТУ. Сер. VI, 

Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. ХVII. – С. 21–23. 
В работе для решения нелинейных краевых задач предлагается метод множественной  двусторонней при-

стрелки. Практическая реализация метода рассматривается на примере решения известной краевой задачи 
Троеша, для которой строятся вычислительные схемы метода множественной двусторонней пристрелки. Они 
содержат в себе процедуру решения задач Коши в прямом и обратном направлениях на подынтервалах при-
стрелки. На примере задачи Троеша показано, что выбором числа и длин подынтервалов пристрелки обеспе-
чиваются необходимые свойства и качества задач Коши. В ходе решения данной задачи выявляются и изуча-
ются свойства матриц Якоби для замыкающих систем уравнений. Определяются границы спектра матрицы 
Якоби и вычисляются их числа обусловленности. Предлагаемая методика позволяет решать широкие классы 
краевых задач с пограничным слоем. 

Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 531.19 
Ласовский, Р. Н. Кинетика фазовых расслоений в решеточных флюидах / Р. Н. Ласовский, Г. С. Бо-

кун, В. С. Вихренко // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – C. 24–26. 
Получены расчетные уравнения, описывающие кинетику фазовых расслоений в двух- и трехмерных ре-

шеточных флюидах. Исследована эволюция системы, в которой начальное распределение концентрации яв-
ляется ступенчатым. В двухмерной системе показано появление второй конденсированной области, которая 
со временем исчезает. Установлен критический размер «затравочной» области, ниже которого не наблюдает-
ся конденсации. Для трехмерных систем отмечено зарождение нескольких дополнительных конденсирован-
ных фаз, количество которых зависит от начальных условий. Однако в отличие от двухмерной системы фазо-
вое расслоение в трехмерном случае происходит при любом размере «затравки». 

Ил. 2. Библиогр. – 11 назв. 
 
УДК 533.9 
Белов, В. В. Статистическое описание однокомпонентной плазмы / В. В. Белов // Труды БГТУ. Сер. VI, 

Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 27–29. 
Полученное ранее нелинейное интегральное уравнение для простой жидкости применено в модифициро-

ванной форме к системе заряженных частиц. Над уравнением проведено эквивалентное преобразование, в 
результате которого дальнодействующее кулоновское взаимодействие оказалось замененным экранирован-
ным потенциалом дебай-хюккелевского типа, что устранило потенциальные расходимости интегралов.  

Ил. 4. Библиогр. − 6  назв. 
 
УДК 536.758 
Белов, В. В. Статистическая теория нелинейного упругого деформирования эластомеров / В. В. Бе-

лов, В. Б. Немцов // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 30–32. 
Для выяснения эффектов, обусловленных растяжением нематического эластомера, используется стати-

стический подход, в рамках которого рассматривается цепочка, образованная одномерными элементами, ка-
ждый из которых может находиться в одном из двух состояний. Конфигурационный интеграл такой двух-
сортной системы вычисляется точно, однако одночастичные потенциалы средних сил, через которые он вы-
ражается, остаются неизвестными. Они определяются в приближении среднего поля феноменологическими 
выражениями, связанными с ориентацией элементов и их деформацией, что позволяет рассчитать кривые 
растяжения эластомера при различных значениях определяющих параметров. 

Ил. 1. Библиогр. − 2  назв. 
 
УДК 531.19+539.219.3 
Гапанюк, Д. В. Термодиффузия в двухкомпонентном решеточном флюиде / Д. В. Гапанюк, В. С. Вих-

ренко // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – C. 33–35. 
В работе дано статистико-механическое рассмотрение термодиффузии в двухкомпонентных решеточных 

флюидах. Получены аналитические выражения для коэффициентов термодиффузии для квадратной и кубиче-
ской решеток. Аналитические выражения удовлетворительно воспроизводят данные моделирования по мето-
ду Монте-Карло, что свидетельствует об адекватности теоретических положений, лежащих в основе их выво-
да, и приемлемости использованных приближений.  

Ил. 1. Библиогр. – 18 назв. 
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УДК 531.19 
Грода, Я. Г. Диффузия ленгмюровского решеточного газа на статически неупорядоченной решетке с 

экспоненциальным распределением высот барьеров / Я. Г. Грода, Д. В. Гапанюк // Труды БГТУ. Сер. VI, 
Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – C. 36–38. 

Рассмотрены системы частиц на плоской треугольной и простой кубической решетках с постоянной 
глубиной решеточных узлов и экспоненциальным распределением высот межузельных барьеров. Переходы 
частиц в ближайшие вакантные узлы являются термоактивироваными при случайном распределении высот 
межузельных барьеров. Исследовано интерполяционное выражение для оценки энергии активации кинети-
ческой диффузии в области средних температур. Проведено прямое компьютерное моделирование по ме-
тоду Монте-Карло диффузионных процессов в рассматриваемых статически неупорядоченных системах. 
На основании результатов моделирования определен характер зависимости энергии активации от темпера-
туры. Последующий численный анализ данной зависимости позволяет предложить ее аналитическую ап-
проксимацию. Результаты применения полученного аналитического выражения сопоставлены с результа-
тами моделирования. 

Ил. 4. Библиогр. – 6 назв. 
 
УДК 536.758 
Камлюк, А. Н. Модель локального расплетания ДНК / А. Н. Камлюк, В. Б. Немцов, А. В. Ширко // 

Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 39–41. 
С помощью метода Галеркина на базе нелинейной модели Пейрарда – Бишопа для описания коле-

баний нуклеотидов получена частотная зависимость амплитуд нелинейных поперечных волн в молекуле 
ДНК. Рассчитаны амплитудно-частотные зависимости при вынужденных колебаниях нуклеотидов мо-
лекулы ДНК. Показано, что локальное раскрытие пар оснований в спиральных молекулах типа ДНК 
объясняется появлением больших амплитуд колебаний, которые могут быть инициированы взаимодей-
ствием ДНК с высоко- и низкомолекулярными соединениями природного и антропогенного происхож-
дения, при определенных отношениях частоты собственных колебаний нуклеотидов ДНК с частотой 
вынуждающей силы. 

Ил. 5. Библиогр. – 5 назв. 
 
УДК 539.12 
Кленицкий, Д. В. Гидродинамическое рассмотрение процесса расширения кварк-глюонной плазмы / 

Д. В. Кленицкий, В. Н. Чайчиц // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. − 2009. − Вып. XVII. − 
С. 42–44. 

Изучение процесса образования кварк-глюонной плазмы в соударениях тяжелых ионов при высоких 
энергиях вызывает в последние годы большой интерес. Кварк-глюонная плазма – это то состояние вещества, 
в котором находилась наша Вселенная в первые мгновения после Большого взрыва. Главная цель экспери-
мента – создать в лаборатории сгусток кварк-глюонной плазмы, найти ее сигналы и исследовать свойства. 
Используя гидродинамическую теорию с масштабно-инвариантными начальными условиями – модель 
Бьеркена, в работе последовательно рассмотрена эволюция равновесной кварк-глюонной плазмы, создан-
ной в столкновении тяжелых ядер при высоких энергиях. Основное внимание уделено самосогласованности 
феноменологического описания фазовой эволюции горячей и плотной ядерной материи в ходе ее расширения 
(охлаждения) до окончательного разлета вторичных частиц. Получено выражение для объема кварк-глюон-
ной плазмы, созданной в столкновении.  

Ил. 1. Библиогр. − 9 назв. 
 
УДК 531.19; 539.682 
Жаркевич, А. В. Учет корреляционного вклада в решеточную молекулярную теплоемкость кри-

сталла с вакансиями / А. В. Жаркевич, Е. В. Фарафонтова, И. И. Наркевич // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. 
науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 45–47. 

Ранее была сформулирована простая статистическая модель конденсированной системы с парным взаи-
модействием частиц, которая описывается потенциалом Леннард – Джонса. Заполнение частицами пары со-
седних ячеек, на которые делится весь объем системы, являлось независимым событием. Сформулировав ва-
риационную задачу по минимизации свободной энергии по внутреннему параметру модели, получено анали-
тическое выражение для потенциальной части теплоемкости молекулярного кристалла с вакансиями. В дан-
ной статье рассмотрена уточненная модель, в которой учитывается корреляция в заполнении частицами пар 
микроячеек, на которые разделяется весь объем системы. Выведено выражение для молекулярной теплоемко-
сти с учетом корреляции, что приводит к появлению малых добавок к молекулярной теплоемкости модели, 
которая их не учитывает. 

Библиогр. – 4 назв. 
 
УДК 550.348.436:539.376 
Стеликов, Н. Е. Применение кинетической теории ползучести для предсказания землетрясений / 

Н. Е. Стеликов // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 48–50. 
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Землетрясения являются внешним проявлением процессов деформирования и разрушения, происходя-
щих в земной коре. Характер этих процессов определяется физико-механическими свойствами земной ко-
ры как деформируемого твердого тела, а также ее напряженным состоянием, которое приводит земную ко-
ру в движение. В статье показана возможность прогнозирования землетрясений на основе ранее развитой 
кинетической теории ползучести. Приведенные примеры применения кинетической теории для описания 
изменения вертикальных перемещений земной коры при землетрясениях в Ниигата и Сан-Фернандо под-
тверждают, что она достаточно близко отражает развитие физико-механических процессов, происходящих 
в напряженных телах, в том числе и в земной коре, и может служить основой для разработки методики 
предсказания землетрясений. 

Ил. 3. Библиогр. – 4 назв.  
 
УДК 539.197 
Чаевский, В. В. Влияние компрессионных плазменных потоков на фазовый состав и электрохими-

ческое поведение Мо-покрытий на Ni-основе / В. В. Чаевский, В. Б. Дроздович, В. В. Углов // Труды БГТУ. 
Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 51–53. 

Мо-покрытия, нанесенные методом КИБ с последующей обработкой компрессионными плазменными по-
токами на никелевую фольгу, образуют отдельную конденсированную фазу α – Мо с ОЦК-структурой. При 
обработке КПП в определенных режимах на никелевой основе образуется фрагментарно твердый раствор 
внедрения молибдена в никель со значительным преобладанием Ni-компонентов. В щелочном электролите 
исследуемые покрытия проявляют высокую электрокаталитическую активность при выделении кислорода и 
водорода. Полученные ионно-плазменные молибденовые покрытия после электрохимической поляризации в 
области потенциалов от –1,3 до +0,9 В в щелочном электролите исключают процессы наводороживания нике-
левой основы. 

Табл. 1. Ил. 5. Библиогр. – 7 назв.  
 
УДК 539.1.06:539.23.234 
Тульев, В. В. Элементный состав, структура и фрикционные характеристики поверхности резины, 

модифицированной ионно-ассистируемым осаждением покрытий на основе Mo, W / В. В. Тульев, 
А. В. Касперович // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. − 2009. − Вып. XVII. − С. 54–56. 

На резину марки 7-ИПР-1068 методом ионно-ассистируемого осаждения наносились металлосодержащие 
покрытия на основе Mo и W. Методами резерфордовского обратного рассеяния и рентгеновской фотоэлек-
тронной спектроскопии установлено, что на поверхности образцов формируются покрытия, содержащие ато-
мы осажденного покрытия (Mo, W), атомы технологических примесей (C, O), атомы из подложки (H, C, N, S, 
Zn). Создаваемые покрытия содержат металлический W (Mo), углерод в виде графита, соединения углерода и 
водорода, а также карбиды и оксиды осаждаемых металлов. Сформированные покрытия обладают повышен-
ной износостойкостью по сравнению с поверхностью необработанной резины. 

Ил. 7. Библиогр. − 5 назв. 
 
УДК 621.373.8. 
Рудик, К. И. Особенности поляризации излучения  жидкостных лазеров / К. И. Рудик // Труды БГТУ. 

Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. − Вып. XVII. − С. 57–59. 
В работе проведены всесторонние исследования степени поляризации излучения лазеров на растворах 

сложных соединений в зависимости от температуры и вязкости раствора. Деполяризующим фактором излу-
чения является отношение температуры Т к вязкости η раствора. Полученные результаты установили линей-
ную зависимость I / P = f (Т / η) для лазерного излучения растворов сложных молекул. Увеличение плотности 
энергии возбуждающего излучения приводит к сокращению времени жизни возбужденного состояния актив-
ных молекул, что обусловливает возрастание степени поляризации излучения. Степень поляризации зависит 
также от ориентации вектора Е электрического поля возбуждающего света к оси резонатора жидкостного ла-
зера. Показано, что величина степени поляризации излучения определяется анизотропией распределения воз-
бужденных молекул к моменту излучения. 

Ил. 4. Библиогр. − 4 назв. 
 
УДК 537.633.2 
Мадьяров, В. Р. Холловские СВЧ-измерения в кремнии при комнатной температуре / В. Р. Мадьяров // 

Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 60–62. 
Проанализировано фарадеевское вращение плоскости поляризации СВЧ-волны, зондирующей высокоом-

ный полупроводниковый образец. Показано, что на частотах ~10 ГГц и в слабых магнитных полях связь меж-
ду углом поворота плоскости поляризации и магнитной индукцией можно считать линейной, а вращение 
плоскости поляризации в этих условиях обусловлено эффектом Холла. Формула для угла поворота экспери-
ментально проверена на образце монокристаллического кремния при значениях магнитной индукции в диапа-
зоне 5–20 мТл. Измеренное значение подвижности согласуется со значением, полученным из холловских из-
мерений на постоянном токе. 

Ил. 3. Библиогр. − 6 назв. 
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УДК 535.373.2 
Сапунов, В. В. Определение энергии триплетного состояния хлорофилла a по данным межмолеку-

лярного переноса энергии / В. В. Сапунов // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. − 2009. − 
Вып. XVII. − С. 63–65. 

На основании метода импульсного фотолиза изучено тушение триплетных состояний для пары хлорофилл а − 
мезо-тетрафенилпорфин в толуоле при 298 К. Предложено, что наблюдаемое тушение происходит путем 
образования долгоживущих возбужденных комплексов из взаимодействующих молекул. На основе выпол-
ненного кинетического анализа такого механизма тушения триплетных состояний молекул разработана 
методика определения значений разности энергий триплетных состояний двух молекул, между которыми 
идет перенос энергии. Используя этот способ, найдено, что для ХЛ в толуоле энергия триплетного состоя-
ния равна 10 430 см−1. При применении методики, не учитывающей образование указанных комплексов, расче-
ты показали, что эта энергия составляет 10 710 см−1. Сделан вывод о том, что в толуоле к иону магния ХЛ при-
соединена одна молекула дополнительного лиганда. 

Ил. 2. Библиогр. − 4 назв. 
 
УДК 681.1 
Богослав, Н. М. Анализ адаптивных систем водоподготовки котельных установок / Н. М. Богослав // 

Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 66–69. 
Статья посвящена проблемам современного уровня автоматизации установок водоподготовки для ко-

тельного оборудования, рассмотрены основные факторы, оказывающие негативное влияние на состояние 
системы в целом. Пояснен выбор схемы и способа очистки в зависимости от качества исходной воды и требо-
ваний, предъявляемых к обработанной воде. Дана классификация систем водоподготовки в соответствии с 
параметрами поступающих потоков и внешними факторами. Также рассмотрен один из вариантов адаптив-
ной системы управления процессом водоочистки, приведен алгоритм работы схемы. В результате сделаны 
выводы о том, что контроль и управление водоподготовкой для энергетических систем требуют применения 
систем адаптивного управления, учитывающих изменение сезонных условий, нестационарность водного по-
тока как по расходу, так и по составу и наличие критических событий. 

Ил. 1. Библиогр. – 4 назв. 
 
УДК 621.31 
Василенко, Ю. А. Автоматизированный электропривод тракта подачи руды протяженностью бо-

лее 6 км / Ю. А. Василенко // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. –  
С. 70–72. 

В статье рассматривается автоматизированный двухдвигательный электропривод конвейеров длиной бо-
лее 6 км на базе преобразователей частоты с векторным типом управления. Выполненные исследования по-
зволили выработать практические рекомендации для управления электроприводами конвейеров подачи руды 
протяженностью более 6 км.  

Библиогр. – 3 назв. 
 
УДК 589.183 
Меточный ЯМР-расходомер временного типа с совмещением адаптации системы регистрации к из-

меряемому расходу и коррекцией измерительной базы по индукции поля анализатора / В. В. Сарока [и др.] // 
Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 73–76. 

В статье рассмотрены вопросы построения меточных ЯМР-расходомеров временного типа. В рамках ста-
тьи изложены основные теоретические и технические решения, которые могут быть реализованы при созда-
нии меточных измерителей расхода на эффекте ЯМР. На основании разработанных теоретических предпосы-
лок возможно создание ЯМР-расходомера, сочетающего в себе адаптацию системы регистрации к измеряе-
мому расходу и коррекцию измерительной базы по индукции поля анализатора. Использование адаптивной 
системы регистрации позволяет существенно повысить точность и быстродействие измерения расхода. Кор-
рекция индукции поля анализатора учитывает возможные изменения температуры, состава и времени релак-
сации измеряемой жидкости. 

Ил. 2. Библиогр. – 5 назв. 
 
УДК 589.183 
Методика определения информативного параметра меточного ЯМР-расходомера по спектральному 

разложению намагниченности при движении метки по измерительному участку / В. В. Сарока [и др.] // 
Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 77–81. 

В статье затрагиваются вопросы, связанные с актуальными методами анализа информативного параметра 
меточных расходомеров. Выполненные исследования позволили выработать практические рекомендации 
для создания методики определения информативного параметра меточного ЯМР-расходомера по спек-
тральному разложению намагниченности при движении метки по измерительному участку. Разработан-
ный способ дает возможность осуществлять определение информативного параметра с минимизацией по-
грешностей, которые могут вносить такие факторы, как изменение режима течения потока, температуры 
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измеряемой жидкости, а также времени релаксации. Использование приведенной методики может пред-
ставлять интерес при создании меточных расходомеров различных типов: тепловых, электромагнитных, 
индукционных и др. 

Ил. 2. Библиогр. – 3 назв. 
 
УДК 663.52-007.5 
Ульянов, Н. И. Способ расчета разделения спиртовых смесей и оценка качества системы управ-

ления / Н. И. Ульянов, И. Ф. Кузьмицкий // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. –
Вып. XVII. – С. 82–86. 

Предложен способ адаптации метода моделирования многокомпонентной ректификации «от тарелки к 
тарелке» для расчета разделения спиртовых многокомпонентных смесей. Данный способ дает возможность 
редуцировать аналитические динамические модели моделями апериодического звена второго порядка и звена 
запаздывания, что позволило определить передаточные функции для расчета показателей качества процесса 
ректификации. Проведен анализ полученных передаточных функций для различных веществ, входящих в 
состав ректификованного спирта, и различных режимов производительности ректификационной установки, 
который показал, что наблюдаются существенно отличающиеся коэффициенты передачи. Это обусловливает 
применение цепи адаптации коэффициента усиления в системе автоматического управления. Для оценки ка-
чества управления ректификационной установки с позиции управления качеством продукта и экономии энер-
горесурсов введен обобщенный критерий. 

Табл. 1. Ил. 2. Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 519.7 
Кобринец, В. П. Исследование тепловых режимов сушки твердых желатиновых капсул в условиях 

ОАО «Минскинтеркапс» / В. П. Кобринец, Д. С. Карпович, В. Б. Михайлов // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. 
науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 87–90. 

Проведен анализ процесса сушки твердых желатиновых капсул как объекта контроля температурно-
влажностных режимов по всем зонам сушки. Разработана функциональная схема контроля и регистрации 
температуры и влажности по зонам сушки, а также регистрации изменения параметров воздуха до и после 
кондиционера К-1600, обеспечивающего забор и подготовку наружного воздуха. Выявлены основные перио-
ды процесса сушки, для каждого из этих периодов разработаны математические модели данного процесса, на 
основании которых исследованы статические и динамические характеристики. Это позволит определить дей-
ствительное распределение полей температуры и влажности в зонах сушки и выработать рекомендации по 
улучшению режимов сушки капсул на отдельных стадиях, что в итоге приведет к снижению количества бра-
кованных изделий при изготовлении твердых желатиновых капсул. 

Табл. 1. Ил. 2. Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 678.023.3:519.711.2 
Байда, Ю. А. Нелинейная динамическая модель процесса резиносмешения / Ю. А. Байда // Труды 

БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 91–94. 
В статье изучается нелинейная динамическая модель процесса резиносмешения. Проводится анализ 

ряда статей, которые описывают математические модели процесса. Исследуется движение смеси в зазоре 
между ротором и стенкой камеры. Предлагается метод расчета момента, создаваемого деформацией в 
зазоре. Рассматривается модель момента сопротивления по упрощенной одномерной модели для всего 
смесителя. Описывается динамическое моделирование важных параметров процесса. Анализируются 
температуры смеси, роторов, стенки камеры и охлаждающей воды. Процесс резиносмешения 
предлагается разделить на несколько стадий и для каждой стадии использовать различные уравнения и 
значения параметров. 

Библиогр. – 4 назв. 
 
УДК 004.021:004.942 
Алданова, И. В. Идентификация динамических характеристик процесса поликонденсации / И. В. Ал-

данова, И. Ф. Кузьмицкий // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. –  
С. 95–98. 

В данной работе подробно изучено влияние на процесс поликонденсации основных технологических па-
раметров, выбраны каналы управления, в соответствии с которыми проводились исследования. Разработана 
методика проведения эксперимента по снятию динамических характеристик, согласно выбранным каналам 
управления. Определена реакция системы на подачу возмущающего воздействия по всем каналам управле-
ния. Для идентификации динамических характеристик процесса был выбран метод, основанный на использо-
вании рядов Вольтерра. Данный метод определяет нелинейные объекты с помощью линейных характеристик, 
что позволило сохранить все присущие линейным объектам свойства. По найденной структуре ряда Вольтер-
ра была получена структурная схема объекта управления, включающая в себя основные каналы управления 
по температуре, давлению и вязкости в реакторах предварительной и основной поликонденсации. 

Ил. 6. Библиогр. – 4 назв. 
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УДК 621.182:674.8:681.5 
Сырец, М. В. Анализ котельной на древесных отходах как объекта управления с размытыми пара-

метрами / М. В. Сырец  // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 99–102. 
В статье рассмотрена котельная на древесных отходах с точки зрения автоматического управления. Оп-

ределены основные информационные переменные объекта: температура и состав топочных газов, температу-
ра подогреваемой в котельной воды. Установлено влияние на них различных возмущающих воздействий, в их 
числе: влажность и температура воздуха, влажность, зольность и размер частиц топлива, а также температура 
и расход обратной воды. Отмечено, что водогрейная котельная на древесных отходах является объектом 
управления с размытыми параметрами. Проведен анализ и критика существующих систем автоматического 
управления рассмотренным объектом. На основании полученных данных решено, что система управления 
котельной на древесных отходах нуждается в усовершенствовании. 

Ил. 3. Библиогр. – 2 назв. 
 
УДК 519.6 
Жиляк, Н. А. Математическая модель блока управления измерительными каналами / Н. А. Жиляк, 

А. С. Кобайло // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 103–106. 
В статье рассматривается математическая модель для построения блока управления измерительными ка-

налами. Управление осуществляется группой объектов, т. е. каналами. Их виртуальная структура представля-
ется в виде совокупности bitmap-карт, каждая из которых имеет свою программу управления (алгоритм). При 
управлении сложным объектом процессор по очереди обслуживает, опрашивает измерительные каналы. Эта 
очередь может осуществляться по жесткой программе или по мере поступления заявок от отдельных каналов 
с возможностью использования в последнем случае приоритетного обслуживания. В системе реализованы 
несколько алгоритмов управления АУ1, АУ2, …, АУl, каждый из которых выбирается в зависимости от ре-
зультата оценивания корреляционной функции входного воздействия g(o)[nT] блоками выборки данных и 
коммутации выхода. Переключение между каналами осуществляется в реальном масштабе времени на про-
граммном уровне. На систему управления в данном случае возлагается функция распознавания образов, запи-
санных в bitmap-картах, соответствующих определенным запросам по подключению того или иного канала. 

Библиогр. – 4 назв.  
 
Гурин, Н. И. Организация структуры электронной обучающей системы с активным контролем 

приобретаемых знаний / Н. И. Гурин, О. В. Герман // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 
2009. – Вып. XVII. – С. 107–110. 

Предложена структура электронной обучающей системы с активным контролем приобретаемых знаний, в 
которой весь учебный материал дисциплины, кроме традиционной разбивки на темы, разбивается далее на 
смысловые страницы и учебные объекты, составляющие семантическую сеть в виде направленного раскра-
шенного графа. При этом контроль знаний в ЭОС осуществляется как посредством тестовых заданий, функ-
ционально привязанных к разноуровневым объектам, так и непрерывно на основе анализа действий обучае-
мого при прохождении им учебного материала с использованием программируемой интерактивности муль-
тимедийного пользовательского интерфейса.  

Ил. 1. Библиогр. – 5 назв. 
 
УДК 512.6 
Кобайло, А. С. Особенности представления математических моделей для автоматизации проекти-

рования  вычислительных систем реального времени / А. С. Кобайло // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. нау-
ки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 111–114. 

В статье рассмотрены методы представления и минимизации математических моделей вычислительного 
процесса, позволяющие автоматизировать процесс проектирования сложных технических объектов и сокра-
тить время проектирования систем реального времени, оптимизировать проектируемые системы по ряду тех-
нических характеристик. Метод синтеза математических моделей с требуемыми свойствами дает возмож-
ность уменьшить стоимость и сократить сроки проектирования и изготовления вычислительных структур, 
создавать вычислительные устройства, отличающиеся от структур, построенных на основе базовой модели, 
меньшими аппаратными затратами, стоимостью, габаритами, энергопотреблением при обеспечении требуе-
мых функциональных возможностей, на начальной стадии проектирования сделать вывод о принципиальной 
возможности обеспечения требуемых свойств. 

Библиогр. – 3 назв. 
 
УДК 004.4′2 
Кабак, Е. В. Информационная модель системы контроля знаний / Е. В. Кабак, Л. С. Мороз // Труды 

БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 115–118. 
Статья посвящена информационной модели системы контроля знаний. Выбранная информационная мо-

дель представляет собой дополнение модели, предложенной международным стандартом IMS. Стандарт IMS – 
один из основных стандартов в области проектирования компьютерных тестов, модель, определяющая и 
стандартизирующая содержание, способы хранения и представления тестов (тестовых заданий) в электронном 
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обучении. Особое внимание в статье уделено вопросам проектирования структуры учебного теста и ее ис-
пользования для формирования так называемого дерева теста. Дерево теста – сложная иерархическая струк-
тура. Данные, хранимые в вершинах дерева, позволяют компьютерной системе контроля знаний организовы-
вать управление процессом диагностики знаний и умений обучаемых в соответствии с представлениями раз-
работчика теста. 

Ил. 2. Библиогр. – 5 назв. 
 
УДК 681.325.3 
Романенко, Д. М. Мажоритарное декодирование двумерных линейных итеративных кодов с объеди-

ненными диагональными проверками / Д. М. Романенко, Д. В. Шиман //  Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. 
науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 119–121. 

В данной статье рассмотрены вопросы, касающиеся мажоритарного декодирования  нового вида итера-
тивного кода – двумерного линейного  с двойными объединенными диагональными проверками. Обоснована 
целесообразность использования для декодирования  четырех из пяти паритетов. Проанализировано исправ-
ление различных типов одиночных и двойных ошибок. 

Ил. 2. Библиогр. – 5 назв. 
 
УДК 621.391.26 
Дятко, А. А. Алгоритмы приведения отметок объектов радиолокационного наблюдения к единой 

системе координат / А. А. Дятко, С. М. Костромицкий, П. Н. Шумский  // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. 
науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 122–125. 

В статье рассматриваются алгоритмы преобразования координат объектов радиолокационного наблюде-
ния, полученных в системах координат локальных РЛС, в систему координат единого центра обработки ин-
формации о воздушной обстановке. Разработанные алгоритмы могут быть использованы при проектировании 
автоматизированных систем обработки радиолокационной информации. Представленные алгоритмы реали-
зованы в виде пакета прикладных программ, реализующих вышеописанные матричные преобразования,  для 
применения на этапе третичной обработки информации в системах радиолокационного наблюдения за воз-
душной обстановкой. 

Ил. 6. Библиогр. – 3 назв. 
 
УДК 004.56 
Смелов, В. В. Методологические основы информационной безопасности автоматизированных сис-

тем / В. В. Смелов // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 126–131. 
Современная автоматизированная система является элементом глобального информационного простран-

ства, в котором она взаимодействует с другими системами.  Одной из  важнейших задач, стоящих перед госу-
дарством, является  построение системы правил  взаимодействия автоматизированных систем в общем ин-
формационном пространстве. Комплекс таких правил и систем различной природы (организационных, право-
вых, информационных), обеспечивающих основу для информационной безопасности в стране, называется  
инфраструктурой национальной информационной безопасности. Статья посвящена анализу инфраструктуры 
национальной информационной безопасности Республики Беларусь. Рассматривается правовая и норматив-
ная база информационной безопасности, принципы управления, государственного регулирования и лицензи-
рования, административная и уголовная ответственность в сфере защиты информации.  

Табл. 1. Ил. 1. Библиогр. – 6 назв. 
 
УДК 519.872 
Зирко, О. Ф. Расчет вероятности реализации требований в комплексной структурной модели  сис-

темы массового обслуживания / О. Ф. Зирко, В. И. Кудрявцев // Труды БГТУ. Сер. VI, Физ.-мат. науки и 
информ. – 2009. – Вып. XVII. – С. 132–136. 

Работа посвящена проблеме представления вероятности реализации требований систем массового обслужи-
вания (СМО) с комплексным показателем требований. Анализ показал, что представление комплексной вероят-
ности реализации требований выходит за пределы общепринятых оценок СМО и является неопределенной. 
Кроме того, комплексная форма вероятности реализации не является структурообразующей, что ограничивает  
возможности применения моделей СМО. Основная цель данной статьи – вывести полную вещественную веро-
ятность реализации требований при комплексном представлении показателя реализации требований. За основу 
был взят подход к изучению вероятностей реализации через выявление и управление катастрофическими требо-
ваниями. Проведен расчет вероятности появления в системе катастрофических требований, выделена классифи-
кация катастрофических требований. Полученные результаты используются для структуризации комплексных 
моделей и для оценки вероятностных характеристик управляемых систем  массового обслуживания. 

Ил. 1. Библиогр. – 5 назв. 
 
 
 



 147

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ 
 
 
 

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ......................................................................................................
 

3
 

Марченко В. М. Гибридные дифференциально-разностные системы и их приложения в 
теории динамических систем ...............................................................................................................

Борковская И. М. Построение стабилизирующих регуляторов типа обратной связи для
двумерных динамических систем с запаздыванием ..........................................................................

Копейкина Т. Б. Определяющие уравнения в проблеме управляемости стационарных син-
гулярно возмущенных систем с запаздыванием ................................................................................

Мататов В. И., Кричавец Е. Я., Любецкая Т. А., Рабчун Н. В. О подвижных особых 
точках решений автономной системы Гамильтона четвертого порядка .........................................

Можей Н. П. Почти симплектические однородные пространства ............................................
Соловьева И. Ф. Об особенностях решения задачи Троеша ....................................................

3

8

11

14
17
21

 
 

ÌÅÕÀÍÈÊÀ ...........................................................................................................
 

 
 

24
 

Ласовский Р. Н., Бокун Г. С., Вихренко В. С. Кинетика фазовых расслоений в решеточ-
ных флюидах .........................................................................................................................................

Белов В. В. Статистическое описание однокомпонентной плазмы ..........................................
Белов В. В., Немцов В. Б. Статистическая теория нелинейного упругого деформирования

эластомеров ...........................................................................................................................................
Гапанюк Д. В., Вихренко В. С. Термодиффузия в двухкомпонентном решеточном 

флюиде .............................................................................................................................................
Грода Я. Г., Гапанюк Д. В. Диффузия ленгмюровского решеточного газа на статически

неупорядоченной решетке с экспоненциальным распределением высот барьеров .......................
Камлюк А. Н., Немцов В. Б., Ширко А. В. Модель локального расплетания ДНК ..............

24
27

30

33

36
39

 
 

ÔÈÇÈÊÀ ...............................................................................................................
 

 
 

42
 

Кленицкий Д. В., Чайчиц В. Н. Гидродинамическое рассмотрение процесса расширения 
кварк-глюонной плазмы .......................................................................................................................

Жаркевич А. В., Фарафонтова Е. В., Наркевич И. И. Учет корреляционного вклада в 
решеточную молекулярную теплоемкость кристалла с вакансиями ...............................................

Стеликов Н. Е. Применение кинетической теории ползучести для предсказания землетрясений .
Чаевский В. В., Дроздович В. Б., Углов В. В. Влияние компрессионных плазменных по-

токов на фазовый состав и электрохимическое поведение Мо-покрытий на Ni-основе ...............
Тульев В. В., Касперович А. В. Элементный состав, структура и фрикционные характе-

ристики поверхности резины, модифицированной ионно-ассистируемым осаждением покры-
тий на основе Mо, W .............................................................................................................................

Рудик К. И. Особенности поляризации излучения жидкостных лазеров ................................
Мадьяров В. Р. Холловские СВЧ-измерения в кремнии при комнатной температуре ..........
Сапунов В. В. Определение энергии триплетного состояния хлорофилла а по данным 

межмолекулярного переноса энергии ..........................................................................................................

 
42

45
48

51

54
57
60

63
 
 

ÎÁÙÅÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÍÀÓÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ ............................................
 

 
 

66
 

Богослав Н. М. Анализ адаптивных систем водоподготовки котельных установок ..............
Василенко Ю. А. Автоматизированный электропривод тракта подачи руды протяженно-

стью более 6 км .....................................................................................................................................
Сарока В. В., Оробей О. И., Гринюк Д. А., Анкуда М. А., Оробей И. О. Меточный 

ЯМР-расходомер временного типа с совмещением адаптации системы регистрации к изме-
ряемому расходу и коррекцией измерительной базы по индукции поля анализатора ................

66

70
 

73



 148

Сарока В. В., Оробей О. И., Гринюк Д. А., Анкуда М. А., Оробей И. О. Методика опре-
деления информативного параметра меточного ЯМР-расходомера по спектральному разложе-
нию намагниченности при движении метки по измерительному участку ......................................

Ульянов Н. И., Кузьмицкий И. Ф. Способ расчета разделения спиртовых смесей и оцен-
ка качества системы управления .........................................................................................................

Кобринец В. П., Карпович Д. С., Михайлов В. Б. Исследование тепловых режимов суш-
ки твердых желатиновых капсул в условиях ОАО «Минскинтеркапс» ..........................................

Байда Ю. А. Нелинейная динамическая модель процесса резиносмешения ...........................
Алданова И. В., Кузьмицкий И. Ф. Идентификация динамических характеристик про-

цесса поликонденсации ........................................................................................................................
Сырец М. В. Анализ котельной на древесных отходах как объекта управления с размыты-

ми параметрами .....................................................................................................................................
Жиляк Н. А., Кобайло А. С. Математическая модель блока управления измерительными

каналами ................................................................................................................................................
Гурин Н. И., Герман О. В. Организация структуры электронной обучающей системы с

активным контролем приобретаемых знаний ....................................................................................
Кобайло А. С. Особенности представления математических моделей для автоматизации 

проектирования вычислительных систем реального времени .........................................................
Кабак Е. В., Мороз Л. С. Информационная модель системы контроля знаний .....................
Романенко Д. М., Шиман Д. В. Мажоритарное декодирование двумерных линейных

итеративных кодов с объединенными диагональными проверками ................................................
Дятко А. А., Костромицкий С. М., Шумский П. Н. Алгоритмы приведения отметок объ-

ектов радиолокационного наблюдения к единой системе координат .............................................
Смелов В. В. Методологические основы информационной безопасности автоматизиро-

ванных систем .......................................................................................................................................
Зирко О. Ф., Кудрявцев В. И. Расчет вероятности реализации требований в комплексной

структурной модели системы массового обслуживания ..................................................................

77

82

87
91

95

99

103

107

111
115

119

122

126

132
 
 

ÍÀØÈ ÞÁÈËßÐÛ ................................................................................................
 

 
 

137
 

Владимир Матвеевич Марченко ...............................................................................................
 

137

 
ÐÅÔÅÐÀÒÛ .............................................................................................................

 
139

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Научное издание 
 

Труды Белорусского государственного  
технологического университета 

 
Серия VI 

 
ÔÈÇÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÍÀÓÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ 

 
Выпуск XVІІ 

 
Редактор Е. С. Ватеичкина 

Компьютерная верстка О. Ю. Шантарович, Д. С. Семижен 
 

Подписано в печать 25.05.2009. Формат 60×84
1
/8. 

Бумага офсетная. Гарнитура Таймс. Печать офсетная. 
 

Усл. печ. л. 19,3. Уч.-изд. л. 19,4. 
Тираж 75 экз. Заказ         . 

 
Учреждение образования 

«Белорусский государственный технологический университет». 
220006. Минск, Свердлова, 13а.  

Свидетельство № 1995 от 27.02.2003. 
ЛИ № 02330/0549423 от 08.04.2009. 

 
Отпечатано в лаборатории полиграфии учреждения образования  
«Белорусский государственный технологический университет». 

220006. Минск, Свердлова, 13. 
ЛП  №  02330/0150477 от 16.01.2009. 


	1.doc
	2.doc
	3.doc
	4.doc
	5.doc
	6.doc
	7 МЕХАНИКА.doc
	8.doc
	9.doc
	10.doc
	11.doc
	12.doc
	13.doc
	14.doc
	15.doc
	16.doc
	17.doc
	18.doc
	19.doc
	20.doc
	21.doc
	22.DOC
	23.DOC
	24.DOC
	25.doc
	26.doc
	27.doc
	28.doc
	29.doc
	30.doc
	31.doc
	32.doc
	33.doc
	34.doc
	35.doc
	36.doc
	37.doc
	38.doc
	рефераты.doc
	содержание.doc
	Выходные сведения.doc



