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УДК 517.977 

В. В. Крахотко1, В. В. Горячкин1, В. В. Игнатенко2, Г. П. Размыслович1 

1Белорусский государственный университет 
2Белорусский государственный технологический университет 
УПРАВЛЯЕМОСТЬ АНСАМБЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ  
ДЕСКРИПТОРНЫМ ДИНАМИЧЕСКИМ РЕГУЛЯТОРОМ 

Задачи управляемости динамических систем важны с точки зрения приложений. Особенно 
это касается динамических систем с интервальными неопределенностями. Для управления таких 
систем важно иметь управляющие воздействия, которые легко практически реализовать. Такую 
реализацию можно осуществить с помощью дескрипторных динамических регуляторов. В статье 
сделана попытка перенести известные результаты на более сложные динамические системы 
управления, такие как системы с интервальными параметрами. 

Рассматривается линейная динамическая система управления с интервальными коэффициен-
тами. Ставится задача перевода пучка траекторий системы из начального состояния в минималь-
ную окрестность многогранного множества за конечное время с помощью дескрипторного регу-
лятора. Предлагается конструктивный метод приближенного решения задачи, который сводится 
к решению специальной задачи линейного программирования. Если минимальная окрестность 
совпадает с самим многогранным множеством, то найденное управление гарантированно решает 
задачу и в точной постановке. 

Ключевые слова: ансамбль систем, управляемость, интервальный анализ, дескрипторная ли-
нейная система, динамический регулятор 

Для цитирования: Крахотко В. В., Горячкин В. В., Игнатенко В. В., Размыслович Г. П. 
Управляемость ансамбля линейных систем дескрипторным динамическим регулятором // Труды 
БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). С. 5–9. 

V. V. Krakhotko1, V. V. Goryachkin1, V. V. Ignatenko2 , G. P . Razmyslovich1 
1Belarusian State University 

2Belarusian State Technological University 

CONTROLLABILITY OF AN ENSEMBLE OF LINEAR SYSTEMS  
BY A DESCRIPTOR DYNAMIC REGULATOR 

The controllability problems of dynamic systems are important from the point of view of applications. 
This is especially true for dynamical systems with interval uncertainties. For the control of such systems, it 
is important to have control actions that are easy to implement practically. Such an implementation can be 
carried out with the help of descriptor dynamic regulators. The article attempts to transfer the known results 
to more complex dynamic control systems such as systems with interval parameters.  

A linear dynamic control system with interval coefficients is considered. The problem of transferring 
a beam of system trajectories from the initial state to the minimal neighborhood of a polyhedral set in 
finite time using a descriptor controller is posed. A constructive method of approximate solution of  
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the problem is proposed, which comes to solving a special linear programming problem. If the minimal 
neighborhood coincides with the polyhedral set itself, then the control found is guaranteed to solve the 
problem in the exact formulation. 

Key words: ensemble of systems, controllability, interval analysis, descriptor linear system, dynamic 
regulator. 

For citation: Krakhotko V. V., Goryachkin V. V., Ignatenko V. V., Razmyslovich G. P. Controlla-
bility of an ensemble of linear systems by a descriptor dynamic regulator. Proseedings of BSTU, issue 3, 
Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 5–9 (In Russian). 

Введение. Ансамбль линейных непрерыв-
ных систем – это совокупность систем, коэффи-
циенты которых принадлежат некоторым задан-
ным множествам [1–2].  

Вопросы управляемости линейных систем с 
динамическим регулятором исследованы, напри-
мер, в работе [3]. Однако на практике часто точ-
ные значения коэффициентов и начальные усло-
вия таких систем с динамическим регулятором 
неизвестны. Заданы лишь множества, в которых 
эти параметры могут изменяться произвольным 
образом. В связи с этим прикладное значение 
имеют задачи управления всеми системами ан-
самбля, получаемыми при различных вариациях 
коэффициентов и начальных условий. 

Рассматривается следующая задача: для лю-
бого начального состояния из наперед заданного 
множества определить такое управление (одно и 
то же для всех систем ансамбля), что в некоторый 
момент времени τ сечение [1] {x(τ)} решения x(t) 
каждой из систем ансамбля попадут в минималь-
ную окрестность нуля за конечное время τ.  
При этом в качестве управления u(t) рассматри-
вается выход линейной дескрипторной систе- 
мы [4], которую назовем дескрипторным регуля-
тором. Предлагается алгоритм построения ука-
занного управления, в основу которого положена  
задача линейного программирования, сформули-
рованная по параметрам исследуемого ансамбля. 

Основная часть. Пусть [A], [B] – некоторые 
множества в пространствах n n× и n m× соот-
ветственно постоянных матриц. Тогда  

  x Ax Bu= +   (1) 
есть ансамбль линейных систем, когда матрицы 
A и B принимают (независимо друг от друга) 
произвольные значения из множеств [A] и [B] 
соответственно. В системе (1) x – n-вектор со-
стояния, u – r-вектор управления. 

В качестве управления u(t) рассматривается 
выход 

 u(t) = Cy(t).  (2) 
C r m− ×  – постоянная матрица линейной 

дескрипторной системы 
 D1y = D2y,    y(t0) = y0.  (3) 
Здесь (3) динамический регулятор: y, y0 ∈ Rm; 

1 2,D D m m− ×  – матрицы; det D1 = 0 и пучок 

(D1 + λD2) регулярен. Такой регулятор будем 
называть дескрипторным регулятором. 

Ясно, что при любом фиксированном на-
чальном условии  

 x(0) = x0  (4) 
из множества [x0] nR⊂ и при любых фиксиро-
ванных матрицах A, B (будем говорить допусти-
мых матрицах) и управлении u(t) существует 
единственное решение [5] которое при t = t1 
имеет вид 

1
21( )τ

1 1 0 1 0
0

( ) ( ,0) ( , τ) τ;
d

t
D Dx t F t x F t BCe y d= +    (5) 

 0 1 1 ,dy D D q=   (6) 
где F(t, τ) – фундаментальная матрица решений 
однородной задачи Коши 

 ,x Ax=  x(0) = x0;  (7) 

1
dD  – обратная матрица Дразина матрицы D1; 

q ∈ Rm.  
Определение. Ансамбль систем (1) называет-

ся управляемым дескрипторным регулятором (3), 
если существует момент времени t1, t1 < +∞, что 
для всех начальных состояний x(0) из множества 
[x0] найдется вектор q, такой, что дескриптор-
ным регулятором (3) с начальным условием 
y(0) = y0 = D1

dD1q, q ∈ Rm приводит сечения 
{x(t1)} всех решений ансамбля в нуль. 

Очевидно, что в такой постановке задача 
управления имеет решение лишь в исключи-
тельных случаях. Поэтому модернизируем ее 
следующим образом: построим такое управле-
ние (найти такое q), что каждое решение x(t) ан-
самбля подчиняется неравенству 

 |x(t1)| ≤ ε,  (8) 

где |x(t1)| – вектор, составленный из модулей ком-
понент вектора x(t1), ε = (ε1, ε2, …, εn), ε ≥ 0, причем 
величина (ε1 + ε2 + … + εn) является минималь- 
ной, неравенство (8) понимается покомпонентно. 

Таким образом, динамический регулятор (3) 
должен привести все траектории (5) в мини-
мальную окрестность нуля в момент времени t1. 

Рассмотрим однородную систему (7) для 
произвольных фиксированной матрицы A ∈ [A] 
и вектора x(0) = c ∈ [x0]. Пусть множества [A], 
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[B] и [x0] – интервальные матрицы и интервальный 
вектор-столбец [6, 7]. Для оценок воспользуемся 
подходом работ [8, 9]. 

Произведение Ax на интервалах [ ] [ , ]A A A=  
и [ ] [ , ]x x x=  имеет точные векторные оценки 

 ( , ) ( , ),f x x Ax f x x≤ ≤   (9) 

связанные с функциями, записанными в коорди-
натном виде 

{ }
1

( , ) min , , , ;
n

j ij ij jij j ij ji
j

f x x a x a x a x a x
=

=   

 { }
1

( , ) max , , , ;
n

j ij ij jij j ij ji
j

f x x a x a x a x a x
=

=   (10)  

1, .i n=  
Исходя из системы (7) и соотношений (10) 

составим задачу Коши, которая представляет со-
бой систему уравнений  

  
( ) ( )
( ) ( )

, , 0 ,
 

, , 0 .

x f x x x c

x f x x x c

 = =


= =




  (11) 

Следуя источнику [6], система (11) имеет 
единственное решение ( , ),x t c  ( , ),x t c  0 ≤ t ≤ t1, 
и для решения x(t, c) системы (7) с начальным 
условием x(0) = c, отвечающим всем матрицам 
A ∈ [A], справедливы оценки 

 ( , ) ( , ) ( , ),x t c x t c x t c≤ ≤  0 ≤ t ≤ t1.  

Для оценки фундаментальной матрицы F(∙) 
решений уравнения (7) воспользуемся следую-
щими рассуждениями. Обозначим ei – единич-
ный вектор, i = 1, 2, …, n. Соответствую- 
щие начальным условиям x(0) = ei, (0) ,ix e=  

(0) ix e=  решения систем (7) и (11) являются 
столбцы фундаментальных матриц ( ,0),F t  

( ,0),F t  ( ,0).F t  Тогда справедлива оценка фун-
даментальной матрицы решений системы (7) 

 ( ,0) ( ,0) ( ,0)F t F t F t≤ ≤ , 10 t t≤ ≤ .  (12) 

Вернемся к исходной системе (1). Учитывая 
формулы (5), (6), можем утверждать, что ан-
самбль управляем дескрипторным регулятором, 
когда при некотором t1, t1 < +∞ для любого век-
тора x(0) ∈ [x0] найдется такой m-вектор q (один 
и тот же для всех систем ансамбля), что выпол-
няется неравенство 

 1( , ) ε.x t q Mq P= − ≤   (13) 

Здесь  

  
( ) ( )

( ) ( )11

1

1 1 1

,0 0 ;

, .
dD D d

P F t x

M F t BCe D D d
τ

= −

= τ τ
 

 (14)
 

Попадание ансамбля решений x(t) в момент 
t = t1 в ε-окрестность нуля, как следует из (12), 
эквивалентно неравенству 

ε ε.Mq P− ≤ − ≤  

Тогда минимальная ε-окрестность нуля мо-
жет быть найдена как решение задачи 

ε min, (1, ,1),e e′ → =   
 ε ε,Mq P− ≤ − ≤   (15) 

ε 0,≥  mq Q R∈ ⊂  
относительно переменных ε и q. 

Учитывая (12)–(14), и то, что [B] – интер-
вальная матрица, [x0] – интервальный век- 
тор-столбец, получим интервальные оценки 
для P и M:  

P P P≤ ≤  и .M M M≤ ≤  
Далее представим векторные интервалы их 

центрами 

0 ( ) 2,P P P= +  0 ( ) 2M M M= +  
и радиусами  

( ) 2,P P PΔ = −  ( ) 2.M M MΔ = −  
Из результатов работы [8] следует, что за-

дача (15) эквивалентна следующей задаче нели-
нейного программирования: 

ε min;e′ →  

  
0 0

0 0

ε;

ε;

M q M q P P

M q M q P P

+ Δ ≤ − Δ +

− + Δ ≤ − − Δ +
  (16) 

ε 0,≥  .mq Q R∈ ⊂  

Если Q – брус, т. е. выпуклый замкнутый 
ограниченный многогранник, то задача (16) эк-
вивалентна следующей задаче линейного про-
граммирования: 

ε min;e′ →  

  0 0

0 0

ε ;

ε ;

M q Mw P P

M q Mw P P

+ Δ − ≤ − Δ

− + Δ − ≤ − − Δ
  (17) 

ε 0,≥  .w q w− ≤ ≤  

Задача (17), очевидно, всегда разрешима, 
при этом, если ε0, q0, w0 – ее решение, то ε = ε0 – 
радиус минимальной окрестности нуля, куда по-
падут все векторы x(t1), управляемые дескрип-
торным регулятором, стартующим из началь-
ного условия y0 = D1

dD1q0. 
Таким образом, если Q – брус, то начальное со-

стояние дескрипторного регулятора находится из 
решения задачи линейного программирования (17). 
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Когда множество Q произвольно, решается за-
дача нелинейного программирования (16). Имеет 
место следующая теорема. 

Теорема. Для управляемости ансамбля си-
стем (1) достаточно, чтобы разрешимая задача 
линейного программирования (17) имела опти-
мальный план (ε0, q0, w0) с ε0 = 0. 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
Следствие 1. Если интервалы [A], [B], [x0] 

вырождены, то управляемость системы (1) из со-
стояния x(0) = x0 в нуль дескрипторным регуля-
тором равносильна разрешимости системы ал-
гебраических уравнений 

0 0 0,M q P− =  

где M0 и P0 вычислены по формулам (14). При-
чем условие rank M0 = n будет необходимым и 
достаточным. 

Следствие 2. Если интервалы [A], [B] вырож-
дены и вектор q является решением задачи (17), 
то выполнение неравенства εPΔ ≤  достаточно 
для управляемости дескрипторным регулято-

ром. Это, очевидно, следует из ограничений за-
дачи (17). 

Следствие 3. Если все интервальные объ-
екты вырождены, то система (1) управляема де-
скрипторным регулятором (3) тогда и только то-
гда, когда имеет место равенство 

1
21 1( )τ(τ )

1 1
0

rank τ ,
d

t
D DA t de BCe D D d n− 

=  
 
  

которое эквивалентно условиям [3]: 
2 1rank( , , , , ) ;nB AB A B A B n− =  

2
1 1 1 1 1 1rank( , , ,d d dCD D CD KD CD K D   

1
1 1, ) ,d nCD K D n− =  

где 2 1 .dK D D=  
Заключение. Отметим, что полученные ре-

зультаты предполагается перенести и на более 
сложные объекты управления, такие как неста-
ционарные системы с последействием и т. п. 
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УДК 519.862.6 
А. А. Якименко 

Белорусский государственный технологический университет 
К ВОПРОСУ ОБ ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТИ СИСТЕМ 

ОДНОВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 
В статье рассматривается задача идентифицируемости систем одновременных уравнений. 

Дано определение задачи идентифицируемости. В публикации проведен анализ имеющихся в ли-
тературе необходимых, достаточных условий идентифицируемости. Установлено, что некоторые 
из этих условий не являются верными. В работе получено новое достаточное условие разрешимо-
сти задачи идентифицируемости. Кроме того, рассмотрен метод получения оценок структурной 
формы модели системы одновременных уравнений по оценкам приведенной формы, выведенных 
методом наименьших квадратов. Также приведена модификация двухэтапного метода наимень-
ших квадратов. 

Ключевые слова: системы одновременных уравнений, идентифицируемость, структурная 
форма, приведенная форма, достаточное условие идентифицируемости, двухэтапный метод 
наименьших квадратов. 

Для цитирования: Якименко А. А. К вопросу об идентифицируемости систем одновремен-
ных уравнений // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022.  
№ 2 (260). С. 10–13. 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

ON THE QUESTION OF IDENTIFICATION  
OF SIMULTANEOUS EQUATIONS MODELS 

The article deals with the problem of identification of simultaneous equations models. The definition 
of the problem of identification is given. The article analyzes the necessary, sufficient conditions for 
identification available in the literature. It has been found that some of these conditions are not true. 
In this work, a new sufficient condition for the solvability of the identification problem is obtained. 
In addition, a method for obtaining estimates of the structural form of a model of a of simultaneous 
equations models from estimates of the reduced form obtained by the least squares method is given. A 
modification of the two-stage least squares method is also given. 

Key words: simultaneous equations models, identification, structural form, reduced form, sufficient 
condition for identification, two-stage least squares method. 

For citation: Yakimenka A. A. On the question of identification of simultaneous equations models. 
Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 10–13. 

Введение. Система одновременных уравне-
ний представляет собой систему линейных регрес-
сионных уравнений, в которой в качестве регрес-
соров отдельного уравнения могут выступать за-
висимые переменные из других уравнений 
системы. Если по выборке методом наименьших 
квадратов найти оценки параметров такой си-
стемы, то эти оценки окажутся смещенными и не 
состоятельными. Чтобы получить несмещенные 
и состоятельные оценки, от исходной системы, 
называемой структурной формой системы одно-
временных уравнений, переходят к приведенной 
форме, в которой в качестве регрессоров каждого 
уравнения выступают только независимые пере-
менные. Оценки такой системы, полученные ме-
тодом наименьших квадратов, будут обладать 
свойствами несмещенности и состоятельности. 
Задача идентифицируемости состоит в опреде- 

лении связи между параметрами структурной и 
приведенной форм. Задача идентифицируемости 
изучалась многими авторами [1–10]. В работе 
показано, что некоторые из условий, получен-
ные авторами, не являются корректными. 

Основная часть. Рассмотрим структурную 
форму системы одновременных уравнений 
 ,у By Ax c= + + + ε   (1) 
где my∈  – вектор зависимых (эндогенных) пе-
ременных, kx∈  – вектор независимых (экзо-
генных) переменных, m mB ×∈  – матрица ре-
грессионных коэффициентов при эндогенных 
переменных, 0,iib =  1, 2, , ,i m=  m kA ×∈ −  
матрица регрессионных коэффициентов при эк-
зогенных переменных, mс∈ −  вектор свобод-
ных членов регрессионных уравнений, mε∈  – 
вектор случайных отклонений. Некоторые из 
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элементов матриц B  и A  могут быть извест-
ными и равными нулю. Перепишем систему (1) 
в виде 

у By Ax c− = + + ε  
или 

( ) ,mI B у Ax c− = + + ε  

где mI  – единичная матрица порядка .m  
В предположении, что матрица mI B−  не вы-

рождена, умножим обе части последнего равенст-
ва слева на матрицу ( ) 1 .mI B −−  Придем к системе 
 ,y Dx E= + + η   (2) 

где ( ) 1 ,mD I B A−= −  ( ) 1 ,mE I B c−= −  η =

( ) 1 .mI B −= − ε  
Система (2) называется приведенной фор-

мой системы одновременных уравнений. Оцен-
ки регрессионных коэффициентов системы (2) 
можно найти по методу наименьших квадратов. 
В дальнейшем элементы матриц m kD ×∈  и 

mE ∈  будем считать известными. 
Возможность нахождения параметров струк-

турной формы (1) по параметрам приведенной 
формы (2) составляет суть проблемы идентифици-
руемости. Имеют место следующие определения 
различных видов идентифицируемости. 

Определение 1. Система (1) называется точ-
но идентифицируемой (2), если оценки регресси-
онных коэффициентов структурной формы (1) 
единственным образом находятся с помощью 
оценок регрессионных коэффициентов приве-
денной системы (2). 

Определение 2. Система (1) называется сверх-
идентифицируемой (2), если оценки регресси-
онных коэффициентов структурной формы (1), 
найденные с помощью оценок регрессионных 
коэффициентов приведенной системы (2), могут 
принимать два и более различных значений. 

Определение 3. Система (1) называется не иден-
тифицируемой (2), если оценки регрессионных 
коэффициентов структурной формы (1) невоз-
можно найти с помощью оценок регрессионных 
коэффициентов приведенной системы (2). 

Подставим в правую часть (1) вместо y  пра-
вую часть (2): 

( )у B Dx E Ax c= + + η + + + ε =  
BDx BE B Ax c= + + η + + + ε =  
( ) .BD A x BE c B= + + + + η + ε  

Сравнивая правые части последнего равен-
ства и равенства (2), получим 

;BD A D+ =  
,BE c E+ =  

или 
  ( ) ;mA I B D= −   (3) 
  ( ) .mc I B E= −   (4) 

Отсюда следует, что для решения задачи 
идентифицируемости необходимо и достаточно 
нахождения элементов матрицы .B  Элементы 
матриц A  и с  находятся по формулам (3) и (4). 

Известно, что для идентифицируемости си-
стемы (1) необходимо и достаточно идентифи-
цируемости каждого уравнения системы. В ли-
тературе приводятся различные необходимые, а 
также достаточные условия идентифицируемо-
сти. В работе [4, с. 188] указывается следующее 
необходимое условие точной идентифицируе-
мости уравнения номер i  системы (1): 

,i in p=  

где in  есть количество ненулевых регрессион-
ных коэффициентов ijβ  уравнения номер i  си-
стемы (1); ip − количество нулей в строке номер 
i  матрицы .A  Там же сказано, что если ,i in p<  
то уравнение сверхидентифицируемо, а если 

,i in p>  то уравнение неидентифицируемо. 
Ниже будет показано, что эти утверждения не-
верны. 

В других источниках [5–10] приводится 
условие 

  ,i in p≤   (5) 

которое представляется более точным. Очевидно, 
что для того, чтобы условие (5) могло иметь место, 
должно быть выполнено неравенство 

  1.k m≥ −   (6) 

В самом деле, если предположить, что 
1,k m< −  то в случае, когда 1in m= −  и ,ip k=  

неравенство (5) примет вид 1m k− ≤ , что проти-
воречит сделанному предположению. 

Известны разные достаточные условия иден-
тифицируемости уравнения системы (1). Напри-
мер, в издании [4, с. 189, 190] достаточное условие 
имеет вид: уравнение идентифицируемо, если по 
отсутствующим в нем переменным (эндогенным и 
экзогенным) можно из коэффициентов при них в 
других уравнениях системы (1) составить мат-
рицу, определитель которой не равен нулю, а 
ранг матрицы не меньше, чем число эндогенных 
переменных в системе без одного. Однако дан-
ное условие не использует известные коэффици-
енты приведенной формы, поэтому оно является 
неверным. В работах [5–10] приведено другое до-
статочное условие строгой идентифицируемо-
сти: уравнение номер i  будет строго идентифи-
цируемо, если ранг матрицы, получившейся из 
матрицы D  выделением ее строк, соответствую-
щих ненулевым регрессионным коэффициентам 



12 Ê âîïðîñó îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2022 

при эндогенных переменных этого уравнения и 
ее столбцов, соответствующих нулевым коэффи-
циентам при экзогенных переменных этого 
уравнения, имеет ранг, равный .in  Тем не менее, 
как будет показано ниже, и это условие не явля-
ется точным. 

Пусть выполнены условия (5), (6). Введем 
обозначения: 

iAJ −  множество значений в по-
рядке возрастания индекса ,j  для которых эле-
менты ija  строки номер матрицы A  равны нулю; 

iBJ −  множество значений в порядке возрастания 
индекса ,j для которых элементы ijb  строки но-
мер i  матрицы B  не равны нулю. Ясно, что в 
множестве 

iAJ  будет ip  элементов, а в множе-
стве 

iBJ  будет in  элементов. Сравним элементы 
строки номер i  и столбцов номер 

iAj J∈  в левой 
части и правой частях матричного уравнения (3). 
Получим систему вида 

  0 , ,
i

Bi

il ls is A
l J

d d s J
∈

 = − β + ∈


   (7) 

где , 1, , 1,ijd i m j k= = −  элементы матрицы .D  
Система (7) представляет собой систему ip  

уравнений с in  неизвестными. В силу усло- 
вия (5) число уравнений этой системы не 
меньше числа неизвестных. 

Обозначим через iD  матрицу, которая полу-
чается из матрицы D  выделением из нее строк 
из множества 

iBJ  и столбцов из множества .
iAJ

Нетрудно увидеть, что матрица T
iD  является 

матрицей системы (7). Здесь знак ( )T⋅  означает 
транспонирование. Правая часть системы (7) яв-
ляется вектором ( ).i

T
i is Ad d s J= ∈  Если к мат-

рице T
iD  присоединить столбец ,id  то получим 

матрицу T
iD −  расширенную матрицу системы (7). 

Из теоремы Кронекера – Капелли следует, что 
имеют место следующие теоремы. 

Теорема 1. Если выполнено условие  

rank rank ,T T
i i iD D n= =  

то уравнение номер i  системы (1) строго иден-
тифицируемо системой (2). 

Теорема 2. Если выполнено условие  

rank rank ,T T
i i iD D n= <  

то уравнение номер i  системы (1) сверхиденти-
фицируемо системой (2). 

Теорема 3. Если выполнено условие  

rank rank ,T T
i iD D≠  

то уравнение номер i  системы (1) не идентифи-
цируемо системой (2). 

Для нахождения параметров структурной 
формы строго идентифицируемой системы 
одновременных уравнений по приведенной 
форме используют двухэтапный метод наимень-
ших квадратов. Он состоит из следующих  
этапов: 

1) от структурной формы (1) переходят к 
приведенной форме (2); 

2) по методу наименьших квадратов по вы-
борке определяют регрессионные коэффици-
енты приведенной формы (2); 

3) по коэффициентам приведенной формы (2) 
находят регрессионные коэффициенты струк-
турной формы (1). 

По мнению автора, первый этап – лишний. 
Необходимо сразу рассчитывать по выборке ре-
грессионные коэффициенты приведенной фор-
мы (2). Затем нужно проверить строгую иденти-
фицируемость системы (1). После этого, решив 
систему (7), получим структурные коэффици-
енты системы (1). 

Заключение. В данной статье уточнены не-
обходимые, достаточные условия идентифици-
руемости, полученные ранее другими исследо-
вателями.  

Рассмотрен конкретный метод нахождения 
структурных коэффициентов по приведенным 
коэффициентам для строго идентифицируемой 
системы (1). Также получена модификация 
двухэтапного метода наименьших квадратов. 
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УДК 517.588 
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Белорусский государственный технологический университет 
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА G-ФУНКЦИИ МЕЙЕРА 

С ДВУМЯ МНИМЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 
Проблема асимптотических разложений специальных функций по индексам или параметрам 

возникает в связи с исследованием некоторых классов интегралов и преобразований по индексам. 
Наиболее общей специальной функцией гипергеометрического типа является G-функция Мейера. 
Важность G-функции в значительной степени связана с возможностью выразить через G-символ 
большое число специальных функций и их комбинаций, встречающихся в прикладной математике. 

Работа посвящена изучению асимптотических свойств G-функции Мейера специального вида с 
двумя мнимыми параметрами, когда их значения по абсолютной величине достаточно велики. Показано, 
что рассматриваемая функция при частных значениях параметров обобщает ядра известных интеграль-
ных преобразований по индексу, в частности, преобразований Конторовича – Лебедева, Мелера – Фока, 
Олевского, Лебедева и других. С помощью теоремы Слейтер записано представление G-функции в виде 
линейной комбинации обобщенных гипергеометрических рядов со степенными множителями. 

Для функций гипергеометрического типа справедливо свойство иметь своим преобразова-
нием Меллина отношение произведений гамма-функций Эйлера, асимптотика которых в соответ-
ствии с формулой Стирлинга известна. Записана формула Стирлинга для гамма-функции Эйлера 
комплексного аргумента, у которого мнимая часть неограниченно увеличивается, а действитель-
ная фиксирована. Установлены асимптотические оценки G-функции Мейера специального вида, 
у которой мнимая часть двух параметров неограниченно возрастает. Показано, что полученное 
разложение включает в себя в качестве частных случаев известные в литературе некоторые пред-
ставления функций Бесселя и родственных им функций. 

Ключевые слова: асимптотическое разложение, G-функция Мейера, преобразования по ин-
дексу, функции Бесселя, формула Стирлинга, гамма-функции Эйлера.  

Для цитирования: Яроцкая Л. Д. Асимптотические свойства G-функции Мейера с двумя 
мнимыми параметрами // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 
2022. № 2 (260). С. 14–20. 

L. D. Yarotskaya 
Belarusian State Technological University 

ASYMPTOTIC PROPERTIES OF MEIJER`S G-FUNCTION  
WITH TWO IMAGINARY PARAMETERS 

The problem of asymptotic expansions of special functions by their indices or parameters arises in 
connection with the investigation of some classes of integrals and index transforms. The Meyer G-function is 
the most common function of the hypergeometric type. The G-function is important in applied mathematics 
due to the ability to express through the G-symbol a large number of special functions and their combinations. 

This paper deals with some asymptotic properties of the Meyer G-function of a special kind with two 
imaginary parameters, which are large enough by their absolute values. It is shown that particular cases 
of the considered function are the kernels of known integral transformations by index – the 
transformations of Kontorovich – Lebedev, Mehler – Fock, Olevsky, Lebedev and others. The 
representation of the G-function in the form of a linear combination of generalized hypergeometric series 
with power multipliers is based on the Slater's theorem. 

The Mellin transforms of functions of the hypergeometric type are the ratio of the products of the 
Euler gamma functions whose asymptotics are known in accordance to the Stirling formula. We give the 
Stirling formula for the Euler gamma function of a complex argument, for which the imaginary part is 
unbounded and the real part is fixed. Asymptotic estimates for the Meijer`s G-function of a special form 
with respect to large values of the parameter are established. It is shown that such expansion includes, as 
special cases, earlier known representations Bessel functions and functions connected with them. 

Key words: asymptotic expansion, Meijer`s G-function, index transform, Bessel functions, Stirling 
formula, Euler Gamma-function. 

For citation: Yarotskaya L. D. Asymptotic properties of Meijer`s G-function with two imaginary parameters. 
Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 14–20 (In Russian). 
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Введение. В приложениях часто используют 
различные интегральные преобразования, обоб-
щающие преобразование Фурье. Можно услов-
но выделить два основных класса: преобразова-
ния типа свертки и преобразования по индексу. 
Самые общие из этих преобразований содержат 
в ядрах G-функцию Мейера, остальные выво-
дятся из них при частных значениях параметров. 
Обзор свыше 800 работ по интегральным преоб-
разованиям приведен в источнике [1].  

Интегральное преобразование по индексу с 
G-функцией Мейера в ядре было введено в ра-
боте [2] и исследовано в [3] в пространстве 
функций ( )1

,c L−
γM . Особенностями этого преоб-

разования являются те обстоятельства, что инте-
грал зависит от переменной, входящей в пара-
метры, а не в аргумент G-функции. Соответ-
ственно, в формуле обращения преобразования 
интегрирование следует вести по параметрам, а 
не по аргументу, что имеет место в случае пре-
образования типа свертки. 

Настоящая работа посвящена изучению 
асимптотических свойств G-функции Мейера 
специального вида с двумя мнимыми парамет-
рами, у которых мнимая часть неограниченно 
увеличивается. Отметим, что рассматриваемая 
специальная функция относится к функциям ги-
пергеометрического типа и обобщает изученное 
в работе [4] ядро интегрального преобразования 
по индексу в весовых пространствах суммируе-
мых с квадратом функций. 

Асимптотическое поведение функций ги-
пергеометрического типа различно в зависимо-
сти от того, что стремится к бесконечности: па-
раметры, независимая переменная или эти вели-
чины вместе. Исследования в этой области 
основаны на представлении функции в виде ли-
нейной комбинации обобщенных гипергеомет-
рических рядов, для которых справедливо свой-
ство иметь своим преобразованием Меллина от-
ношение произведений гамма-функций Эйлера, 
асимптотика которых в соответствии с форму-
лой Стирлинга известна. В работах [5], [6] такой 
подход реализован при нахождении асимптоти-
ческих представлений на бесконечности по мни-
мым параметрам функций Макдональда, Уитте-
кера, Лежандра, гипергеометрической функции 
Гаусса и некоторых других. Аналогичные во-
просы рассмотрены в работе [7] для двух функ-
ций бесселевого типа. 

Основная часть.  
1. Предварительные сведения. G-функция 

определена Мейером в 1941 г. контурным инте-
гралом Меллина – Барнса [8] 

 ( )1,
,
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, , 2
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при этом пустые произведения в (2) (если тако-
вые имеются) считаются равными единице; 

( ) 1

0

, 0t ss e t dt s
∞

− −Γ = > −  

гамма-функция Эйлера [8]. Контур L в (1) – спе-
циально выбранный замкнутый контур, прохо-
дящий через бесконечно удаленную точку и раз-
деляющий все левые полюсы ,js b k= − −   
j = 1, …, m, числителя от правых 1 is a k= − + ,  
i = 1, …, n, k = 0, 1, 2, … .  

Важным свойством G-функции является то, 
что ее преобразование Меллина, определяемое 
равенством 

 ( )( ) ( ) 1

0

, ,sf s f t t dt s
∞

−= ∈ M  (3) 

является при определенных условиях на пара-
метры отношением произведений гамма-функ-
ций Эйлера и совпадает с функцией (2), т. е. 

 ( ) ( )1,
,

1

, ,
G .

, ,
pm n

p q
q

a a
z s s

b b
  

= Ψ      




M  

Замена переменной в интеграле (1) дает фор-
мулу симметрии:  

1 1, ,
, ,

1 1

, , 1 , ,11G G .
, , 1 , ,1

p qm n n m
p q q p

q p

a a b b
z

b b a az
   − −

=      − −   

 
   (4) 

Свойство (4) позволяет преобразовать G-функ-
цию, для которой p > q, в G-функцию, где p q< . По-
этому, не теряя общности, можно считать, что p q≤ .  

Важным рядом в приложениях и теории спе-
циальных функций является обобщенный ги-
пергеометрический ряд [8] 

( ) ( )
( ) ( )

11

1 0 1

, ,
; ,

, , !

kpp k k
p q

q k qk k

a aa a zF z
b b b b k

∞

=

 
= 

 



 

 (5) 

содержащий в числителе p, а в знаменателе q па-
раметров, коэффициенты которого определя-
ются символом Похгаммера: 

 
Ряд в правой части (5) абсолютно сходится 

при всех z, если .p q≤   

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )01 1 , 1.k

a k
a a a a k a

a
Γ +

= + + − = =
Γ
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Функции, представимые в виде линейной 
комбинации обобщенных гипергеометрических 
рядов, а также функции, которые можно непре-
рывно получить из такой линейной комбинации 
предельными переходами по параметрам, при-
нято относить к классу функций гипергеометри-
ческого типа.  

Многие элементарные и большинство изу-
ченных специальных функций являются функ-
циями гипергеометрического типа и поэтому,  
в общем, могут быть определены как линейные 
комбинации интегралов Меллина − Барнса (1). 
Переход от образов Меллина, имеющих вид (2), 
к их прообразам осуществляется с помощью 
теоремы Слейтер или теории вычетов, на осно-
вании которой эта теорема доказана [9]. 

Отметим, что функции Бесселя являются 
частными случаями G-функции Мейера. Ука-
жем некоторые представления [6], [9], [10]:  

1) функция Макдональда: 

 ( ) 2,0
0,2

12 G ;
/ 2, / 22

K x xν
 

=  ν − ν 
 (6) 

2) линейная комбинация функций Бесселя 
первого рода и функции Макдональда: 

( ) ( ) ( )1 1 1
4 4 42 2 2 2 2 2J x J x K x−ν ν ν

 − =   

 
( ) 3,0

0,4
sin / 2 G ;

0, / 2, / 2,1/ 22
x

 πν=  ν − νπ  
 (7) 

3) линейная комбинация функций гипергео-
метрического типа [4]: 

( ) ( )1 2
12 ,2 1;1 ,1 ;
2sC x F i i xτ = − τ + τ −

τ
 

( )
( ) ( )2 22 2

4sh i iI x I xτ − τ
π  − + = πτ

 

 
( ) 3,1

2,4
0,1/ 2sh G .

, , 0,1/ 22
x

i i
 πτ=  τ − τ 

 (8) 

2. Постановка задачи. Для G-функции 
Мейера специального вида действительного ар-
гумента 0x >  

( ) ( )
( ) ( )

2,
,2 2G G ,

, , ,1 / 2
pm n

p m
m m

a
x x

i i b b
+

+

 
 =
 τ − τ − 

 (9) 

где параметры записаны в виде векторов 

( ) ( )1 1, , , , , ,p p m ma a a b b b= =   

изучить асимптотические свойства при больших 
значениях τ. Отметим, что функция (9) при 

2p n=  рассматривалась в работе [4] в качестве 

ядра интегрального преобразования по индексу. 
Ее асимптотические свойства по τ получены в 
работе [11]. 

Введем обозначение [9] 

( ) ( )
( ) ( )

11

1 1

, ,
.

, ,
pp

q q

a aa a
b b b b

Γ Γ 
Γ = 

Γ Γ 


 

 

Тогда ядро (2) для функции (9) запишем в 
виде 

( )
( ) ( )

( ) ( )1

, , ,1

,1 / 2
m n

n
p m

i s i s b s a s
s

a s b s+

 τ + − τ + + − −
 Ψ = Γ
 + + − 

 (10) 

(пустое произведение заменяется единицей), где 

( )1
1 , , .n

p n pa s a s a s+
++ = + +  

3. Представление G-функции Мейера через 
линейные комбинации обобщенных гипергео-
метрических рядов со степенными множите-
лями. Применим теорему Слейтер [9] для пред-
ставления функции, преобразование Меллина (3) 
которой имеет вид (10). 

Предположим, что  
2 2, , , 1, , , 1, , ,j kp m a b j p k m≤ + ∈ = =   

и никакие из параметров 1, , mb b не совпадают 
и не отличаются на целое число. 

Теорема 1. Пусть для ядра ( )sΨ , определен-
ного формулой (10), выполнены условия  

0 Re 1 , 1,2, , ,ks a k n< < − =   

Re 1 , 1,2, , , 1,2, , ,j kb s a j m k n− < < − = =   

2 2,p n≤ +  

( )2 2 Re Re ,m p s+ − < − ν если 2 2 ,n p+ =  

где 

1
.

2

p

k
k

mn a
=

ν = − −  

Тогда при действительных значениях 0x >
для G-функции (9) справедливо представление 

( )
( ) ( )

( ) ( )1

2 , ,1
Re

,1 / 2
m ni

i n
p m

i b i a i
G x x

a i b i
τ

τ +

  − τ − τ − + τ
  = Γ ×

 − τ + + τ  
 

( ) ( )

( ) ( )2 1
1 ; 1

1 2 ,1 ,1 / 2

p n m
p

p m
m m

a i x
F

i b i b i

− −

+

 − + τ −
 × +

 + τ − + τ + + τ 
 

( )
1

,j
m

b
j j

j
x i b i b

=
+ Γ τ − − τ − ×  

( ) ( )
( ) ( )1

,1

,1 / 2
m j n j

n
p j m j

b b a b

a b b b+

 ′ − − + × Γ ×
 − + + 
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( )
( )

2 1

1

1 ,1 ,1 ,

p j

p m

j j m j

a b
F

i b i b b b
+

 − +
×
 ′− τ + + τ + − +

 

 
( ) ( )1/ 2 ; 1

,p n m
m jb b x− −



+ + − 

 (11) 

где символ ( )Rei f iτ  τ    означает 

( ) ( ) ( )Re ,i f i f i f iτ  τ  = τ + − τ   

а символ ( )m jb b′ −  означает 

1 1 1, , , , , .j j j j j m jb b b b b b b b− +− − − −   

Из формул (11) и (4) непосредственно выте-
кают асимптотические оценки для G-функции (9) 
действительного аргумента: 

 ( )
( ) { }

( ) { }
1

1

1

, 0, min ,

, , max .

jj m

jj n

O x x b
G x

O x x a

β

≤ ≤

α−

≤ ≤

 → β =
= 

→ ∞ α =


 (12) 

4. Формула Стирлинга. Метод нахождения 
асимптотических выражений функции (9) при 
фиксированных x и больших τ  основан на при-
менении формулы Стирлинга для гамма-функ-
ции Эйлера [8]:  

 ( )
1
2 12 1 ,z zz z e O

z
− −   Γ = π +     

 (13) 

когда z → ∞  и arg z < π .  
Оценим остаточный член формулы (13), ис-

ходя из формулы Бине [8]: 

( ) ( )1 1ln ln ln 2
2 2

z z z z Γ = − − + π + 
 

 

0

1 1 1 , Re 0.
21

zt

t
e dt z

t te

∞ − + − + > −   (14) 

Пусть z i= α + τ , 0α > . Обозначим  
( )

0

1 1 1( )
21

i t

t
ei dt

t te

∞ − α+ τ ϕ α + τ = − + = −   

0

( ) , 0 1,i tt t e dt
∞

−γ − τ= φ < γ <  

где  

1 1 1( ) , 1 .
21

t
tt e t

te
−α −β φ = − + β = − γ − 

 

Очевидно, что ( )tφ  − функция ограниченной 
вариации на интервале (0; ).+ ∞  Более того, 
имеют место асимптотические соотношения: 

( ) ( ), 0,t O t tγφ = → +  

( ) ( ), .tt O t e t−β −αφ = → +∞  

Отсюда, согласно теореме 126 из [12], получим 

0

( ) ( ) cos( )i t t t dt
∞

−γϕ α + τ = φ τ +  

0

1( ) sin( ) , .i t t t dt O
∞

−γ  + φ τ = τ → +∞ τ   (15) 

В силу (14) и (15), запишем формулу (13) в виде 

1( ) 2 exp
2

i i Γ α ± τ = π α − ± τ ×  
 

 
Отсюда после непосредственных преобразо-

ваний при τ → +∞  следует формула 

( )
1
2 22i e

πτα − −Γ α ± τ = πτ ×  
1 1exp ln .

2 2
i O

  π    × ± α − + τ τ − τ −     τ     
 (16) 

В случае 0α ≤  используем формулу допол-
нения для гамма-функции 

( ) ( ) ( )
1

sin
s s

s
πΓ Γ − =
π

 

и формулу (16). 
Таким образом, без потери общности будем 

считать, что α  и τ  – действительные числа. 
5. Асимптотические представления G-функ-

ции (9). Пусть выполняются условия теоремы 1. 
Введем обозначение 

( ) ( )
( ) ( )1

,1
.

,1 / 2
m j n j

j n
p j m j

b b a b
C

a b b b+

 ′ − − + = Γ
 − + + 

 

Используя формулу удвоения Лежандра для 
гамма-функции [8] 

( ) ( )
2 12 12 ,

2

s

s s s
−  Γ = Γ Γ + π  

 

запишем сумму (11) в виде 

( ) ( ) ( )1 R e 1/ 2
42

i

i
xG x i i

τ

τ

 = Γ − τ Γ − τ × π  
 

2 2 1ln arctg , .i i O τ   × τ + α ± − α τ − τ → +∞   α τ   
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( ) ( )
( ) ( )1

,1

,1 / 2
m n

n
p m

b i a i

a i b i+

 − τ − + τ
 × Γ ×
 − τ + + τ 

 

( ) ( )

( ) ( )2 1
1 ; 1

1 2 ,1 ,1 / 2

p n m
p

p m
m m

a i x
F

i b i b i

− −

+

 − + τ −
 × +

 + τ − + τ + + τ 
 

( )
1

,j
m

b
j j j

j
C x i b i b

=
+ Γ τ − − τ − ×  

( )
( )

2 1

1

1 ,1 ,1 ,

p j

p m

j j m j

a b
F

i b i b b b
+

 − +
×
 ′− τ + + τ + − +

 

 ( )
( ); 1 .

1 / 2
p n m

m j
x

b b
− − 

− + + 
 (17) 

Далее, используя оценку (16), при доста-
точно больших положительных τ получим для 
гамма-множителей первого слагаемого в (17) 
выражение вида 

( ) ( )
( ) ( )1

,1 / 2 , ,1

,1 / 2
m n

n
p m

i i b i a i

a i b i+

 − τ − τ − τ − + τ
 Γ =
 − τ + + τ 

 

( ) 1

1
12 2 222

p

k
k

p mp ann p
e =

− −  −− + − πτ+ −  
 


= π τ ×  

( )( )exp 2 2 ln
2

i m p π × − + − τ τ − τ + χ ×    
 

 11 , ,O  × + τ → +∞  τ  
 (18) 

где 

1 1 1

12 .
2

pm n

j k k
j k k n

p mb a a n
= = = +

− −χ = + − − +    

Оценим символ Похгаммера при :τ → +∞  

( ) ( )( ) 11 .
( )

k
k

a k ia i i O
a i

 Γ + ± τ  ± τ = = ± τ +   Γ ± τ τ  
 

Тогда для первого гипергеометрического 
ряда в (17) с учетом формулы (5) запишем:  

( ) ( )

( ) ( )2 1
1 ; 1

1 2 ,1 ,1 / 2

p n m
p

p m
m m

a i x
F

i b i b i

− −

+

 − + τ −
  =
 + τ − + τ + + τ 

 

( )( )
( ) ( )( )0

1
lim

1 2 1

M p k
M k mk k

a i

i b i→∞ =

− + τ
= ×

+ τ − + τ  

( )( )
( )( )1 1

!1 / 2

kp n m

m k

x
kb i

− −−× =
+ + τ

 

( ) ( )( )2 1

0

1 1lim 1
2 !

kp n m p m
M

kM k

i x
O

k

− − − −

→∞ =

− τ   = + =  τ  
  

 ( ) 1

2 1

1 1exp 1 , .
2

p n p

m p

i x
O

− −

+ −

 −    = + τ → +∞  τ τ  
(19) 

Аналогично оценим второе слагаемое в (17). 
В частности, получим 

( )
1

,j
m

b
j j j

j
C x i b i b

=
Γ τ − − τ − ×  

( ) ( )

( ) ( )
2 1

1 ; 1

1 ,1 ,1 / 2

p n m
p j

p m

j m j m j

a b x
F

i b b b b b

− −

+

 − + −
 × = ′ ± τ + − + + + 

2
1

2
jbm

j
j

e xC
−πτ

=

 = π × τ τ 
  

( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

1 ; 1 /

1 ,1 / 2

p n m
p j

p m

m j m j

a b x
F

b b b b

− −

−

 − + − τ
 × × ′ − + + + 

 

 11 , .O  × + τ → +∞  τ  
 (20) 

Параметр p может принимать как четные, 
так и нечетные значения. В зависимости от этого 
показатель экспоненты в (19) принимает ком-
плексные или действительные значения. Это вли-
яет на асимптотические оценки (17). 

Пусть 2 1,p l= +  0,1, 2, ...l = . Тогда справед-
ливо разложение G-функции (9) 

( ) ( ) 1

11
2 22

p

k
k

p p mn a

G x =

− −+ − −π
= τ ×

πτ

( )
( )2

1
exp 1

2 2

l n

m l

xpn
−

−

  −   × − + − πτ + ×     τ   
 

( )( )cos 2 2 ln ln
4 2
xm p π × + − τ τ − τ − τ + χ +    

 

2
1

2
jbm

j
j

e xC
−πτ

=

 + π × τ τ 


( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

1 ; 1 /

1 ,1 / 2

p n m
p j

p m

m j m j

a b x
F

b b b b

− −

−

 − + − τ
 × × ′ − + + + 

 

 11 , .O  × + τ → +∞  τ  
 (21) 
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Пусть 2 ,p l=  0,1, 2, ...l = . Тогда справед-
ливо следующее асимптотическое разложение 
функции (9) при :τ → +∞  

( ) ( ) 1

11 12 222
p

k
k

p p mn p an
G x e =

− −++ −   −− + − πτ 
 

π
= τ ×

πτ
 

( )( )cos 2 2 ln ln
4
xm p  × + − τ τ − τ − τ +   

 

( )
( )2 1 2

1

1
22

2
l n j

m l

bm

j
j

x e xC
−

− +

−πτ

=

− π
+ + χ

τ

  + π ×  τ τ 
  

( )
( ) ( )

2 1

1
;

1 ,1 / 2

p j

p m

m j m j

a b
F

b b b b
−

 − +
×
 ′− + + +

 

 ( )
2

11 1 .p n m x O− −   − +  ττ   
 (22) 

Таким образом, доказана теорема. 
Теорема 2. При выполнении условий тео-

ремы 1 для G-функции Мейера (9) с действи-
тельными параметрами ( )pa , ( )mb  и аргумен-
том 0x > справедливы асимптотические пред-
ставления по параметру (21), (22) при .τ → +∞  

Из формулы (22) следуют следующие асимп-
тотические разложения для функций (6)–(8):  

( )
2

/22 2sin ln
4 4i

xK x e
x

−πτ
τ

 π τ π = τ − τ + + ×  τ τ  
 

 11 , ;O  × + τ → +∞  τ  
 (23) 

( ) ( ) ( )1 1 1
4 4 4

2 2 22 2 2 2 2 2i i iJ x J x K x− τ τ τ

 
− =    

4

3
4 2cos ln 4 cos

2 2
i x x

x

     τ= τ − τ + + π ×        τ ττ      
 

 11 , ;O  × + τ → +∞  τ  
 (24) 

( )
2 2

5
4 32 ,2 cos ln

4 2s
xC x

x

   π τ πτ = τ − τ − + +    τ τ   
 

 2 2
11 , .O

x
 τ   + + τ → +∞   τ τ −  

 (25) 

Заключение. Для G-функции Мейера запи-
сано представление в виде линейной комбина-
ции обобщенных гипергеометрических рядов со 
степенными множителями. Представлена фор-
мула Стирлинга для гамма-функции Эйлера 
комплексного аргумента, у которого мнимая 
часть неограниченно увеличивается, а действи-
тельная фиксирована. Установлены асимптоти-
ческие оценки G-функции Мейера специального 
вида при больших значениях параметра. Пока-
зано, что полученное разложение включает в ка-
честве частных случаев известные в литературе 
представления функций бесселевого типа. 
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СОВЕРШЕННЫЕ АЛГЕБРЫ ГОЛОНОМИИ ТРИВИАЛЬНЫХ СВЯЗНОСТЕЙ  

НА ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ЛИ 
Во введении указан объект исследования – алгебры голономии аффинных связностей на однород-

ных пространствах. Определены основные понятия: инвариантная аффинная связность, тензор круче-
ния и тензор кривизны, алгебра голономии. Целью данной работы является локальная классификация 
трехмерных однородных пространств, допускающих только тривиальную аффинную связность с со-
вершенной алгеброй голономии. Рассмотрены пространства, на которых действует разрешимая 
группа преобразований. В основной части работы приведено локальное описание трехмерных одно-
родных пространств, на которых действует разрешимая группа преобразований, допускающих только 
тривиальную аффинную связность с совершенной алгеброй голономии, что эквивалентно описанию 
соответствующих эффективных пар алгебр Ли. Описаны в явном виде тензоры кривизны и сами со-
вершенные алгебры голономии указанных связностей. Исследования основаны на использовании 
свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят, главным образом, локальный харак-
тер. Особенностью методов, представленных в работе, является применение чисто алгебраического 
подхода к описанию многообразий и структур на них, а также сочетание различных методов диффе-
ренциальной геометрии, теории групп и алгебр Ли и теории однородных пространств. 

Ключевые слова: алгебра голономии, однородное пространство, группа преобразований, аф-
финная связность, тензор кривизны. 
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PERFECT HOLONOMY ALGEBRAS OF TRIVIAL CONNECTIONS  
ON HOMOGENEOUS SPACES OF SOLVABLE LIE GROUPS 

In the introduction, an object of research is indicated – the holonomy algebras of affine connections 
on homogeneous spaces. The basic notions, such as an invariant affine connection, torsion and 
curvature tensors, a holonomy algebra are defined. The purpose of the work is the local classification 
of three-dimensional homogeneous spaces, admits the trivial affine connection perfect holonomy 
algebra only. We have concerned the case of the solvable Lie group of transformations. In the main 
part of the work a local description of three-dimensional homogeneous spaces, admitting only trivial 
affine connections with the perfect holonomy algebra, on which an solvable Lie group of 
transformations acts, is given. It is equivalent to describing the corresponding effective pairs of Lie 
algebras. The curvature tensors and the perfect holonomy algebras of the indicated connections are 
described explicitly. Studies are based on the use of properties of the Lie algebras, Lie groups and 
homogeneous spaces and they mainly have local character. The peculiarity of techniques presented in 
the work is the application of purely algebraic approach to the description of manifolds and structures 
on them, as well as compound of methods of differential geometry, the theory of Lie groups and 
algebras and the theory of homogeneous spaces. 

Key words: holonomy algebra, homogeneous space, transformation group, affine connection, 
curvature tensor. 

For citation: Mozhey N. P. Perfect holonomy algebras of trivial connections on homogeneous 
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Введение. Многообразие обладает совершен-
ной группой голономии, если вся алгебра голоно-
мии порождается только операторами кривизны. 
Исследования структуры кривизны многообра-
зий с совершенной группой голономии проводи-
лись, например, в работах [1–3]. С описанием  

алгебр голономии тривиальных связностей на од-
нородных пространствах с разрешимыми группами 
преобразований можно ознакомиться в статье [4], 
целью же данной работы является определе- 
ние, при каких условиях алгебра голономии яв-
ляется совершенной. В статье рассматриваются  
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пространства, на которых действует разрешимая 
группа преобразований, что является продолже-
нием работы автора для случая неразрешимых 
групп Ли.  

Основная часть. Пусть M  – дифференци-
руемое многообразие, на котором транзитивно 
действует группа G , = xG G  – стабилизатор 
произвольной точки x M∈ . Пусть g  – алгебра 
Ли группы Ли G , а g  – подалгебра, соответ-
ствующая подгруппе G . Там, где это не будет 
вызывать разночтения, будем отождествлять 
подпространство, дополнительное к g  в ,g  и 
факторпространство ggm /= . Аффинной связ-
ностью на паре ( gg, ) называется такое 
отображение ),(: mglg→Λ  что его ограниче-ние 
на g  есть изотропное представление подалгебры, 
а все отображение является g -инвариантным. Тен-
зор кручения и тензор кривизны для всех g∈yx,  
имеют вид: =),( mm yxT  = )(= myx Λ−Λ  [ ] ,,)( mm yxxy −Λ−  

),( mm yxR  = [ ] [ ] .),()(),( yxyx Λ−ΛΛ  
Переформулируем теорему Вана [5] об 

алгебре голономии: алгебра Ли *h  группы 
голономии инвариантной связности на паре ( gg, ) – 
это подалгебра алгебры )(3,gl  вида 

+Λ+ ]),([ VV g ,]]),([),([ +ΛΛ Vgg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  Положим ga  
равной подалгебре (3, )gl порожденной 
{ ( ); }x xΛ ∈ g . Многообразие обладает совершен-
ной группой голономии, если алгебра голономии 
порождается лишь операторами кривизны. 

Будем описывать пару ( gg, ) при помощи 
таблицы умножения алгебры Ли g  в базисе 

,},...,{ 1 nee  dim=n g , причем },...,{ 31 −nee  – ба-
зис g , а },,{ 31221 nnn eueueu === −−  – базис m. 
Будем выписывать аффинную связность через 

1( )uΛ , 2( )uΛ , 3( )uΛ , а тензор кривизны R  – че-
рез 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ).R u u  Все приве-
денные ниже связности оказываются связностя-
ми без кручения.  

Пусть группа, действующая на однородном 
пространстве, является разрешимой. Также в 
дальнейшем будем полагать, что алгебра 
голономии ненулевая. Для нумерации под-
алгебр в )(3,gl  используем запись . ,d n  а для 
нумерации пар – запись . . ,d n m  здесь d  – 
размерность подалгебры, n  – номер подалгебры 
в )(3,gl , а m  – номер пары ( gg, ). 

Теорема. Трехмерные однородные прост-
ранства, допускающие только тривиальную 
аффинную связность с совершенной алгеброй 
голономии, такие, что g  является разреши-
мой, имеют вид: 

2.8.6 1e  2e  1u  2u  3u  

1e  0 1 / 2e−  0  0  1u  
2e  1 / 2e 0 0  2u  3 / 2u−

1u  0 0 0  0  0

2u  0 2u−  0  0  1e  
3u  1u−  3 / 2u  0  1e−  0

 
2.9.3,

0,1/2,μ≠
1/ 4μ ≠

1e  2e  1u  2u  3u  

1e  0 2(1 )e− μ 1u  2(1 2 )u− μ 3uμ

2e  2( 1)eμ − 0 0  0  1u  
1u  1u−  0 0  0  0

2u  2(2 1)uμ − 0 0  0  2e  
3u  3u−μ  1u−  0  2e−  0

 
2.16.2 1e  2e  1u  2u  3u  

1e  0 12 / 3e−  0  0  1u  
2e  12 / 3e 0 1u  2 / 3u  2 3 / 3u u+

1u  0 1u−  0  0  0

2u  0 2 / 3u−  0  0  1e  
3u  1u−  2 3 / 3u u− − 0  1e−  0

 
3.8.9 1e  2e  3e  1u  2u  3u  

1e  0 0 3/ 2e  1u  0  3 / 2u  
2e  0 0 3/ 2e  0  2u  3 / 2u−

3e  3/e− 3/ 2e− 0  0  0  1u  
1u  1u− 0 0  0  0  0

2u  0 2u−  0  0  0  3e  
3u  3/u− 3/ 2u  1u−  0  3e− 0

 
3.13.2 

0,1/2,
1/4

μ≠
μ≠

1e  2e  3e  1u 2u  3u

1e  0 2(1 3 )e− μ 3(1 )e−μ  1u  2(1 2 )u− μ 3uμ

2e  2(3 1)eμ− 0 0  0  0 2u
3e  3( 1)eμ − 0 0  0  0 1u
1u  1u−  0 0  0  0 0

2u  2(2 1)uμ− 0 0  0  0 3e
3u  3u−μ  2u−  1u−  0  3e−  0

 
3.13.4 1e  2e  3e  1u  2u  3u

1e  0 (1 + μ)e2 (1 – μ)e3 1u  (1 + 2μ)u2 3uμ

2e  –(μ + 1)e2 0 0  0  0 2u
3e  (μ – 1)e3 0 0  0  0 1u
1u  1u−  0 0  0  0 2e
2u  –(2μ + 1)u2 0 0  0  0 0

3u  3u−μ  2u− 1u−  2e−  0 0

, 
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3.14.2 1e  2e  3e  1u  2u  3u  
1e  0  22e− 0  1u  2u− 3u  
2e  22e  0  0  0  0 2u  
3e  0  0  0  0  0 1u  
1u  1u−  0  0  0  0 0

2u  2u  0  0  0  0 3e  
3u  3u−  2u−  1u−  0  3e− 0

 
3.19.16 1e  2e  3e  1u  2u  3u  

1e  0  22e−  3e  0  22u  3u−  
2e  22e  0  0  0  1u  0

3e  3e−  0  0  0  0 1u  
1u  0  0  0  0  0 0

2u  22u−  1u−  0  0  0 3e  
3u  3u  0  1u−  0  3e−  0

 
3.20.4 

0,1/ 4λ ≠  1e  2e  3e  1u  2u  3u  

1e  0  2(1 )e−λ 32 eλ  1u  2uλ  3(1 2 )u− λ
2e  ( 1)λ − 0  0  0  1u  0  
3e  32 e− λ  0  0  0  0  1u  
1u  1u−  0  0  0  0  0  
2u  2u−λ  1u−  0  0  0  2e  
3u  (2 1λ − 0  1u−  0  2e−  0  

 
3.20.5

1/ 2μ ≠  1e  2e  3e  1u 2u  3u

1e  0  22 eμ 3(1 )e−μ 1u 2(1 2 )u− μ 3uμ
2e  22 e− μ  0  0  0  1u  0  
3e  3( 1)eμ − 0  0  0  0  1u
1u  1u−  0  0  0  0  0  
2u  2(2 1)uμ− 1u−  0  0  0  3e
3u  3u−μ  0  1u−  0  3e−  0  

 
3.23.2 1e  2e  3e  1u  2u  3u  

1e  0  22 / 5e 34 / 5e 1u  23 / 5u 31 / 5u
2e  22 / 5e− 0  0  0  1u  2u  
3e  34 / 5e− 0  0  0  0 1u  
1u  1u−  0  0  0  0 0

2u  23 / 5u− 1u−  0  0  0 3e  
3u  31 / 5u− 2u−  1u−  0  3e− 0

 
3.27.2 1e  2e  3e  1u  2u  3u  

1e  0  e3 –e2 / 3 0  0 1u  0

2e  2e1 / 3–e3 0  2e3 / 3 1u u2 / 3 u2 + u3 / 3

3e  0  –2e3 / 3 0  0 0  1u  
1u  0  1u−  0  0 0  0

2u  1u−  u2 / 3 0  0 0  3e  
3u  0  –u2 – u3 / 3 1u− 0 3e− 0

4.8.10 1e  2e  3e  4e  1u  2u 3u  

1e  0 0 3e3 / 2 e4 / 2 1u  0 –u3 / 2 

2e  0 0 –e3 / 2 e4 / 2 0  2u u3 / 2 

3e  –3e3 / 2 e3 / 2 0 0  0  0 1u  
4e  –e4 / 2 –e4 / 2 0 0  0  0 2u  
1u  1u− 0 0 0  0  0 4e  
2u  0 2u− 0 0  0  0 0

3u  u3 / 2 –u3 / 2 1u−  2u−  4e−  0 0
 

4.11.4 1e 2e  3e  4e  1u 2u 3u  

1e  0 0 3e  4 / 2e 1u 0 3 / 2u

2e  0 0 3e− 4 / 2e 0  2u 3 /2u−

3e  3e− 3e  0 0  0  1u  0

4e  –e4 / 2 –e4 / 2 0 0  0  0 1u  
1u  1u− 0 0 0  0  0 0

2u  0 2u− 1u−  0  0  0 4e  
3u  3/u− 3 / 2u 0 1u−  0  4e− 0

 
4.20.2 1e  2e 3e  4e  1u  2u 3u  

1e  0  2e− 3 / 2e  43 / 2e 0  2u 3 / 2u−

2e  2e  0  0  3e  0  1u 0  
3e  3 / 2e− 0  0  0  0  0  1u  
4e  43 / 2e− 3e− 0  0  0  0  2u  
1u  0  0  0  0  0  0  0  
2u  2u−  1u− 0  0  0  0  3e  
3u  3 / 2u 0  1u− 2u−  0  3e− 0  

 
4.21.2,

1λ ≠  1e  2e 3e  4e  1u 2u 3u  

1e  0 (λ–1)е2 (3λ–1)2е3 (1+λ)2е4 и1 λи2 (1–λ)2и3

2e  (λ–1)е2 0 4e  0  0  1u 0

3e  (1–3λ)/2е3 4e− 0  0  0  0 2u  
4e  –(1+λ)/2е4 0 0  0  0  0 1u  
1u  1u−  0 0  0  0  0 0

2u  2u−λ  1u− 0  0  0  0 4e  
3u  (λ–1)и2/2 0 2u−  1u−  0 4e− 0

 
5.10.2 1e 2e  3e  4e  5e  1u  2u 3u  

1e  0 0 3e 4 / 2e  5 / 2e−  1u  0 3 / 2u

2e  0 0 3e− 4 / 2e 53 / 2e  0  2u 3 / 2u−

3e  3e− 3e  0 0  4e  0  1u 0

4e  4e− 4 /2e− 0 0  0  0  0 1u  
5e  5 / 2e 53 /2e− 4e− 0  0  0  0 2u  
1u  1u− 0 0 0  0  0  0 0

2u  0 2u− 1u− 0  0  0  0 4e  
3u  3u− 3 / 2u 0 1u− 2u−  0  4e− 0
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Совершенные алгебры голономии триви-
альных связностей представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Совершенные алгебры голономии 
 

Пара Алгебра 
голономии

5.10.2, 4.11.4, 4.20.2, 4.21.2( 1),λ ≠  
3.8.9, 3.13.2 ( 0,1 / 2,1 / 4)μ ≠ , 3.13.4, 
3.14.2, 3.19.16, 3.20.4 ( 0,1 / 4),λ ≠  
3.20.5 ( 1 / 2)μ ≠ , 3.23.2, 3.27.2, 2.8.6, 
2.9.3 ( 0,1 / 2,1 / 4)μ ≠ , 2.16.2 

0 0
0 0 0
0 0 0

p 
 
 
 
 

4.8.10 
0 0 0
0 0
0 0 0

p
 
 
 
 
 

 
В таблице p ∈ . Если на параметры накла-

дываются дополнительные условия, то они за-
писываются в таблице умножения, в противном 
случае предполагается, что параметры пробе-
гают все  . 

Доказательство. Алгебры голономии три-
виальных связностей на однородных простран-
ствах с разрешимыми группами преобразований 
описаны в работе [4]. Определим, при каких 
условиях алгебра голономии является совер-
шенной. 

Рассмотрим, например, случай 3.23, где  

1, , , .
(2 1)

x y z
x y x y z

x

 
 = λ λ ≠ ∈  

  λ−  

g  

Базис подалгебры выбираем, придав одной из 
латинских переменных значение 1, а остальным – 
0, нумерация базисных векторов соответствует 
алфавиту. 

Если = 1/ 2λ , то либо пара ( g ,g ) тривиальна 
(т. е. существует коммутативный идеал m  
алгебры Ли g , такой, что =⊕g m g ), тогда она 
допускает только тривиальную аффинную связ-
ность с нулевой кривизной, нулевой алгеброй 
голономии и не входит в рассматриваемый в 
работе класс, либо связность не является нулевой, 
а пара также не входит в рассматриваемый в 
работе класс. Если 1/ 2λ ≠ , то пара эквивалентна 
тривиальной паре (связность на этой паре, тен-
зоры кривизны и кручения, алгебра голономии 
нулевые), кроме случаев, указанных ниже. В слу-
чае = 3 / 5λ  пары ( g , g) и 3.23.2 эквивалентны. 
Связность на паре 3.23.2 и ее тензор кручения 
нулевые, тензор кривизны выписан в табл. 2. 
Алгебра, порожденная множеством ( , ),i jR u u  т. е. 

= {[ ( ), ( )]V x yΛ Λ − ([ , ]) | , },x y x yΛ ∈g  совпадает 
с алгеброй голономии (таким образом, группа 
голономии совершенна) и имеет вид, приведен-
ный в теореме. В случае = 3 / 4λ  пара либо три-
виальна, либо не допускает аффинных связнос-
тей. Если = 0λ , то пара либо тривиальна, либо не 
является разрешимой и не входит в рассматри-
ваемый в работе класс. 

Остальные случаи рассматриваются анало-
гично. 

Других трехмерных однородных прост-
ранств с разрешимой g , допускающих только 
тривиальную аффинную связность с совершен-
ной алгеброй голономии, кроме указанных в 
теореме, нет.  

 
Таблица 2 

Тензоры кривизны 

Пара Тензор кривизны 

5.10.2, 4.11.4, 4.20.2, 4.21.2 ( 1),λ ≠  
3.8.9, 3.13.2 ( 0,1 / 2,1 / 4),μ ≠  
3.13.4, 3.14.2, 3.19.16, 3.20.4 
( 0,1/4),λ≠  3.20.5 ( 1/ 2),μ ≠  3.23.2, 
3.27.2, 2.8.6, 2.9.3( 0,1/ 2,1/ 4),μ ≠  
2.16.2 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0

   
   
   
   
   

− 
 
 
 
 

4.8.10  

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 1 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

   
   −   
   
   

 
 
 
 
 

 
Заключение. Таким образом, найдены все 

трехмерные однородные пространства, на ко-
торых действует разрешимая группа преобра-
зований, допускающие только тривиальную 
аффинную связность с совершенной алгеброй 
голономии, что эквивалентно описанию соответ-
ствующих эффективных пар алгебр Ли. Описаны 
в явном виде тензоры кривизны и сами совер-
шенные алгебры голономии указанных связ-
ностей.  

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при исследовании многообразий, а также 
иметь приложения в различных областях геомет-
рии, топологии, дифференциальных уравнений, 
анализа, алгебры, в общей теории относительно-
сти, в ядерной физике, физике элементарных ча-
стиц и других, поскольку многие фундаменталь-
ные задачи в этих областях связаны с изучением 
однородных пространств и структур на них. 
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А. М. Волк 
Белорусский государственный технологический университет 

АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА В РОТОРНОМ АППАРАТЕ 
В предлагаемой статье рассматривается возможность применения вихревых аппаратов для 

межфазного взаимодействия при проведении различных физико-химических процессов в хими-
ческой, пищевой, газодобывающей, строительной и других отраслях. В процессах массопере-
дачи один или несколько распределяемых компонентов через активную поверхность их раздела 
переходят из одной фазы в другую. Для эффективного выполнения данных процессов в абсор-
берах, ректификаторах, адсорберах, экстракторах важное значение имеет развитая поверхность 
взаимодействующих фаз. Большинство химических реакций в реакционных аппаратах и гете-
рогенных средах происходит при подводе исходных распределяемых веществ в зону реакции и 
отводе образующихся продуктов из зоны химического взаимодействия через поверхность раз-
дела фаз. Указанные процессы используются и при решении экологических проблем: для сани-
тарной очистки вентиляционных газов, мокрой очистки выбросов. При выпарке, абсорбции, 
ректификации, мокрой очистке газов и других процессах актуальна задача предотвращения 
уноса капель жидкости с газовым потоком. Рассмотрена одна из конструкций роторного много-
ступенчатого массобменного аппарата, позволяющего достигать равномерного по высоте тон-
кодисперсного распыла жидкости при восходящем перекрестном движении газа. Приведены 
схемы установок для выполнения эксперимента. На основании экспериментальных исследова-
ний получена зависимость среднего диаметра капель диспергированной жидкости от геометри-
ческих и гидродинамических параметров. Описан дисперсный состав, позволяющий опреде-
лить основные характеристики, используемые в физико-химических процессах. Теоретиче-
скими и экспериментальным методами произведена оценка уноса жидкой фазы, выполнен 
анализ процесса и даны практические рекомендации.  

Ключевые слова: вихревые аппараты, физико-химические процессы, массопередача, ротор-
ный аппарат, диспергирование жидкости, экспериментальные исследования, дисперсный состав, 
унос жидкости, практические рекомендации. 

Для цитирования: Волк А. М. Анализ процессов переноса в роторном аппарате // Труды 
БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). С. 26–30. 

A. M. Volk 
Belarusian State Technological University 

ANALYSIS OF TRANSFER PROCESSES IN A ROTARY APPARATUS 
The proposed article considers the possibility of using vortex apparatuses for interfacial interaction 

in various physical and chemical processes in the chemical, food, gas production, construction and other 
industries. In mass transfer processes, one or more distributed components pass from one phase to another 
via their active interface. For effective execution of these processes in absorbers, rectifiers, adsorbers, 
extractors a developed surface of interacting phases is important. The majority of chemical reactions in 
reaction vessels and heterogeneous media occur at feeding of the initial distributed substances into the 
reaction zone and removal of the formed products from the zone of chemical interaction through the 
phase interface. These processes are also used for solving environmental problems: for sanitary purifica-
tion of ventilation gases and wet emissions purification. At evaporation, ab-sorption, rectification, wet 
gas purification and other processes the task of prevention of carry-over of drops of liquid with the gas 
stream is actual. The paper considers one of the designs of a rotor multistage mass-exchange apparatus 
which allows achieving a uniform fine pulverized liquid atomization at ascending cross-movement of gas. 
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The diagrams of installations for the experiment are given. The dependence of average diameter of dispersed 
liquid droplets on geometrical and hydrodynamic parameters is obtained on the basis of experimental  
studies. The disperse composition is described, allowing to determine the main characteristics  
used in physicochemical processes. By theoretical and experimental methods the estimation of liquid 
phase entrainment is made, the analysis of the process is carried out and practical recommendations 
are given.  

Key words: vortex apparatuses, physical and chemical processes, mass transfer, rotary apparatus, 
liquid dispersion, experimental studies, dispersion composition, liquid entrainment, practical 
recommendations. 

For citation: Volk A. M. Analysis of transfer processes in the rotory apparatus. Proceedings of 
BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no 2 (260), pp. 26–30 (In Russian). 

Введение. Вихревые аппараты широко при-
меняются в химической, пищевой, газодобыва-
ющей, строительной и других отраслях для про-
ведения различных физико-химических процес-
сов, таких как разделение гетерогенных систем 
и тепломассоперенос [1]. Они характеризуют- 
ся небольшим гидравлическим сопротивлением, 
малой металлоемкостью, внешним подводом 
энергии. 

Эффективность явлений переноса в таких 
устройствах [2, 3] обеспечивается высокими от-
носительными скоростями взаимодействующих 
фаз, развитой поверхностью контакта, высокой 
интенсивностью процессов межфазного взаимо-
действия и существенно превосходит кинетиче-
ские характеристики контактных аппаратов с 
традиционными способами взаимодействия фаз 
в системах, что способствует заметному умень-
шению габаритов оборудования. 

Внедрение аппаратов в производство тре-
бует математического моделирования исследуе-
мых процессов, сочетания теоретических и экс-
периментальных методов, относительной про-
стоты расчетов. 

Основная часть. Конструкция роторного 
массообменного аппарата. На основе анализа 
работы известных конструкций разработан мно-
гоступенчатый роторный аппарат [4], позволяю-
щий в пределах ступени контакта, благодаря вра-
щению ротора, достигать равномерного по вы-
соте тонкодисперсного распыла жидкости при 
восходящем перекрестном движении газа. Устрой-
ство аппарата схематично изображено на рис. 1. 

При работе жидкость с вышележащей сту-
пени контакта поступает по переливному 
устройству во внутренний перфорированный 
цилиндр. За счет механического воздействия пе-
рераспределительного элемента жидкости пере-
дается вращательное движение, и это приводит 
к быстрому выравниванию скоростей их враще-
ния, причем наблюдается равномерное распре-
деление толщины пленки по высоте цилиндра. 
Под действием центробежных сил происходит 
истечение жидкости из отверстий перфорации и 
ее диспергирование в пространстве между ци-
линдрами, где капли жидкости перемещаются  

в радиальном направлении и попадают на внут-
реннюю стенку элемента следующего цилиндра, 
после чего циклы повторяются соответственно 
числу цилиндров.  

 

 
Рис. 1. Схема роторного массообменного аппарата:  

1 – ротор; 2 – вал; 3 – корпус аппарата; 
4 – переливное устройство;  

5 – перфорированные цилиндры;  
6 – перераспределительный элемент 

 
При этом газ проходит в направлении оси 

аппарата, взаимодействуя с диспергированной 
жидкостью в пространстве между соседними 
цилиндрами и между внешним цилиндром и 
корпусом, а также с пленкой жидкости на внут-
ренней поверхности цилиндров и корпуса. 

Экспериментальные и теоретические иссле-
дования процессов массопереноса. Для разра-
ботки методики расчета аппарата важно устано-
вить зависимость дисперсного состава жидкой 
фазы от режимных и конструктивных парамет-
ров, а также функций распределения количества, 
поверхности, объема капель жидкости и число-
вые характеристики этих распределений [5]. 

С этой целью проведены эксперименталь-
ные исследования по изучению дисперсного со-
става жидкой фазы методом стробоскопиче-
ского фотографирования. Также выполнены 
теоретические исследования. Схема экспери-
ментальной установки приведена на рис. 2. 
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В опытах использовался полый цилиндриче-
ский стакан, жестко закрепленный на валу и 
предназначенный для диспергирования жидкой 
фазы (в нашем случае воды).  
 

 
Рис. 2. Схема экспериментальной установки:  

1 – горизонтальная плита; 2 – электродвигатель; 
3 – вал; 4 – ступица; 5 – цилиндр; 6 – жидкостная 

пленка; 7 – отверстие; 8 – выпрямитель; 
9 – тахометр; 10 – фотоэлектрический датчик;  

11 – диск датчика; 12 – измеритель газосодержания; 
13 – датчик; 14 – осциллограф; 15 – механизм  

перемещения датчика; 16 – штатив; 17 – микрометр; 
18 – цилиндрическая обечайка; 19 – матовое стекло; 

20 – зеркало; 21 – стробоскоп; 22 – штатив;  
23 – фотоаппарат; 24 – емкость; 25 – вентиль;  

26 – капли диспергированной жидкости 
 
Подвод жидкости осуществлялся внутрь 

вращающегося стакана, отвод – через отверстие, 
выполненное на его боковой поверхности. Бла-
годаря воздействию центробежных сил, возни-
кающих при вращении, жидкость при выходе из 
отверстия диспергировалась и в виде капель от-
брасывалась на стенку неподвижной обечайки. 

Фотографирование капель проводилось при 
установившемся режиме истечения на разных 
участках между стаканом и обечайкой. При этом 
диаметр отверстия на стенке стакана изменялся 
в пределах 1,3–3,0 мм, частота вращения – 1000–
2300 об/мин, диаметр стакана – 50 мм, диаметр 
наружного цилиндра – 300 мм. Установлено (рис. 2), 
что средний диаметр диспергированных капель 
жидкости зависит от скорости вращения стакана, 
а также диаметра отверстия для оттока жидкости. 

Обработка большого количества экспери-
ментальных данных показала, что зависимость 

среднего диаметра капель диспергированной 
жидкости от указанных параметров хорошо ап-
проксимируется выражением 

0,310,64
0

ц
0,089 ,

30
dnd
D

−  π =        
         (1) 

где n −  частота вращения диспергирующего 
цилиндра, об/мин; 0d −  диаметр отверстия в ци-
линдре, м; цD −  наружный диаметр дисперги-
рующего цилиндра, м. 

Дисперсный состав капель диспергируемой 
жидкости опишем с помощью обобщенного 
гамма-распределения [5], которое наиболее 
точно характеризует статистические распреде-
ления во всем диапазоне изменения размера ча-
стиц и инвариантно относительно величины по-
рядка kd . 

Теоретические исследования и анализ  
экспериментальных данных позволили полу-
чить функцию распределения объемов частиц 
жидкости, диспергируемой вращающимся ро-
тором: 

( ) ( )
/

4,5 4,5
3

0

4,93 exp .
d d

F d x x dx= −        (2) 

Полученные результаты позволяют в зависи-
мости от нагрузок по газовой фазе, геометриче-
ских параметров роторных аппаратов, режимов их 
работы рассчитать дисперсный состав частиц 
жидкости, оценить допустимую величину уноса. 
Кроме того, известный дисперсный состав жидкой 
фазы дает возможность рассчитать величину меж-
фазной поверхности и, следовательно, определить 
тепломассообменные характеристики роторных и 
других диспергирующих аппаратов. 

Для проверки теоретических расчетов и при 
определении гидравлического сопротивления 
конструкции выполнены экспериментальные 
исследовании. Схема экспериментальной уста-
новки представлена на рис. 3. 

С помощью газодувки 1 через измеритель-
ную диафрагму 2 газовый поток поступает в 
корпус аппарата 3. Жидкая фаза диспергируется 
вращающимися перфорированными цилиндра-
ми 4. Мелкие капли увлекаются потоком воз-
духа, и в брызгоуловителе 5 происходит их се-
парация. Величина относительного уноса опре-
делялась по количеству уловленной жидкости. 
Для измерения гидравлического сопротивления 
применялся U-образный манометр 6. 

Конструкция ротора представляет собой со-
осно установленные цилиндры высотой 160 мм 
каждый и диаметром 50, 130 и 210 мм. Суммар-
ная площадь отверстий, расположенных в шах-
матном порядке, – 0,6·10–3 м2 на каждом цилин-
дре. Диаметр отверстий 1,5 мм. 
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Рис. 3. Схема экспериментальной установки:  

1 – газодувка; 2 – диафрагма; 3 – корпус аппарата;  
4 – перфорированные цилиндры; 5 – брызгоуловитель; 
6 – U-образный манометр; 7 – ротаметр; 8 – насос;  

9 – стакан; 10 – емкость; 11 – выпрямитель;  
12 – тонометр; 13 – фотоэлектрический датчик;  

14 – диск; 15 – задвижка; 16 – вентиль 
 
Опыты проводились на системе «вода –  

воздух» в пределах изменения значений следую-
щих параметров: плотность орошения q = 0,5– 
15,0 м3/(м2·ч); скорость газа по сечению аппарата 
Wz = 0–5 м/с; число оборотов ротора n = 500–
2000 об/мин; плотность частиц ρж = 800–1400 кг/м3. 

Задачей диспергирования жидкости в ротор-
ном аппарате является равномерное орошение 
цилиндров и отсутствие ее уноса из корпуса. 
Анализ уноса частиц диспергированной жидкой 
фазы в роторном аппарате можно выполнить 
при оценке траектории движения частиц жидко-
сти в пространстве между цилиндрами. 

Рассмотрим вращение ротора c постоянной уг-
ловой скоростью ω. Движение частиц в закручен-
ном газовом потоке исследовано в источниках [6–9] 
и описывается системой дифференциальных урав-
нений в цилиндрической системе координат. 

Анализ расчетов показывает, что изменение 
плотности частицы в указанных пределах не ока-
зывает существенного влияния на изменения тра-
ектории ее движения. Высота подъема частицы 
уменьшается при увеличении частоты вращения 
ротора, так как увеличиваются ее начальные ка-
сательная и радиальная составляющие скорости. 
Время движения от стенки до стенки сокраща-
ется. Увеличение газовых нагрузок увеличивает 

высоту подъема частиц, мелкие частицы при 
этом уносятся газовым потоком. Режимы работы 
аппарата необходимо выбирать таким образом, 
чтобы траектории движения частиц имели мини-
мальное отклонение от горизонтальной плоско-
сти. При отклонении частиц вниз нарушается 
равномерность орошения цилиндров, а при от-
клонении вверх увеличивается унос. Как в одном, 
так и во втором случае происходит снижение эф-
фективности процессов массопереноса. 

Обобщение выполненных расчетов при за-
данной нулевой радиальной скорости газового 
потока ( 0rW = ) и нулевом начальном значении 
радиальной составляющей скорости частицы  
( 0rV = ) дало возможность получить расчетную 
осевую скорость газового потока, при которой 
достигается равномерное орошение цилиндров: 

5 2,1 0,5 1,1
1 2 13,96 10 ( ) ( ) .zW d R R R −= ⋅ ω −    (3) 

При различных режимах работы аппарата 
были выполнены оценки уноса жидкой фазы из 
корпуса. Из полученных результатов следует, 
что величина уноса жидкости растет с увеличе-
нием числа оборотов ротора и скорости газа и 
снижается при увеличении плотности ороше-
ния. Это значит, что основную долю составляет 
вторичный унос. При увеличении плотности 
орошения увеличивается толщина пленки жид-
кости на внутренних поверхностях цилиндров и 
капли, достигшие стенки, поглощаются плен-
кой. Резкое снижение уноса наблюдается при 
плотности орошения q > 6 м3/(м2·ч). При этом 
характер зависимостей аналогичен для разных 
скоростей газа. Обработкой экспериментальных 
данных получена зависимость величины уноса 
жидкости от основных режимных параметров: 

15 2,61 1,46 1,82
г1,4 10 Re ,E q n− −= ⋅            (4) 

где г г гRe /zW D= ρ μ – число Рейнольдса; D  – 
внутренний диаметр корпуса аппарата, м; гμ  – 
коэффициент динамической вязкости газа, Па·с. 

Анализ величины уноса жидкости показывает, 
что расчетные и экспериментальные значения до-
статочно близки при плотности орошения 

6q ≥  м3/(м2·ч). Например, при частоте вращения 
ротора 1000n =  об/мин, диаметре отверстий 

3
0 2 10d −= ⋅  м и диаметре диспергирующего ци-

линдра ц 0, 21D =  м средний диаметр капель, рас-
считанный по (1), равен 1,07 · 10–3 м. При осевой 
скорости газа 2zW =  м/с теоретические исследо-
вания показывают, что уноситься будут капли диа-
метром менее (0,4–0,5) · 10–3 м. Величина уноса, 
определенная по зависимости (4), составляет 0,7–
0,8 %. Данные значения соответствуют результатам 
опыта. Расхождение расчетных и опытных значений 
при плотности орошения 6q <  м3/(м2·ч) свиде-
тельствует о вторичном уносе. 
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Измерение гидравлического сопротивления ро-
торного аппарата в диапазоне изменения рассмотрен-
ных параметров дает низкие значения, не превыша-
ющие 500 Па, поэтому они в работе не приводятся. 

Заключение. Вихревые аппараты позволяют 
существенно интенсифицировать процесс меж-
фазного массообмена, создать гидродинамиче-
ские режимы с достаточно высокими относи-
тельными скоростями частиц и несущей среды, 
значительными центробежными ускорениями. 
Пленочные и вихревые аппараты характеризу-
ются также развитой поверхностью контакта фаз. 

Разработанный метод определения дисперс-
ности, исследование механизма и закономерно-
стей диспергирования и взаимодействия фаз в ро-
торном аппарате позволяют определить нагрузки 
по фазам, режимы работы, обеспечить равномер-
ное орошение поверхностей частиц жидкой 
фазы, минимальный унос жидкости и наимень-
шее гидравлическое сопротивление аппарата. 

Выполненные исследования могут быть при-
менены при разработке конструкций вихревых ап-
паратов и исследовании процессов межфазного 
взаимодействия в аналогичных конструкциях. 
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УДК 536.24:66.045 
Т. Б. Карлович, А. Б. Сухоцкий, Е. С. Данильчик 

Белорусский государственный технологический университет 
ДЕФОРМАЦИЯ КОНВЕКТИВНЫХ ЯЧЕЕК  

В ПЛОСКОМ ГОРИЗОНТАЛЬНОМ СЛОЕ С ПРОНИЦАЕМЫМИ ГРАНИЦАМИ  
ПРИ НАПРАВЛЕННОМ ТЕЧЕНИИ ЖИДКОСТИ 

Рассмотрена задача о деформации двумерных конвективных ячеек Рэлея – Бенара, возникаю-
щих в плоском горизонтальном слое жидкости, подогреваемом снизу, в случае ее просачивания че-
рез границы с постоянной скоростью. Такое явление может наблюдаться в вытяжной шахте, уста-
новленной для интенсификации теплообмена над четырехрядным оребренным пучком труб, служа-
щим для отведения теплоты от горячего источника. Для описания воздушных потоков в шахте 
используется модель термогравитационной конвекции. В отличие от предыдущих работ, где сред-
няя скорость течения воздуха в шахте полагалась равной нулю, в настоящей статье она учитывается 
в виде постоянного вектора, направленного вдоль оси z. Отличная от нуля скорость воздуха в шахте 
возникает в результате его непрерывного подсоса снизу через оребренный пучок труб.  

В случае малой скорости воздушных потоков в шахте получено аналитическое решение для 
возмущений скорости и температуры. Показано, что собственные значения рассматриваемой теп-
ловой и гидродинамической задачи являются комплексными числами. Это свидетельствует о 
наличии не только затуханий возмущений температуры и скорости (так называемая монотонная 
неустойчивость), но и появлении колебательной неустойчивости в системе, что приводит к де-
формации ячеек Рэлея – Бенара. Этот факт также подтверждается численными расчетами модель-
ных уравнений. 

Ключевые слова: свободная конвекция, вытяжная шахта, оребренная труба, теплопередача, 
ячейка Рэлея – Бенара, числа Рэлея, Прандтля, Пекле. 
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ных ячеек в плоском горизонтальном слое с проницаемыми границами при направленном течении 
жидкости // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). 
С. 31–35. 

T. B. Karlovich, A. B. Sukhotskii, E. S. Danilchik 
Belarusian State Technological University 

DEFORMATION OF CONVECTIVE CELLS 
IN A FLAT HORIZONTAL LAYER WITH PERMEABLE BOUNDARIES  

UNDER A DIRECTIONAL FLOW OF A LIQUID 
The problem of deformation of two-dimensional Rayleigh-Benard convective cells, which arise in a 

flat horizontal layer of liquid heated from below, in the case of its seepage through the boundaries at a 
constant speed, is considered. Such a phenomenon can be observed in an exhaust shaft installed to 
intensity heat transfer above a four-row finned tube bundle that serves to remove heat from a hot source. 
The model of thermogravitational convection is used to describe the air flows in the mine. Unlike 
previous works, where the average air flow velocity in the shaft was assumed to be zero, in this article it 
is taken into account as a constant vector directed along z-axis. The nonzero air velocity in the shaft arises 
as a result of its continuous suction from below through the finned tube bundle. 

In the case of low speed of air flows in the shaft, an analytical solution is obtained for perturbations 
of speed and temperature. It is shown that the own values of the considered thermal and hydrodynamic 
problem are complex numbers. This indicates the presence of not only the damping of temperature and 
velocity perturbations (the so-called monotonic instability), but also the appearance of an oscillatory 
instability in the system, which leads to deformation of the Rayleigh-Benard cells. This fact is also 
confirmed by numerical calculations of the model equations. 

Key words: free convection, exhaust shaft, finned tube, heat transfer, Rayleigh – Benard cell, 
Rayleigh, Prandtl, Peclet numbers. 

For citation: Karlovich T. B., Sukhotskii A. B., Danilchik E. S. Deformation of convective cells in 
a flat horizontal layer with permeable boundaries under a directional flow of a liquid. Proceedings of 
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Введение. Конвекция Рэлея – Бенара явля-
ется пограничным состоянием между устойчи-
вой и неустойчивой фазами течения жидкости в 
случае ее нижнего подогрева. Она характери-
зует начало конвекционного процесса, обуслов-
ленного действием подъемных сил на разогре-
тые слои жидкости [1].  

Более сложный вид течения исследовался в за-
даче о передаче теплоты воздуху от электронагре-
ваемого пучка оребренных труб [2, 3]. Для созда-
ния направленного воздушного потока использо-
валась вытяжная шахта. Схема соответствующей 
экспериментальной установки представлена на 
рис. 1. Шахта имела прямоугольное поперечное 
сечение 38×31 см и высоту H = 52 см. В качестве 
источника тепла рассматривался четыхрядный 
шахматный пучок, состоящий из m = 22 шт. реб-
ристых труб с поперечным S1 = 64 мм и продоль-
ным S2 = 55,4 мм шагами. К каждой трубе подво-
дилась регулируемая электрическая мощность, 
вызывающая ее разогрев. Оказалось, что при опре-
деленных значениях подведенной электрической 
мощности в шахте наблюдались разнонаправлен-
ные воздушные потоки [2], способствующие бо-
лее интенсивному перемешиванию воздушных 
масс и, соответственно, более интенсивному охла-
ждению источника теплоты.  

 
Рис. 1. Схема экспериментальной установки 

1 – вытяжная шахта;  
2 – четырехрядный шахматный пучок труб 

 
В работе [3] данное явление интерпретиро-

валось на основе конвекции Рэлея – Бенара,  

сопровождающейся появлением трехмерных ква-
зипериодических структур в шахте, число кото-
рых обусловлено критическим числом Рэлея.  
Для описания конвекции Рэлея – Бенара исполь-
зовалась система уравнений для термогравитаци-
онной конвекции в приближении Обербека – Бус-
синеска. Подобные задачи о неустойчивом течении 
жидкости рассматривались в публикациях [4, 5].  
В работе [4] исследовалась устойчивость слоя 
вязкой несжимаемой жидкости между двумя вер-
тикальными плоскостями с малой разницей тем-
ператур приближенным методом Бубнова – Галер-
кина. В публикации [5] получены спектры декре-
ментов малых нормальных возмущений скорости 
и температуры, а также зависимости критических 
чисел Рэлея от числа Пекле для плоского горизон-
тального слоя жидкости, просачивающейся через 
границы при ее нижнем подогреве.  

Основная часть. В данной работе для опи-
сания воздушных потоков в шахте над оребрен-
ным пучком труб будет использоваться гидро-
динамическая и тепловая модель, описанная  
в работе [3]. Однако ранее в ней не учитывалась 
ненулевая скорость течения воздуха в шахте, 
обусловленная подсосом воздуха снизу через 
межреберные и межтрубные зазоры, из-за кото-
рой может возникать деформация конвективных 
ячеек.  

Для моделирования движения воздуха в 
шахте его скорость, температура и давление рас-
кладываются на равновесные значения и малые 
возмущения: 

0 1 0 1 0 1; ;t t t p p p .+ = + = +w = w w       (1) 

Тогда соответствующая система уравнений 
для равновесных значений записывается в виде 

  0 0
0

0 0 0

1 ,p g t

t a t

 = βρ
 Δ

k

w

∇

∇ =
  (2) 

и для малых возмущений имеет вид 

1
0 1 1 1 1

0

1
0 1 1 0 1

1

1 ,

,

0,

p g t

t t t a t

∂ + = − + νΔ + β ∂τ ρ
∂ + + = Δ ∂τ
 =


w w w w k

w w

w

∇ ∇

∇ ∇

∇

   (3) 

где k – единичный вектор, направленный вдоль 
вертикальной оси z; ρ0 – средняя плотность воз-
духа; β – коэффициент объемного расширения; 
a – коэффициент температуропроводности; ν – 
коэффициент кинематической вязкости. 

Второе уравнение системы (2) решается 
аналитически в случае постоянной скорости 

t0 
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S1 
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H
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w0 = w0k воздуха в шахте, направленной вдоль 
оси z. Полагая, что на верхней и нижней грани-
цах шахты температуры соответственно равны 
θ1 и θ2, получим распределение температуры по 
высоте шахты в виде 

 
Pe

Pe1 2 2 1
0 Pe Pe

ee ,
e 1 e 1

zt ⋅θ − θ θ − θ= +
− −

 (4) 

где z – расстояние, нормированное на высоту 
шахты, 0Pe w H a=  – число Пекле.  

Учет постоянной скорости течения воздуха в 
шахте приводит к равновесному температур-
ному распределению, отличному от линейного 
распределения и характеризуется числом Пекле. 
На рис. 2 показано, что в случае нулевой равно-
весной скорости воздуха в шахте наблюдается 
монотонное убывание температуры от пучка 
труб к выходу шахты с постоянным температур-
ным градиентом (кривая 1 рис. 2).  

 
Рис. 2. Распределение температуры  

для чисел Пекле:  
1 – Pe = 0; 2 – Pe = 1; 3 – Pe = 2; 4 – Pe = 5; 5 – Pe = 10 

 
При возрастании числа Пекле температура 

начинает сначала медленнее уменьшаться, а за-
тем, наоборот, быстрее в направлении к выходу 
воздуха из шахты по сравнению с кривой 1 рис. 2. 
Для числа Pe = 10 у температурного распределе-
ния появляется резкий изгиб в середине кривой, 
разделяющий ее на две ветви с температурами, 
близкими к температурам θ1 и θ2.  

С использованием чисел Прандтля (Pr), Рэ-
лея (Ra) 

 ( )
3

2 1Pr ; Ra Hg
a a
ν β= = θ − θ

ν
  (5) 

и безразмерных переменных 1 1 ;z zw w H a′ =
,t = t AH′  система уравнений (3) переписыва-

ется для продольного сечения шахты, учитыва-
ющего лишь безразмерные координаты x, z и 
время τ: 
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′∂Δ ∂ ′ ′ ′+ Δ = ΔΔ + ⋅
∂τ ∂
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  (6) 

где введены следующие обозначения: 

 
2 2 2

2 1
1Pe 2 2 2Pe ; = + ; = .

1
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e x z x
θ − θ ∂ ∂ ∂= Δ Δ

− ∂ ∂ ∂
  (7) 

В качестве граничных условий для возмуще-
ний x-, z-компонент скорости 1xw′ , 1zw′  и темпера-
туры 1t′  рассмотрим так называемые свободные 
границы (исчезновение возмущений скорости и 
температуры на границе, а также равенство нулю 
касательных напряжений): 
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  (8) 

Решение задачи (6)–(8) представляется в 
виде совокупности нормальных возмущений, 
экспоненциально зависящих от времени и ос-
циллирующих в пространстве: 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2

1 3

= exp exp( )cos ;

= exp cos( )sin ;

= exp exp( )cos ,

z x

x x

x

w A in z a mx

w A n z a mx

t A in z a mx

′ −λτ π

′ −λτ π

′ −λτ π

  (9) 

где ax = 2πH / b – нормированное минимальное 
волновое число для прямоугольного сечения 
шахты; A1, A2, A3 – постоянные величины, опре-
деляемые из условия нормировки; λ – комплекс-
ный декремент, характеризующий временной 
ход возмущения; m, n – целые неотрицатель- 
ные числа, характеризующие номер гармоники. 
В случае малых чисел Пекле решение систе- 
мы (6)–(8) представимо в аналитическом виде (9) 
с декрементом: 

( )2 1 PrPe
Pr 2Pr

nm
nm

din +πλ = + ±  

 
( )24 2

2 4

Pr 1 Ra ;
4Pr Pr

nm m

nm

d f
d

− ⋅
± +   

  ( )22 2= .nm md n fπ +    (10) 

Действительная часть декремента λ описы-
вает монотонную неустойчивость конвекции  
Рэлея – Бенара и связана с временным затуханием 
возмущений скорости и температуры (9). Она 
остается неизменной в случае нулевой скорости 
течения воздуха в шахте. Наличие мнимой части  
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у декремента λ означает появление дополнитель-
ных колебательных возмущений в шахте с часто-
той, пропорциональной числу Пекле. 

Рассмотрим численное решение задачи тер-
могравитационной конвекции конечно-разност-
ным методом. Для этого уравнения удобно пере-
писать через функции вихря и тока:  

1 Ra ;
Pr

Pr ,

t
z x x z x

t t t t
z x x z

′∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ + − = Δϕ + ∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
′ ′ ′∂ ∂ψ ∂ ∂ψ ∂  ′+ − = Δ ∂τ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (11) 

где ток ψ и вихрь φ задаются формулами 

 ; ; x z
x z

w ww w .
z x z x

′ ′∂ ∂∂ψ ∂ψ′ ′= = ϕ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

  (12) 

Граничные условия (8) при этом трансфор-
мируются в выражения 
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  (13) 

Все производные в задаче (11)–(13) заменя-
ются конечно-разностными выражениями. В ка-
честве начального условия выбирается равно-
мерный нижний подогрев и линейное распреде-
ление температуры на боковой стенке. 

 

 
Рис. 3. Изотермы в докритическом режиме. 

Число Рэлея Ra = 500: 
а – τ = 0,01; б – τ = 0,02; в – τ = 0,05; г – τ = 0,1 

На рис. 3 и 4 представлены графики изотерм 
в плоскости (x, z) для различных времен эволю-
ции воздушных потоков. Показано, что в докри-
тическом режиме (Ra < Racr, Racr определяется 
на основании формулы (15) работы [3]) проис-
ходит постепенное выравнивание температуры 
по высоте боковой стенки. 

 
Рис. 4. Изотермы в надкритическом режиме 

Число Рэлея Ra = 6000: 
а – τ = 0,001; б – τ = 0,005; в – τ = 0,01; г – τ = 0,03 

 
В надкритическом режиме (Ra > Racr) при 

наличии начального вихря в системе разви- 
вается неустойчивое состояние, приводящее  
к конвективному перемешиванию воздушных 
потоков и формированию квазипериодических 
структур.  

Заключение. В работе исследована конвек-
тивная неустойчивость течения воздуха в вы-
тяжной шахте над горизонтальным четырехряд-
ным оребренным пучком труб.  

Получено аналитическое выражение для 
собственных значений (декрементов затухания) 
в модели термогравитационной конвекции в 
случае малых чисел Пекле.  

Продемонстрировано появление колеба-
тельной неустойчивости воздушных потоков 
наряду с монотонной неустойчивостью кон-
векции Рэлея – Бенара в случае проницаемых 
горизонтальных границ. Показано частичное 
разрушение ячеек Рэлея – Бенара при ненуле-
вой скорости течения воздуха с использованием 
численного решения уравнений тепловой и гид-
родинамической задачи.  
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ВЛИЯНИЕ РАСТВОРИТЕЛЯ И ПЕРИФЕРИЧЕСКОГО ЗАМЕЩЕНИЯ  
НА СПЕКТРАЛЬНО-ЛЮМИНЕСЦЕНТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

СВОБОДНЫХ ОСНОВАНИЙ И ПРОТОНИРОВАННЫХ ФОРМ КОРРОЛОВ 
Методами абсорбционной и флуоресцентной спектроскопии изучены спектрально-

люминесцентные характеристики свободных оснований и протонированных форм двух корро-
лов, замещенных в Сb-положениях макроцикла алкильными группами. Исследованные соеди-
нения различаются архитектурой периферического замещения, которая позволяет управлять 
размерами ядра макроцикла посредством изменения длины связи С1–С19 в дипиррольном фраг-
менте. Изучена роль природы растворителя в формировании спектрально-люминесцентных 
характеристик. Установлено, что свободные основания корролов обнаруживают слабую сольва-
тохромную зависимость, обусловленную универсальными взаимодействиями при сольватации. 
Обнаружено, что квантовый выход флуоресценции в апротонных растворителях выше, чем  
в протонном растворителе этаноле. При этом величина сдвига Стокса не изменяется, что указы-
вает на отсутствие существенных различий в конформационной релаксации макроцикла при за-
селении S1-состояния. Явление объяснено смещением NH-таутомерного равновесия. При обра-
зовании протонированной формы наблюдается гипсохромный сдвиг полос поглощения в види-
мой области спектра и батохромный сдвиг полосы Соре, в отличие от корролов, замещенных 
арильными группами в Сm-положениях макроцикла, которые характеризуются существенными 
батохромными сдвигами всех полос поглощения при протонировании. Показано, что величина 
квантового выхода флуоресценции протонированной формы уменьшается, причем величина из-
менения зависит от архитектуры замещения. У коррола с большей длиной связи С1–С19 наблю-
дается падение в 4–5 раз, в то время как у коррола с меньшей длиной связи С1–С19 наблюдается 
только двукратное уменьшение. Различие предложено объяснить тем, что относительное увели-
чение вероятностей безызлучательных каналов дезактивации S1-состояния, вызванное ростом 
неплоскостных искажений при протонировании, в последнем случае меньше.  

Ключевые слова: коррол, периферическое замещение, протонирование, флуоресценция. 
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INFLUENCE OF SOLVENT AND PERIPHERAL SUBSTITUTION ON THE SPECTRAL- 
LUMINSESCENT CHARACTERISTICS OF THE FREE BASE CORROLES AND THEIR 

PROTONATED FORMS 
Absorption and fluorescence spectroscopies were used to study the spectral and luminescent char-

acteristics of free bases and protonated forms of two corroles substituted in the Сb-positions of the mac-
rocycle by alkyl groups. The studied compounds differ in the architecture of peripheral substitution, 



À. Þ. Øàêåëü, À. Ì. Ñîõèáîâà, Ä. Â. Ïåòðîâà, À. Ñ. Ñåìåéêèí, Í. Í. Êðóê 37 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2022 

which allows to control the size of the macrocycle core by changing the С1–С19 bond length in the di-
pyrrole fragment. The role of the nature of the solvent in the formation of spectral-luminescent charac-
teristics has been studied. It has been established that the free bases of corroles exhibit weak solvato-
chromic dependence due to universal interactions during solvation. It was found that the quantum yield 
of fluorescence in aprotic solvents is higher than in the protic solvent ethanol. In this case the value of 
the Stokes shift does not change, which indicates the absence of significant differences in the conforma-
tional relaxation of the macrocycle upon the S1 state population. The phenomenon is explained by a 
shift in the NH-tautomeric equilibrium. When the protonated form is formed in the solution, a hypso-
chromic shift of the absorption bands in the visible region of the spectrum and a bathochromic shift of 
the Soret band are observed, in contrast to the corroles substituted by aryl groups in the Cm-positions of 
the macrocycle, which are characterized by significant bathochromic shifts of all the absorption bands 
upon protonation. It is shown that the fluorescence quantum yield of the protonated form decreases, and 
the magnitude of the change depend on the substitution architecture. A corrole with a longer С1–С19 
bond has a 4–5-fold decrease, while a corrole with a shorter С1–С19 bond has only a twofold decrease. 
It is proposed to explain the difference by the fact that the relative increase in the probabilities of non-
radiative channels of deactivation of the S1 state, caused by the growth of out-of-plane distortions dur-
ing protonation, is smaller in the latter case. 

Key words: corrole, peripheral substitution, protonation, fluorescence. 
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Введение. Сокращенный макроцикл сво-

бодных оснований корролов содержит три пир-
рольных кольца и одно пирролениновое, поэтому 
он, как и макроцикл свободных оснований пор-
фиринов, является амфотерным – в реакциях кис-
лотно-основных взаимодействий может происхо-
дить либо присоединение, либо диссоциация 
протона(ов). Однако характер кислотно-
основных взаимодействий в корролах и порфи-
ринах отличается из-за того, что в первом слу-
чае свободное основание содержит три протона 
и макроцикл имеет существенные неплоскост-
ные искажения волнообразного типа [1, 2],  
а в последнем случае макроцикл содержит два 
протона и, при отсутствии стерических воз-
мущений на периферии, является плоским. Это 
приводит к тому, что как кислотность, так и ос-
новность для данных двух типов тетрапирроль-
ных макроциклов существенно различаются. 
Если для порфиринов более характерными яв-
ляются основные свойства – присоединение 
протонов (одного либо двух), а диссоциация 
пиррольных протонов наблюдалась для огра-
ниченного количества соединений в растворах 
с большой концентрацией оснований либо «про-
тонных губок» [3, 4], то для свободных основа-
ний корролов, напротив, кислотные свойства 
являются доминирующими. Диссоциация про-
тона с образованием монодепротонированной 
формы происходит даже при растворении кор-
ролов в чистых полярных апротонных раствори-
телях [5]. Монопротонированная форма легко 
образуется при добавлении в раствор свобод-

ного основания органических и неорганических 
кислот [5, 6]. 

Следует отметить, что кислотно-основные 
равновесия в свободных основаниях корролом 
дополнительно усложняются из-за того, что сво-
бодные основания корролов существуют в рас-
творах в виде двух NH-таутомеров [1, 2, 5, 7]. 
Строго говоря, равновесие устанавливается не 
между молекулами свободного основания кор-
рола и его протонированной (либо депротониро-
ванной) формы, а между системой находящихся 
в равновесии двух NH-таутомеров, с одной сто-
роны, и протонированной (либо депротониро-
ванной) формой – с другой (рис. 1). 

 

 
  
Рис. 1. Схема кислотно-основных равновесий  
в растворе между равновесной системой двух  

NH-таутомеров и протонированной формой коррола 
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В зависимости от соотношения трех кон-
стант, указанных на рис. 1, протонирование 
может происходить посредством присоедине-
ния протонов к каждому из NH-таутомеров ли-
бо к одному из них, который протонируется  
с большей скоростью [7]. 

Для объяснения существенных отличий в 
кислотно-основных свойствах макроцикла 
коррола и порфирина было предложено [6, 8], 
что поскольку основные структурные измене-
ния при присоединении протона, требующие 
значительных энергетических затрат, проис-
ходят на стадиях свободное основание порфи-
рина – монопротонированная форма и моно-
депротонированная форма – свободное осно-
вание коррола, то необходимо игнорировать 
формальный заряд макроцикла и сопоставлять 
молекулы с одинаковым числом пиррольных 
NH-протонов. Тогда свободное основание 
коррола будет соответствовать монопротони-
рованной форме порфирина, протонированная 
форма коррола – дважды протонированной 
форме порфирина, а монодепротонированная 
форма коррола – свободному основанию пор-
фирина. В этом случае становится понятным, 
почему диапазон концентраций протонов 
(диапазон рН), в котором стабилизируются 
свободные основания корролов, очень узок. 
Он сопоставим с таковым для монопротониро-
ванной формы порфиринов, которая стабили-
зируется в достаточно узком диапазоне рН [9]. 
Поэтому конформационные изменения, тре-
бующиеся для присоединения протона к 
свободному основанию коррола, не требуют 
больших затрат энергии, а диссоциация про-
тона вообще сопровождается высвобождением 
значительного количества энергии, что ведет  
к необычно высокой кислотности макроцикла 
корролов. 

Ранее нами было показано, что молекуляр-
ная конформация макроцикла свободных осно-
ваний корролов существенно зависит от архи-
тектуры замещения и типа периферических за-
местителей [10, 11]. Показано, что длина связи 
С1–С19 в дипиррольном фрагменте отражает 
баланс непланарных и планарных структурных 
изменений в макроцикле [12]. Предложено, что 
основность свободных оснований корролов, 
которая связывается с выходом протонируемо-
го кольца из плоскости макроцикла, можно 
контролировать путем модуляции длины связи 
С1–С19 [12, 13].  

В качестве объектов исследования в насто-
ящей работе выбраны два коррола с различной 
локализацией стерических взаимодействий на 
периферии макроцикла, которая обуславлива-
ет различную длину связи С1–С19 в дипир-
рольном фрагменте (рис. 2). У соединения 1 

восемь алкильных заместителей присоединены 
к Сb-положениям всех четырех пиррольных 
колец, а у соединения 2 четыре алкильные 
группы расположены в Сb-положениях 7, 8, 12, 
13 двух пиррольных колец дипиррометенового 
фрагмента. Согласно результатам квантово-
химических расчетов, выполненных методом 
функционала плотности, длина связи С1–С19 
равна 1,436 и 1,429 Å соответственно для тау-
томеров Т1 и Т2 коррола 1 и 1,431 и 1,425 Å 
соответственно для таутомеров Т1 и Т2 корро-
ла 2 [14]. 

В работе нами измерены спектры погло-
щения и флуоресценции свободных оснований 
и протонированных форм данных соединений 
в органических растворителях различного ти-
па: неполярном апротонном (дихлорметан), 
полярных апротонных (ацетон, ацетонитрил, 
диметилформамид) и полярном протонном 
(этанол), а также квантовые выходы флуорес-
ценции Ффл и сдвиги Стокса. Проанализирова-
ны закономерности изменений спектрально-
люминесцентных и фотофизических характе-
ристик и их взаимосвязь с архитектурой пери-
ферического замещения.  

 

 
1 – R8 = R12 = н-бутил  
      R2 = R3 = R7 = R13 = R17 = R18 = метил 

  R5 = R10 = R15 = H 
2 – R8 = R12 = н-бутил 
      R7 = R13 = метил 

  R2 = R3 = R5 = R10 = R15 = R17 = R18 = H 

Рис. 2. Молекулярная структура свободных 
 оснований (показан таутомер Т1) исследованных 
корролов. Заместители в макроцикле обозначены 

согласно нумерации атомов по номенклатуре IUPAC 
 

Основная часть. Спектры поглощения  
и флуоресценции свободных оснований кор-
ролов 1 и 2 в различных растворителях со-
храняют те же характерные черты, которые бы-
ли доложены для раствора в дихлорметане [14]. 
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В серии растворов коррола 1 в органических 
растворителях следует отметить слабые спек-
тральные сдвиги (табл. 1), по нашему мне-
нию, обусловленные универсальными взаи-
модействиями при сольватации. В спектрах 
поглощения доминируют полосы, прина-
длежащие коротковолновому таутомеру Т2. 
Присутствие в растворе длинноволнового тау-
томера Т1 проявляется в виде длинноволно-
вого плеча полосы Соре. В то же время в 
спектрах флуоресценции таутомер Т1 виден 
отчетливо. 

Анализ данных, приведенных в табл. 1, по-
казывает, что квантовый выход флуоресценции 
Ффл свободного основания 1 обнаруживает тен-
денцию к уменьшению при переходе от апро-
тонных растворителей к этанолу. Отсутствие 
существенных изменений величины сдвига 
Стокса ∆λСт не дает оснований объяснить эти 
изменения конформационными перестройками 
в нижнем возбужденном синглетном S1 состоя-
нии. В то же время в спектре флуоресценции 
наблюдаются изменения относительных интен-
сивностей полос, принадлежащих таутомерам 
Т1 и Т2 (табл. 1). Увеличение относительного 
вклада флуоресценции таутомера Т1 в суммар-
ный спектр флуоресценции коррола 1 сопро-
вождается падением квантового выхода флуо-

ресценции. Очевидно, что индивидуальный 
квантовый выход флуоресценции Ффл таутомера 
Т1 меньше, чем у таутомера Т2. Поэтому пере-
распределение концентраций таутомеров в S1-
состоянии приводит к наблюдаемым изменени-
ям величины Ффл. Можно предположить, что 
высота энергетического барьера для NH-
таутомеризации в S1 состоянии модулируется 
сольватной оболочкой молекулы коррола. В про-
тонном растворителе этаноле высота барьера 
NH-таутомеризации уменьшается, а в апротон-
ных растворителях, напротив, увеличивается. 
Нельзя исключить, что молекулы этанола непо-
средственно вовлечены в процесс переноса про-
тона в ядре тетрапиррольного макроцикла. Од-
нако этот вопрос требует дальнейшего изучения.  

Образование протонированной формы кор-
ролов 1 и 2 сопровождается гипсохромным 
сдвигом полос в видимой области спектра 
(табл. 2), в отличие от протонированной формы 
корролов, замещенных в Сm-положениях мак-
роцикла, которые обнаруживают значительный 
батохромный сдвиг Q-полос. Влияние архитек-
туры периферического замещения на формиро-
вание спектра поглощения протонированной 
формы корролов аналогично тому, которое из-
вестно для порфиринов с такой же архитекту-
рой периферического замещения [9]. 

Таблица 1  
Спектрально-люминесцентные и фотофизические характеристики  

свободных оснований корролов 1 и 2 

Соединение / 
растворитель 

макс
поглλ , нм макс

флλ , нм 
∆λСт, см−1 Ффл ∙ 102 Соре Qx(0,0) Qx(0,0) 

T1 T2 T1 T2 T1 T2 T1 T2 
1 / ацетон 407 394 – 593 620 598 – 141 15,3 
1 / ацетонитрил 406 393 – 592 616 597 – 142 12,0 
1 / диметилформамид 410 398 – 593 617 598 – 141 14,2 
1 / дихлорметан 407 395 – 593 614 598,5 – 155 14,0 
1 / этанол 406 395 – 591,5 614 597 – 156 8,3 
2 / этанол 400 387 605 583 611 590,5 162 218 5,9 

 
Таблица 2  

Спектрально-люминесцентные и фотофизические характеристики  
протонированной формы корролов 1 и 2 

Соединение / 
растворитель 

макс
поглλ , нм  макс

флλ , нм ∆λСт, см−1 Ффл ∙ 102 
Сoре Qx(0,0) Qx(0,0)   

1 / ацетон 409 599 620 565 3,1 
1 / ацетонитрил 408 597,5 618 555 2,7 
1 / диметилформамид 412 604 623 505 3,6 
1 / дихлорметан 408 593 623 812 4,3 
1 / этанол 410 602 619,5 469 3,5 
2 / этанол 404 596,5 614,5 491 2,8 
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Очевидно, что это является результатом ин-
версии расположения двух верхних заполнен-
ных молекулярных орбиталей ВЗМО и ВЗМО-1. 
В производных, замещенных в Сb-положе 
ниях макроцикла, ВЗМО является a1u-подобной, 
а ВЗМО-1 – a2u-подобной, а при Cm-замеще 
нии, напротив, ВЗМО является a2u-подобной, а 
ВЗМО-1 – a1u-подобной [14].  

Величина квантового выхода флуоресцен-
ции при образовании протонированной формы 
корролов 1 и 2 уменьшается. При этом кванто-
вые выходы флуоресценции протонированной 
формы коррола 1 в различных растворителях 
различаются незначительно, что указывает на 
отсутствие специфических эффектов сольвата-
ции. Сопоставление квантовых выходов флуо-
ресценции Ффл для корролов 1 и 2 позволяет 
заключить, что изменение величины Ффл кор-
релирует с характером периферического за-
мещения. У коррола 1, для которого длина 
связи С1–С19 больше, наблюдается падение ве-
личины Ффл в 4–5 раз, в то время как у коррола 
2 с меньшей длиной связи С1–С19 наблюдается 
только двукратное уменьшение величины Ффл. 
Квантовые выходы свободных оснований также 
различаются: величины Ффл равны 0,083 и 0,059 
соответственно для корролов 1 и 2. По-
видимому, это вызвано бόльшим вкладом 
безызлучательных процессов в дезактивацию 
S1-состояния коррола 2. Поэтому при образова-
нии протонированной формы относительное 
увеличение вероятностей безызлучательных 
каналов дезактивации S1-состояния, вызванное 
ростом неплоскостных искажений при прото-
нировании, в случае коррола 2 меньше. 

Заключение. Таким образом, нами изучены 
спектрально-люминесцентные и фотофизиче-
ские характеристики свободных оснований и 
протонированных форм двух Сb-алкилированных 
корролов, различающихся архитектурой перифе-
рического замещения, которая определяет разме-
ры ядра макроцикла посредством стерических 
взаимодействий периферических заместителей. 
Для свободного основания коррола 1 обнару-
жен слабый неспецифический сольватохром-
ный эффект. Обнаружено, что квантовый выход 
флуоресценции в апротонных растворителях 
выше, чем в протонном растворителе этаноле, 
что обусловлено влиянием растворителя на вы-
соту энергетического барьера NH-таутомери-
зации в S1-состоянии, которое в результате 
приводит к смещению NH-таутомерного рав-
новесия в сторону таутомера Т1. Охарактери-
зованы сдвиги полос поглощения при образова-
нии протонированной формы. Сопоставление  
с картиной спектральных сдвигов, наблюда-
ющихся для Сm-замещенных корролов, под-
тверждает сделанный ранее вывод о зависи-
мости взаимного расположения двух верхних 
заполненных молекулярных орбиталей от ар-
хитектуры периферического замещения. Ве-
личина квантового выхода флуоресценции 
протонированной формы уменьшается, у кор-
рола 1 наблюдается падение в 4–5 раз, а у 
коррола 2 наблюдается уменьшение в 2 раза. 
Предложено, что отличия обусловлены раз-
личным вкладом безызлучательных каналов, 
вызванных ростом неплоскостных искажений 
при протонировании макроцикла, в дезакти-
вацию S1-состояния. 
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ВЗАИМОСВЯЗЬ АРХИТЕКТУРЫ ПЕРИФЕРИЧЕСКОГО ЗАМЕЩЕНИЯ 

СВОБОДНЫХ ОСНОВАНИЙ КОРРОЛОВ И АРОМАТИЧНОСТИ 
МАКРОЦИКЛА 

С использованием модели гармонического осциллятора для ароматичности (HOMA) рассчи-
таны индексы ароматичности IHOMA макроцикла двух NH-таутомеров свободных оснований кор-
ролов с различной архитектурой периферического замещения. Молекулярная конформация 
длинноволнового Т1 и коротковолнового Т2 NH-таутомеров исследованных соединений рассчи-
тана методом функционала плотности. Показано, что форма доминирующего 18-членного конту-
ра π-сопряжения таутомера Т2 одинакова у всех исследованных производных коррола, а форма 
доминирующего контура сопряжения таутомера Т1 различается в зависимости от архитектуры 
периферического замещения. Установлено, что величина индекса ароматичности IHOMA зависит 
от характера электронной коммуникации между макроциклом и периферическими заместителя-
ми. Присоединение электронодонорных заместителей в Cb-положениях макроцикла приводит  
к уменьшению ароматичности каждого из двух NH-таутомеров. Величина индекса ароматично-
сти IHOMA убывает пропорционально сумме резонансных констант Гаммета σR периферических 
заместителей. Предполагается, что данная зависимость может быть положена в основу способа 
управления ароматичностью макроцикла свободных оснований корролов.  

Ключевые слова: коррол, NH-таутомеры, ароматичность, периферическое замещение. 
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Взаимосвязь архитектуры периферического замещения свободных оснований корролов и ароматич-
ности макроцикла // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 
(260). С. 43–48. 
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INTERRELATION BETWEEN THE PERIPHERAL SUBSTITUTION ARCHITECTURE  
OF THE FREE BASE CORROLES AND MACROCYCLE AROMATICITY 

Using the harmonic oscillator model for aromaticity (HOMA), the aromaticity indices IHOMA for the 
macrocycle of two NH-tautomers of free base corroles with different peripheral substitution architec-
tures were calculated. The molecular conformation of the long-wavelength T1 and short-wavelength T2 
NH tautomers of the studied compounds was calculated by the density functional method. It was shown 
that the shape of the dominating 18-membered contour of the π-conjugation of the T2 tautomer is the 
same for all the studied corrole derivatives, while the shape of the dominating conjugation contour of 
the T1 tautomer differs depending on the architecture of the peripheral substitution. It has been estab-
lished that the value of the aromaticity index IHOMA depends on the nature of the electronic communica-
tion between the macrocycle and peripheral substituents. The attachment of electron-donating substitu-
ents to the Cb-positions of the macrocycle leads to a decrease in the aromaticity of each of the two  
NH-tautomers. The value of the aromaticity index IHOMA decreases in proportion to the sum of the 
Hammett resonance constants σR of the peripheral substituents. It is proposed that this dependence can 
be used as a basis for controlling the aromaticity of the free base corroles macrocycle. 

Key words: corrole, NH-tautomers, aromaticity, peripheral substitution. 
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Введение. Известно, что макрогетероцик-
лические порфириноидные соединения, к ко-
торым относятся корролы, характеризуются 
сопряженной системой электронных орбита-
лей, которая обеспечивает делокализацию  
π-электронов скелетных атомов углерода  
и гетероатомов по всему макроциклу [1]. 
Формирование контура π-электронного со-
пряжения выгодно с термодинамической 
точки зрения и обеспечивает макроциклу 
устойчивость. Макроциклические молекулы 
с сопряженной делокализованной системой 
π-электронов при определенных условиях 
приобретают дополнительную устойчивость, 
которая связана с заселением определенных 
«связывающих» молекулярных орбиталей. 
Данное свойство называют ароматичностью, 
и, согласно правилу Хюккеля, ароматичными 
являются макроциклические системы, в мо-
лекулах которых имеется 4n + 2 π-электронов 
(n − целое число). Макроцикл NH-таутомеров 
свободных оснований корролов содержит  
26 π-электронов, поэтому имеется несколько 
вариантов контуров π-сопряжения, которые 
удовлетворяют правилу Хюккеля при n = 4, 5 
и 6. Недавно нами показано [2, 3], что для 
каждого из двух NH-таутомеров из восьми 
возможных контуров сопряжения наиболее 
вероятными являются 18-электронные конту-
ры, которые включают в себя дипирромете-
новый фрагмент. Предложено, что если путем 
периферического замещения создать в макро-
цикле распределение электронной плотности, 
соответствующе одному из NH-таутомеров, 
то можно сместить NH-таутомерное равнове-
сие в сторону преимущественной стабилиза-
ции данного таутомера. Этот способ успешно 
апробирован [2]. 

В настоящей работе мы изучили влияние пе-
риферического замещения на степень ароматич-
ности NH-таутомеров свободного основания кор-
ролов. В качестве объектов исследования были 
выбраны NH-таутомеры свободного основания 
незамещенного коррола (1), замещенные ал-
кильными группами по Cb-положениям пир-
рольных колец макроцикла 7,13-диметил-8,12-
ди-н-бутилкоррол (2) и 2,3,7,13,17,18-гексаметил-
8,12-ди-н-бутил-коррол (3), а также замещенный 
арильными группами по Cm-положениям метино-
вых мостиков 10-(4,6-ди-хлоропиримидинил)-
5,15-димезитилкоррол (4), с расположением за-
местителей АВ2 типа. Молекулярная структура 
исследованных производных свободного основа-
ния коррола приведена на рис. 1. 

Основная часть. Оптимизацию молекуляр-
ной конформации макроцикла таутомеров иссле-
дуемых соединений в основном сингленом S0-
состоянии проводили методом функционала 

плотности (DFT) с обменно-корреляционнным 
функционалом PBE и трехэкспоненциальным ба-
зисом 3z с помощью программного пакета для 
квантово-химических расчетов «Природа» [4].  

 

 
 

а 
 

 
 

б 
 
1 – R2 = R3 = R5 = R7 = R8 = R10 = R12 = R13 = R15 = 

 = R17 = R18 = H 
2 – R8 = R12 = н-бутил 
      R7 = R13 = метил 

  R2 = R3 = R5 = R10 = R15 = R17 = R18 = H 
3 – R8 = R12 = н-бутил  
      R2 = R3 = R7 = R13 = R17 = R18 = метил 
      R5 = R10 =R15 = H 
4 – R2 = R3 = R7 = R8 = R12 = R13 = R17 = R18 = H 

  R10 = 4,6-дихлоропиримидин-5-ил 
      R5 = R15 = мезитил 

 

Рис. 1. Структура NH таутомеров  
исследованных соединений:  
а − таутомер Т1; б − таутомер Т2 

(заместители в макроцикле обозначены согласно 
нумерации атомов по номенклатуре IUPAС, на 
структуре таутомера Т2 отмечены пиррольные 

кольца и показаны обозначения атомов углерода) 
 

Затем рассчитывался спектр нормальных ко-
лебаний, и отсутствие мнимых частот колеба-
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тельных мод служило критерием достижения 
стационарной точки. Известно, что оптимизация 
конформации тетрапиррольных молекул методом 
функционала плотности с учетом электронной 
корреляции приводит к адекватным значениям 
длин связей, согласующимся со значениями, по-
лученными методами рентгеноструктурного ана-
лиза [5]. Для оптимизированной структуры рас-
считывали энергию основного состояния каждого 
из таутомеров, энергии молекулярных орбиталей 
и определяли длины связей между скелетными 
атомами макроцикла.  

Поскольку ароматичность не является 
строго определенной физической величиной, 
то для того, чтобы сделать количественную 
оценку, предложен ряд критериев и эмпири-
ческих параметров [1]. Одним из наиболее 
важных критериев ароматичности является 
структурный критерий, поскольку ароматич-
ность существенно влияет на молекулярную 
структуру и определяет длину связей в цепи 
сопряжения [6]. У неароматических (или ан-
тиароматических) молекул длины связей су-
щественно альтернированы, а у ароматиче-
ских длины связей практически выравнива-
ются. В качестве меры ароматичности моле-
кулы нами использовался индекс ароматич-
ности IHOMA: 

2
опт 2

HOMA
1 1

1 ( ) ,
in

i
i j

i ji
I R R

n= =

α
= − −   

где n1 и n2 − количество С−С и С−N связей в 
контуре π-сопряжения; α1 и α2 – безразмер-
ные эмпирические параметры, определяемые 
атомами, формирующими химическую связь, 
равные соответственно 257,7 и 93,52 в слу-
чае С–С и С–N связей; опт

1 1,388 R = Å  и 
опт
2 1,334 R = Å – оптимальные длины С–С и С–N 

связей; Rj − длина связи в контуре сопряже-
ния. Эмпирические параметры в этом соот-
ношении выбраны таким образом, чтобы 
обеспечить для молекулы бензола величину 
индекса ароматичности IHOMA = 1. Индекс 
ароматичности был вычислен для возможных 
18-членных контуров сопряжения таутомеров 
T1 и T2 изученных молекул, обозначенных 
как 18-1–18-4 (см. рис. 2).  

Рассчитанные индексы ароматичности IHOMA 
для четырех исследованных соединений приве-
дены в таблице. Анализ значений индекса аро-
матичности IHOMA показывает, что они различа-
ются для двух NH-таутомеров и зависят от ха-
рактера периферического замещения. Для всех 
изученных молекул таутомер T1 показал боль-
шую ароматичность, чем таутомер T2, при этом 
доминирующие контуры различаются для тау-
томеров T1 и T2. 

Для таутомера T1 незамещенного коррола 1 
доминирующим является контур 18-4 с макси-
мальным значением IHOMA = 0,665, а для тауто-
мера T2 этого же соединения контур 18-2  
с IHOMA = 0,642 (доминирующие контуры сопря-
жения в таблице выделены полужирным шриф-
том). Причем для таутомера T1 имеются конту-
ры сопряжения (18-1, 18-2) с практически оди-
наковыми значениями IHOMA, которые близки 
IHOMA доминирующего контура, чего не наблю-
дается для таутомера T2. 

 
 

Рис. 2. Схема возможных 18-членных контуров 
сопряжения в макроцикле таутомеров Т1 (левый 

столбец) и Т2 (правый столбец) свободного 
основания коррола 
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Индекс ароматичности IHOMА 

для 18-электронных контуров сопряжения  
свободных оснований корролов 

№ Таутомер 
Контур 

18-1 18-2 18-3 18-4 

1 
T1 0,649 0,649 0,503 0,665 

T2 0,584 0,642 0,560 0,592 

2 
T1 0,632 0,581 0,476 0,610 

T2 0,600 0,609 0,537 0,579 

3 
T1 0,601 0,588 0,451 0,592 

T2 0,562 0,590 0,494 0,539 

4 
T1 0,608 0,618 0,450 0,641 

T2 0,516 0,595 0,521 0,546 

 
Подобная ситуация имеет место и для мезо-

замещенного коррола 4. Это свидетельствует  
о том, что для таутомера T1 этих соединений 
проводимость контура через атом азота пирроль-
ного кольца B, которое расположено напротив 
пирроленинового кольца C, существенно меньше, 
чем через атомы углерода этого кольца. Для пир-
рольных колец A и C, соседних с пирроленино-
вым кольцом D, проводимость по фрагменту 
Са−NH−Са сравнима с проводимостью по фраг-
менту Са−Сb−Сb−Са этих колец. Как следствие, 
индексы IHOMA для контуров 18-1, 18-2, 18-4 име-
ют близкие значения, которые значительно пре-
вышают значение индекса для контура 18-3. Из-
менение индексов IHOMA можно объяснить, если 
предположить, что проводимость через атом азо-
та пиррольного кольца, которое противоположно 
пирролениновому кольцу, более слабая, чем че-
рез атомы азота пиррольных колец, соседних  
с пирролениновым кольцом. 

Для таутомера T2 корролов 1 и 4 ситуация 
изменяется. Имеется доминирующий контур 18-2 
и контуры 18-1, 18-3, 18-4 с близкими значения-
ми IHOMA, которые значительно меньше домини-
рующего значения. Сравнение 18-электронных 
контуров между собой в этом случае и анализ 
индексов IHOMA показывает, что для пирроль-
ного кольца D соседнего с пирролениновым 
кольцом С проводимость по фрагменту 
Са−NH−Са превышает проводимость по фраг-
менту Са−Сb−Сb−Са этого кольца. Для оставших-
ся пирольных колец A, B проводимость через 
атом азота пиррольного кольца приблизительно 
сравнима с проводимостью через атомы углерода 

этого кольца. Проводимость через атом азота 
пиррольного кольца D превышает проводимость 
через атомы азота колец A и B. 

При алкилировании макроцикла по Сb-по-
ложениям пиррольных колец ароматичность 
корролов 2 и 3 уменьшается по сравнению  
с незамещенным и мезозамещенным корролами 
1 и 4 как для таутомера T1, так и для таутомера 
T2. Ароматичность тетраалкилированного кор-
рола 3 оказывается больше, чем у октаалкилиро-
ванного коррола 4. При этом по сравнению  
с незамещенным корролом 1 у таутомера T1 
этих соединений изменяется доминирующий 
контур сопряжения с 18-4 на 18-1. Причем  
у коррола 4 значения IHOMA для контуров со-
пряжения 18-2, 18-4 сравнимы с доминирую-
щим контуром. Для таутомера T2 этих моле-
кул доминирующий контур не изменяется по 
сравнению с незамещенным корролом 1. При 
этом у коррола 3 контуры 18-1, 18-4 близки 
по значениям индекса ароматичности IHOMA  
с доминирующим контуром. Изменение кон-
туров сопряжения можно объяснить умень-
шением эффективности сопряжения фрагмента 
Са−Сb−Сb−Са пиррольных колец, в котором при-
соединены заместители.  

 
Рис. 3. Зависимость индекса ароматичности 

IHOMA от суммы резонансных констант Гаммета σR  
периферических заместителей таутомера Т1 () 

и таутомера Т2 () корролов 1−3.  
 
Следует отметить, что величина индекса 

ароматичности IHOMA обнаруживает взаимосвязь 
с донорно-акцепторными характеристиками пе-
риферических заместителей. Введение алкиль-
ных заместителей в макроцикле и увеличение  
их электронодонорной способности (значения 
констант Гаммета σR взяты из источника [7]) в 
соединениях 2 и 3 по сравнению с корролом 1 
приводит к уменьшению индекса ароматично-
сти IHOMA (рис. 3). Коррол 4 не включен в дан-
ную корреляционную зависимость, так как рас-
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пределение электронной плотности на Cb и Cm 
атомах углерода различается и влияние заме-
стителей может отличаться количественно. 
Увеличение электронной плотности в макро-
цикле способствует ее делокализации, и поэто-
му, возможно, приводит к снижению арома-
тичности макроцикла. Кроме того, известно [8], 
что избыточная электронная плотность благо-
приятствует росту конформационной подвиж-
ности тетрапиррольного макроцикла, которая, 
в свою очередь, ведет к ухудшению простран-
ственного перекрытия молекулярных орбита-
лей. Очевидно, что влияние изменения электрон-
ной плотности в макроцикле на ароматичность 
свободных оснований корролов требует даль-
нейшего изучения с привлечением более широко-
го набора производных. 

Заключение. Таким образом, в результате ис-
следования установлено, что изменение свойств 
NH-таутомеров корролов с различным типом пе-

риферического замещения связано с формирова-
нием различных контуров сопряжения в макро-
цикле. Показано, что доминирующий контур π-
электронного сопряжения таутомера Т2 имеет 
одинаковую форму для всех исследованных про-
изводных, в то время как доминирующий контур 
таутомера Т1 изменяется в зависимости от архи-
тектуры периферического замещения. Установ-
лено, что величина индекса ароматичности IHOMA 
зависит от характера электронной коммуникации 
между макроциклом и периферическими заме-
стителями. Присоединение электроно-донорных 
заместителей в Cb-положениях макроцикла при-
водит к уменьшению ароматичности, которая для 
каждого из двух NH-таутомеров убывает пропор-
ционально сумме резонансных констант Гаммета 
заместителей. Данная зависимость может быть 
положена в основу способа управления арома-
тичностью макроцикла свободных оснований 
корролов.  
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ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ИДЕИ О СОКРАЩЕННОМ ОПИСАНИИ 
ФЛУКТУАЦИЙ ПОЛЯ ПЛОТНОСТИ С ПОМОЩЬЮ ДВУХУРОВНЕВОГО 

СТАТИСТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
В рамках двухуровневого статистического метода получено статистическое выражение для 

большого термодинамического потенциала неоднородной системы. С его помощью разработана 
методика численного вариационного расчета профилей плотности среды в окрестности границы 
сферических кристаллических наночастиц, которые находятся в равновесии с газообразной сре-
дой. В результате установлена корреляция между параметрами структуры гетерогенной системы 
и термодинамическими характеристиками кристаллических наночастиц с учетом пространствен-
ной релаксации решетки на их границе. Используемый для этого двухуровневый статистический 
подход к описанию свойств неоднородных систем является симбиозом метода коррелятивных 
функций Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных корреля-
тивных функций Ротта и метода термодинамических функционалов плотности. Именно совмест-
ное использование этих трех методов позволило эффективным образом разрешить две главные 
проблемы современной статистической физики. Сюда относится необходимость замыкания (об-
рыва) цепочек интегро-дифференциальных уравнений для коррелятивных функций с одновремен-
ным решением вопроса о способе нормировки этих функций с учетом неоднородностей поля 
плотности в одно- и многокомпонентных конденсированных системах, т. е. в кристаллических  
и жидких системах.  

Результаты, которые получены при статистическом описании неоднородных сред, создали 
предпосылки для практической реализации ранее сформулированной идеи о сокращенном описа-
нии флуктуаций поля плотности в равновесных системах. Предложенный статистический подход 
в теории флуктуаций является альтернативным по отношению к известным из литературы фено-
менологическим теориям, которые используют эффективный гамильтониан Ландау.  

В данной статье в рамках двухуровневого статистического метода флуктуирующее поле плот-
ности изучаемой системы предложено представить системой элементарных флуктуаций плотно-
сти, возникающих на фоне однородной среды со средней плотностью. Элементарные флуктуации, 
взаимодействующие с этой средой и между собой, образуют статистическую подсистему квази-
частиц. Их взаимодействия предлагается описывать с помощью соответствующих эффективных 
потенциалов, формулы для которых получаются с помощью статистического выражения для 
большого термодинамического потенциала, являющегося функционалом по отношению флукту-
ирующему полю плотности. 

Ключевые слова: двухуровневый статистический метод, вариационный метод, потенциал 
средних сил, гетерогенная система, наночастица, флуктуирующее поле плотности, эффективный 
гамильтониан Ландау, элементарные флуктуации плотности, сокращенное описание в теории 
флуктуаций. 
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PRACTICAL IMPLEMENTATION OF THE IDEA OF A REDUCED  

DESCRIPTION OF DENSITY FIELD FLUCTUATIONS  
USING A TWO-LEVEL STATISTICAL METHOD 

Inside of a two-level statistical method, a statistical expression for a grand thermodynamic potential 
of an inhomogeneous system is obtained. With its help, a method was developed for numerical variational 
calculation of the density profiles of a medium in the vicinity of the boundary of spherical crystalline 
nanoparticles, which are in equilibrium with a gaseous medium. As a result, a correlation was established 
between the structural parameters of a heterogeneous system and the thermodynamic characteristics  
of crystalline nanoparticles, taking into account the spatial relaxation of the lattice at their boundary.  
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The two-level statistical approach used in this purpose for description of the inhomogeneous systems 
properties is a symbiosis of the Bogolyubov – Born – Green – Kirkwood – Yvon (BBGKI) correlative 
functions method, the Rott conditional correlative functions method and the thermodynamic density func-
tionals method. Exactly the joint use of these three methods has made it possible to effectively solve the 
two main problems of modern statistical physics. This includes the nesessity of linking (break) the chains  
of integro-differential equations for correlative functions with the simultaneous solution of the question 
of how to normalize these functions, taking into account the inhomogeneities of the density field in single- 
and multi-component condensed systems, i.e., in crystalline and liquid systems. 

The results obtained in the statistical description of inhomogeneous media created the prerequisites 
for the practical implementation of the previously formulated idea of a reduced description of density 
field fluctuations in equilibrium systems. The proposed statistical approach in the theory of fluctuations 
is an alternative of the phenomenological theories known from the literature, which use the effective 
Landau Hamiltonian. 

In this article, inside a two-level statistical method, it is proposed to represent the system fluctuating 
density field under study as a system of elementary density fluctuations that arise against the background 
of a homogeneous medium with an average density. Elementary fluctuations interacting with this medium 
and with each other form a statistical subsystem of quasi-particles. Their interactions are proposed to be 
described using the corresponding effective potentials, the expressions for which are obtained using the 
statistical expression for a large thermodynamic potential, which is a functional with respect to the fluc-
tuating density field. 

Key words: two-level statistical method, variational method, mean force potential, heterogeneous 
system, nanoparticle, fluctuating density field, effective Landau Hamiltonian, elementary density fluctu-
ations, short description in fluctuation theory. 

For citation: Narkevich I. I., Farafontova E. V. Practical implementation of the idea of a reduced 
description of density field fluctuations using a two-level statistical method. Proceedings of BSTU, is-
sue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 49–54 (In Russian). 

Введение. Ранее для описания равновес-
ных свойств неоднородных конденсирован-
ных систем был разработан двухуровневый 
статистический метод [1, 2], который является 
симбиозом метода коррелятивных функций 
Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – 
Ивона (ББГКИ), метода условных коррелятив-
ных функций Ротта и метода термодинамиче-
ских функционалов плотности. Именно сов-
местное использование этих трех методов поз-
волило эффективным образом разрешить две 
главные проблемы современной статистиче-
ской физики. Сюда относится необходимость 
замыкания (обрыва) цепочек интегро-диффе-
ренциальных уравнений для коррелятивных 
функций неоднородных систем с одновремен-
ным решением вопроса о способе нормировки 
этих функций с учетом неоднородностей поля 
плотности в многокомпонентных конденсиро-
ванных системах, т. е. в кристаллических  
и жидких системах.  

Для комплексного решения этих двух про-
блем в двухуровневом методе весь объем V изу-
чаемой макроскопической системы мысленно 
разделяется на M элементарных микроячеек 
объемами ωi (i = 1, 2, …, M), центры которых 
образуют реальную кристаллическую решетку, 
если статистически описывается монокристалл 
с учетом наличия тепловых вакансий, т. е. сво-
бодных микроячеек. При исследовании свойств 

флюидной неоднородной среды (жидкой или 
газообразной) эти микроячейки образуют гипо-
тетическую решетку, что в определенном 
смысле соответствует описанию характеристик 
сплошных сред с помощью метода конечных 
элементов [3], однако с одним принципиаль-
ным отличием. В разработанном двухуровне-
вом подходе микроячейки, как микроскопиче-
ские частицы изучаемой макросистемы, имеют 
внутреннюю микроструктуру, которая описы-
вается с помощью соответствующих корреля-
тивных функций распределения атомов или мо-
лекул разных сортов внутри этих ячеек. Это 
первый – микроскопический уровень статисти-
ческого описания системы многих частиц – ато-
мов или молекул. Второй – макроскопический 
уровень, использующийся для статистического 
описания их коррелированного распределения по 
совокупности всех M микроячеек изучаемой не-
однородной макроскопической системы с неко-
торым полем плотности ni (i = 1, 2, …, M). Одно-
временное использование этих двух уровней 
описания корреляций в системе многих частиц 
позволило получить явное статистическое вы-
ражение для большого термодинамического 
потенциала Ω{nl} = F{nl} – μΣnl (l = 1, 2, …, M) 
как функционала от дискретной совокупности 
всех чисел заполнения nl микроячеек, описыва-
ющей поле плотности неоднородной макроско-
пической системы. Именно этот результат 
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создает базу для привлечения хорошо извест-
ной идеи Боголюбова о сокращенном описании 
систем многих частиц (атомов или молекул) 
применительно к системе взаимодействующих 
элементарных флуктуаций плотности (ЭФП), 
как квазичастиц в теории флуктуаций. Первич-
ное понятие о таких флуктуациях было впервые 
введено и опубликовано ранее в работах [4, 5]. 
Тем самым было предложено новое статистиче-
ское направление в теории флуктуаций, кото-
рое является альтернативным по отношению  
к хорошо известным феноменологическим тео-
риям, использующим эффективный гамильто-
ниан Ландау [6]. 

Статистическое выражение для большого 
термодинамического функционала Ω{nl} и его 
применение при численном статистико-вариа-
ционном описании микро- и макроструктуры,  
а также термодинамических характеристик гете-
рогенных систем [7], создали предпосылки для 
практической реализации идей о сокращенном 
описании флуктуаций поля плотности в равно-
весных молекулярных системах. 

Основная часть. В статье в рамках двух-
уровневого статистического метода исследуе-
мое флуктуирующее поле плотности изучаемой 
однокомпонентной системы предлагается 
представить системой элементарных флуктуа-
ций плотности (ЭФП), которые возникают  
на фоне однородной среды со средней плотно-
стью n  и которые взаимодействуют с этой сре-
дой и между собой. Эти взаимодействия пред-
лагается описывать с помощью соответствую-
щих эффективных потенциалов Ψ [1, 3], общие 
выражения для которых получаются с помо-
щью потенциала Ω{nl}, являющегося функцио-
налом по отношению флуктуирующему полю 
плотности. Для этого предварительно введем 
эффективный гамильтониан Hэф системы с про-
извольным набором элементарных флуктуаций 
плотности xl = nl – n , определенных по отно-
шению к средней плотности во всех элементар-
ных микроячейках, на которые разделен весь 
объем V макроскопической системы: 

{ } { – { , } }l lH x W n W=                (1) 

где Ω{ n } – большой потенциал для системы с 
однородным распределением .in n=  

Далее эффективный гамильтониан флукту-
аций представим через неприводимые потен-
циалы Ψ, описывающие взаимодействие  
ЭФП с однородной средой Ψ(xi) и между собой  
Ψ(xi, xj) [5]: 

1
{ } ( ) ( , )

N

l i i j
i i j

H x x x x
= <

= Ψ + Ψ +   

( , , ) ...i j k
i j k

x x x
< <

+ Ψ +   (2) 

Эти потенциалы рассчитываются с помо-
щью эффективного гамильтониана H(xi) си-
стемы только с одной ЭФП в окрестности мик-
роячейки ωi и эффективного гамильтониана  
Ψ(xi, xj) системы с двумя ЭФП в окрестностях 
микроячеек ωi и ωj по следующим формулам: 

  ( ) ( );i iY x H x=   (3) 

( ) ( ) ( ),  ,(  – –)  .i j i j i iY x x H x x H x H x=    (4) 

Аналогично можно определить потенциалы 
для групп из трех, четырех и т. д. элементарных 
флуктуаций в макроскопическом объеме V.  

Реализуя идею о сокращенном описании 
системы взаимодействующих ЭФП, ограни-
чимся учетом только двух первых членов раз-
ложения эффективного потенциала H{xl} вы-
ражения (2), взяв во внимание формулы (3), 
(4), и запишем выражения для условных про-
странственных коррелятивных функций рас-
пределения одноточечных и двухточечных 
ЭФП, определенных по отношению к микро-
ячейкам с номерами i и j: 

1
1
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k
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∏    (6) 

Здесь MZ  – нормировочная постоянная для 
функции распределения всех ЭФП, образующих 
статистическую подсистему квазичастиц в мак-
роскопическом объеме V изучаемой системы: 

1

{ }exp .
k

M
l

M k
k x

H xZ dx
=

    = −   θ  
∏          (7) 

Цепочка интегро-дифференциальных урав-
нений для этих функций получается стандарт-
ным способом, который используется в методе 
ББГКИ и методе условных распределений 
Ротта. Выпишем здесь в качестве примера пер-
вое уравнение этой бесконечной цепочки: 
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После ее обрыва на втором уравнении и вве-
дения обобщенных потенциалов γij, определяю-
щих функцию распределения 1( )iW x  для оди-
ночной ЭФП, получено следующее замкнутое 
интегральное уравнение [5]: 

( )
exp ij ixγ 

− = θ 
 

,
,

,

1exp ( ) ( ) ( )
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M

j i j ik j j
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M

j ik j j
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x x x x dx

x x dx

≠

≠

   − Ψ + Ψ + γ  θ   =
   − Ψ + γ  θ   




  

После решения этой системы интегральных 
уравнений, определяющей потенциалы γij, полу-
чается решение для одноточечных функций 
флуктуаций 1( )iW x : 

1
1

1( ) exp ( ) ( )
M

i i i ij i
j i

W x Q x x−

≠

   = − Ψ + γ  θ   
 .    (10) 

Здесь iQ  – ее нормирующая постоянная: 

1exp ( ) ( ) .
i

M

i i ij i i
j ix

Q x x dx
≠

   = − Ψ + γ  θ   
       (11) 

Для практической реализации приведенного 
выше сокращенного описания флуктуаций 
поля плотности с помощью ЭФП необходимо 
конкретизировать это понятие и определить 
его математически. Есть все основания для 
того, чтобы произвольное поле флуктуаций 
плотности во всем макроскопическом объеме 
системы в соответствии с принципом суперпо-
зиции представить совокупностью ЭФП в виде 

пространственных сферических волн, источ-
ником которых является изменение плотности 
в каждой из микроячеек объемами ωi (i = 1, 2, 
…, M).  

В простейшем случае пространственную 
волну элементарной флуктуации с центром  
в микроячейке ωi и волновым числом ki для 
ячейки с номером i запишем в следующем виде: 

( ) sin .i
i i

ax r k r
r

=   (12) 

Подставив значение величины флуктуации Δ 
в центре ЭФП, т. е. при r = 0, получим выраже-
ние для последующих численных расчетов по-
тенциалов Ψ(xi) и Ψ(xi, xj), описывающих взаи-
модействия в подсистеме ЭФП: 

0 0sin ( ...)i l
i ir r

a ak r k r
r r= =Δ = = +     i ia kΔ =    

    i
i

a
k
Δ= ,   ( ) sin .i i

i
x r k r

k r
Δ=           (13) 

На рис. 1 схематично изображены графики 
двух радиальных профилей для ЭФП, опреде-
ляемых уравнением (13) и имеющих противо-
положные значения флуктуаций плотности Δ в 
их центрах ЭФП, т. е. при r = 0 значение Δ > 0 
и r = 70 значение Δ < 0 (две нижние кривые). 
Верхняя кривая для профиля в системе с двумя 
такими ЭФП получена с помощью принци 
па суперпозиции (величина результирующей 
флуктуации хрез = х0 + х70). Численные расчеты 
выполнены для ЭФП в газовой фазе при плот-
ности, соответствующей числу заполнения 
nг = 0,1 и температуре θ = 1,1, т. е. несколько 
ниже критической точки. Поля чисел заполне-
ния для разных значений параметров Δ и k 
определялись следующим уравнением: 

 

 

 

Рис. 1. Профили плотности для значений двух разноименных элементарных  
флуктуаций х0 и х70 и их общий профиль хрез = х0 + х70
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г( ) sin .n r n kr
kr
Δ= +                (14)  

На рис. 2 зависимость (14) представлена графи-
чески для волнового числа k = 3 и при двух проти-
воположных значениях величины флуктуаций Δ в 
центрах ЭФП (Δ = 0,1 и Δ = – 0,1). 

 

 
Рис. 2. Радиальные профили плотности n(r)  

элементарной флуктуации в газе  
при температуре θ = 1,1, плотности газа  
nг = 0,1, волновом числе k = 3 и разных  

значениях величины флуктуации х 
 

 
Рис. 3. Потенциал Ψ1  

взаимодействия элементарной 
флуктуации со средой 

 
Рис. 4. Функция распределения 

W1 для одиночной элементарной 
флуктуации поля плотности 

 
После численного решения системы инте-

гральных и алгебраических уравнений, определя-
ющих большой термодинамический функцио-
нал Ω{nl} для поля плотности с одной ЭФП, 
рассчитан эффективный гамильтониан H(k, Δ), 
соответствующий полю в виде (14), а следова-
тельно, и потенциал Ψ1 = H(k, Δ) при значениях 
параметра Δ в интервале от значения Δ = –0,1 до 
Δ = 0,1 и разных величинах параметра k. В ка-
честве примера на рис. 3 графически представ-
лена зависимость потенциала Ψ от Δ при k = 3, 
т. е. энергия образования. Если взаимодей-
ствием между ЭФП можно пренебречь (иде-
альный газ подсистемы ЭФП во внешнем поле 
однородной системы) и учесть только их взаи-
модействие с этой однородной средой, то,  
в соответствии с формулой (10), одноточечная 
функция W1, изображенная на рис. 4, выража-
ется через потенциал Ψ1, графически пред-
ставленный на рис. 3. 

Заключение. Для дальнейшего продвиже-
ния в сокращенном описании флуктуаций 
необходимо провести аналогичные, но более 
трудоемкие расчеты по определению потенци-
ала Ψ(xi, xj) для двух ЭФП. Это позволит рас-
считать обобщенные потенциалы γij (решив 
систему интегральных уравнений (9)) и опре-
делить функцию распределения Ψ одноточеч-
ной ЭФП (формула (10)) с учетом ее взаимо-
действия с однородной средой и другими 
ЭФП, описывающими флуктуации поля плот-
ности во всем макроскопическом объеме V. 
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УДК 531.19; 538.911 
Е. В. Фарафонтова, И. И. Наркевич  

Белорусский государственный технологический университет 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ АДСОРБЦИИ ИЗ ГАЗОВОЙ ФАЗЫ 
НА СФЕРИЧЕСКИХ НАНОЧАСТИЦАХ С УЧЕТОМ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 

РЕЛАКСАЦИИ ПАРАМЕТРОВ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ 
В работе используется ранее разработанная методика вариационного расчета профеля плот-

ности в окрестности сферической кристаллической наночастицы, находящейся в равновесии с га-
зообразной средой. В рамках двухуровневого статистического метода, который базируется на ме-
тоде коррелятивных функций Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), методе 
условных коррелятивных функций Ротта и методе термодинамических функционалов плотности 
получено выражение для большого термодинамического потенциала как функционала поля плот-
ности. В результате устанавлена связь между микроскопическими параметрами системы взаимо-
действующих частиц (атомов или молекул) и макроскопическими характеристиками кристалли-
ческих наночастиц при температуре ниже температуры тройной точки.  

Радиальный профиль плотности в межфазной области аппроксимируется с помощью трехпа-
раметрической функции, содержащей гиперболический тангенс. Один из параметров определяет 
числа заполнения для однородной жидкой либо газообразной среды, находящейся в равновесии 
с исследуемой кристаллической сферической наночастицей, а два других – являются вариацион-
ными параметрами при решении вариационной задачи по отысканию минимума большого термо-
динамического потенциала гетерогенной системы. 

Наличие статистического выражения для большого потенциала как функционала поля плот-
ности, позволило в результате его варьирования провести расчеты для величины адсорбирован-
ного вещества на наночастицах разных размеров и проследить за радиальным смещением узлов 
ГЦК решетки вблизи их границ.  

Ключевые слова: двухуровневый статистический метод, вариационный метод, потенциал 
средних сил, гетерогенная система, наночастица, поле плотности. 

Для цитирования: Фарафонтова Е. В., Наркевич И. И. Статистическое описание адсорбции 
из газовой фазы на сферических наночастицах с учетом пространственной релаксации парамеров 
кристаллической решетки // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 
2022. № 2 (260). С. 55–59. 

 
E. V. Farafontova, I. I. Narkevich  

Belarusian State Technological University 
STATISTICAL DESCRIPTION OF ADSORPTION FROM THE GAS PHASE  

ON SPHERICAL NANOPARTICLES TAKING INTO ACCOUNT  
THE SPATIAL RELAXATION OF THE CRYSTAL LATTICE 

In this work, a previously developed method for the variational calculation of the density profile  
in the vicinity of a spherical crystalline nanoparticle in equilibrium with a gaseous medium is used. Within  
a two-level statistical method, which is based on the correlative functions Bogolyubov – Born – Green – Kirk-
wood – Yvon (BBGKI) method, the conditional correlative Rott functions method and the method of thermo-
dynamic density functionals, an expression is obtained for grand thermodynamic potential as a functional  
of the field density. As a result, the interrelation has been established between the microscopic parameters  
of a system of interacting particles (atoms or molecules) and the macroscopic characteristics of crystalline 
nanoparticles in equilibrium with a gaseous environment at a temperature below the triple point temperature. 

The radial density profile in the interfacial region is approximated by a three-parameter function con-
taining a hyperbolic tangent. One of the parameters determines the filling numbers for a homogeneous 
liquid or gaseous medium in equilibrium with the crystalline spherical nanoparticle under study, and the 
other two are variational parameters in solving the variational problem to find the minimum of grand 
thermodynamic potential of a heterogeneous system. 

The presence of a statistical expression for grand potential as a functional of the density field made it 
possible to carry out its variation, thus calculate the amount of adsorbed substance on nanoparticles  
of different sizes and to follow the radial displacement of the FCC lattice sites near their boundaries. 

Key words: two-level statistical method, variation method, potential of average forces, heterogene-
ous system, nanoparticle, density field. 
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Введение. Для описания равновесных свойств 

неоднородных конденсированных систем разра-
ботан двухуровневый статистический метод [1, 2], 
который является симбиозом метода коррелятив-
ных функций Боголюбова – Борна – Грина – 
Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных кор-
релятивных функций Ротта [3] и метода функцио-
налов плотности. Их совместное использование 
позволило эффективным образом оборвать це-
почку интегро-дифференциальных уравнений для 
коррелятивных функций и решить вопрос о спо-
собе нормировки этих функций для неоднородной 
системы. В результате получено статистическое 
выражение для большого термодинамического 
потенциала Ω, описывающего равновесные харак-
теристики неоднородных систем.  

В разработанном подходе ячейки объемом ωi 
(i = 1, 2, …, M), на которые мысленно разделен 
весь объем V системы, имеют внутреннюю микро-
структуру, которая описывается с помощью соот-
ветствующих коррелятивных функций 11F̂  рас-
пределения молекул (или атомов) внутри этих 
ячеек. Это первый, т. е. микроскопический уро-
вень статистического описания системы многих 
частиц. Второй, т. е. макроскопический уровень, 
используется для описания их коррелированного 
распределения по совокупности всех ячеек неод-
нородной макроскопической системы с некото-
рым искомым равновесным полем чисел заполне-
ния ni, определяющих поле плотности неоднород-
ной системы (ρi = ni / ωi). Микроячейки системы 
образуют реальную решетку для кристалличе-
ского состояния и гипотетическую решетку в слу-
чае текучих сред (жидкости или газа). Размеры  
и форма микроячеек претерпевают существенные 
изменения вблизи границы кристаллической на-
ночастицы (наблюдается пространственная релак-
сация параметров кристаллической решетки). 

В рамках двухуровневого статистического ме-
тода ранее была получена замкнутая система ин-
тегральных уравнений для потенциалов ϕij сред-
них сил, которые описывают взаимодействие вы-
деленной молекулы конденсированной неодно-
родной среды в ячейке ωi с остальными молеку-
лами, статистически распределенными в других 
ячейках ωj [4, 5]. Эта общая система уравнений 
преобразована с целью описания гетерогенной си-
стемы «кристаллическая наночастица в однород-
ной газообразной среде». Методика выполненных 
преобразований системы и ее решение методом 
итераций с использованием пакета Mathcad по-
дробно изложены в работах [6–8]. 

Наличие статистического выражения для 
большого потенциала Ω{ni} = F{ni} – μΣni как 
функционала искомого поля плотности чисел за-
полнения ni микроячеек позволило в результате 
варьирования провести расчеты для определения 
величины адсорбированного вещества на наноча-
стицах разных размеров, а также исследовать про-
странственную релаксацию параметров ГЦК ре-
шетки вблизи границ наночастиц. 

1. Расчет поля плотности газообразной 
среды в окрестности сферической кристалли-
ческой наночастицы. В случае сферической на-
ночастицы поле плотности зависит только от ра-
диусов rр координационных сфер с номерами р от-
носительно центра наночастицы (p = 1, 2, …, P). 
Следовательно, нужно определить радиальный 
профиль чисел заполнения n(rp), который для газо-
образной молекулярной системы аппроксимируем 
с помощью трехпараметрической функции, содер-
жащей гиперболический тангенс [3, 7, 8], т. е. 

( ) ( )th{ ( )},p x x nanon r n n n r r∞= − − κ −   p > pnano. (1) 
Здесь nx и κ – вариационные параметры тео-

рии; третий параметр n∞ определяет значения чи-
сел заполнения для однородной жидкой либо газо-
вой среды, находящейся в равновесии с исследуе-
мой кристаллической наночастицей; rnano – радиус 
наночастицы, соответствующий номеру pnano кри-
сталлической ноночастицы.  

В выполненных численных расчетах значения 
радиусов rp координационных сфер приведены в 
единицах линейного параметра σ потенциала Лен-
нард-Джонса, а температура θ определена в еди-
ницах энергетического параметра ε этого же по-
тенциала.  

Формула (1) в виде гиперболического тангенса 
была ранее получена при статистическом описа-
нии профиля плотности на плоской границе раз-
дела жидкость – газ [3]. Именно поэтому для сфе-
рической поверхности раздела фаз при p = pnano па-
раметры nx и κ рассматриваются уже в качестве ва-
риационных параметров при решении вариацион-
ной задачи по отысканию минимума большого 
термодинамического потенциала Ω{np} наноча-
стицы как функционала от искомого радиального 
профиля чисел заполнения np и двух вспомога-
тельных профилей. Один из них описывает ради-
альные смещения узлов Δrp ГЦК решетки кристал-
лической наночастицы (пространственная релак-
сация решетки), а второй – изменения формы 
функций *

11F̂  распределения в микроячейках раз-
ных координационных сфер с номерами p, описы-
ваемые среднеквадратичными отклонениями σр 
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молекул от узлов решетки. Величины отклонений 
σр связаны с радиусами bp сфер ( 3 / 5p pbσ = ), по 
которым ведется усреднение соответствующих 
нормированных функций распределения моле 
кул [4, 5]. 

Минимум потенциала Ω{np} определялся 
численно для разных заданных значений пара-
метра κ при изменении параметра nx от 0 до 0,1. 
Расчеты проведены для наночастицы с радиусом 
rnano = 3,47, что соответствует наночастице, состо-
ящей из pnano = 5 координационных сфер. 

На рис. 1 приведены зависимости большого 
термодинамического потенциала Ω{np} от пара-
метра nx при заданных разных значениях пара-
метра κ и температуре θ = 0,6, которая не-
сколько ниже, чем температура тройной точки 
простых молекулярных систем. 

 

  
 

Рис. 1. Зависимости большого термодинамического 
потенциала Ω от вариационного параметра nx при 

разных значениях параметра κ и θ = 0,6 
 

На рис. 1 показано, что абсолютный минимум 
большого термодинамического потенциала Ωmin 
реализуется при значениях κ ≈ 4,5 и nx ≈ 0,065. Со-
ответствующие ему результаты расчетов изотер-
мических профилей характеристик структуры 
сферической кристаллической наночастицы, на-
ходящейся в равновесии с окружающей ее газовой 
средой, представлены на рис. 2. 

Из рис. 2 видно, что в случае кристалличе-
ской наночастицы с числами заполнения 
n ≈ 0,999 на ее границе при p > pnano образуется 
адсорбционный газообразный слой с повышен-
ными значениями плотности. В объеме кристал-
лической наночастицы наблюдается постепенное 
увеличение среднеквадратичных отклонений σ от 
значения σ0 = 0,20 в центре наночастицы до зна-
чения σ = 0,35 на ее границе. Одновременно с 
этим происходит сдвиг узлов ГЦК решетки в ра-
диальном направлении, который описывается 
зависимостью Δrp от номера p.  

На рис. 3 представлены радиальные профили 
функций 11F̂ , описывающих микрораспределе-
ние молекул простых веществ вблизи смещенных 
узлов деформированной ГЦК решетки для раз-
ных значений номеров р координационных сфер. 

Первые три профиля (р = 0, 3, 5) описывают мик-
рораспределения молекул, образующих кристал-
лическую наночастицу (рnano = = 5 – ее граница), 
а четвертый и пятый профили (р = 6, 7) описы-
вают распределения молекул в микроячейках, 
относящихся к координационным сферам ад-
сорбционного слоя. Показано, что в этом слое 
наблюдается размытое, т. е. делокализованное 
распределение молекул по всему объему микроя-
чеек. При р = 15 функция распределения имеет 
уже практически постоянное значение, что соот-
ветствует однородной газовой фазе. 

 

 
 

Рис. 2. Радиальный профиль чисел заполнения np  
гетерогенной системы и графики зависимостей  

нормировки Qp функции 11F̂  распределения  
атомов или молекул вблизи узлов решетки,  

среднеквадратичных отклонений σp, радиусов bp  
сфер и радиальных смещений Δrp узлов от номеров р 

координационных сфер в объеме наночастицы  
и окружающей среды  

 
Рис. 3. Радиальные профили функций  

распределений при разных номерах р  
координационных сфер 

0 40 80
0

10

20

30

40

Nr1 1 n, 

n
0 40 80

0

10

20

30

40

FNr1 3 n, 

n
0 40 80

0

10

20

30

40

FNr15 n, 

n

0 40 80
0

10

20

30

40

Nr1 6 n, 

n
0 40 80

0

10

20

30

40

FNr1 7 n, 

n
0 40 80

0

10

20

30

40

FNr115 n, 

n

p = 3
p = 0

p = 5

p = 6 p = 7 p = 15

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

0    40  80  х 0    40  80  х 0    40  80  х

0    40  80  х 0    40  80  х 0    40  80  х

 Ω 

 Ω min 

167,5 

167,0

166,5 0          0,02          0,04       0,06  nx = 0,065   0,08

к = 5 

к = 4 

к = 4,5

np 
Qp 
bp 
∆rp

1

0,5

0

0               5                  10                 15                  p

np Qp bp 

∆rp σp 

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

40

30

20

10

0

0  40  80 x 0  40  80 x 0  40  80 x

0  40  80 x 0  40  80 x0  40  80 x 

 p = 0
 p = 0  p = 5

 p = 6  p = 7  p = 15



58 Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå àäñîðáöèè èç ãàçîâîé ôàçû íà ñôåðè÷åñêèõ íàíî÷àñòèöàõ 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2022 

2. Исследование адсорбции из газовой 
фазы на наночастицах с учетом простран-
ственной релаксации параметров кристал-
лической решетки. Рассчитанные равновес-
ные поля плотности гетерогенной системы 
«сферическая наночастица в газовой фазе» 
при температуре ниже тройной точки (θ = 0,6) 
позволили определить поверхностную плот-
ность ρs = Na /S адсорбированных молекул  
на поверхностях ноночастиц разных размеров 
(Na – число адсорбированных молекул, S – 
площадь сферической поверхности наноча-
стиц с радиусом rnano).  

На рис. 4 сплошными линиями изображены 
рассчитанные зависимости поверхностной плот-
ности ρs и числа Nа адсорбированных молекул  
от радиуса rnano. 

На рис. 4 показано, что с увеличением ради-
уса rnano наночастицы число частиц в адсорбци-
онном слое, а следовательно, и поверхностная 
плотность ρs адсорбированных молекул моно-
тонно возрастают. Однако есть основания пред-
полагать, что при значительном увеличении ра-
диуса rnano поверхностная плотность ρs будет 
приближаться к своему максимальному значе-
нию, соответствующему адсорбции на плоской 
границе раздела фаз. 

 
Рис. 4. Графики зависимости поверхностной 

плотности ρs адсорбированных молекул и числа Np 
молекул в наночастицах разных радиусов rnano 
 
Заключение. С помощью компьютерной про-

граммы по определению профиля плотности кри-
сталлических сферических наночастиц разных раз-
меров в газовой среде с учетом пространственной 
релаксации параметров ГЦК решетки в объеме на-
ночастицы рассчитаны равновесные поля плотно-
сти в межфазной области гетерогенной системы 
при температуре ниже тройной точки. Это позво-
лило приступить к статистическому исследованию 
адсорбции на кристаллических наночастицах с уче-
том изменения их микро- и макроструктуры.  
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УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев 

Белорусский государственный технологический университет 
СОСТАВ Ti/Si- И Co/Si-СТРУКТУР, СФОРМИРОВАННЫХ  

ИОННО-АССИСТИРУЕМЫМ ОСАЖДЕНИЕМ  
В работе обсуждаются экспериментальные результаты по изучению распределения элементов в при-

поверхностных слоях Ti/Si- и Со/Si-структур, сформированных методом ионно-ассистируемого осажде-
ния в вакууме. Этот метод заключается в осаждении покрытия на подложку, в процессе которого поверх-
ность формируемой структуры облучается пучком ускоренных ионов. Время осаждения покрытий со-
ставляло 2 ч при ускоряющем напряжении U = 7 кВ и плотности ионного тока ∼4−5 мкА/см2. В рабочей 
камере в процессе осаждения покрытий поддерживался вакуум при давлении ~10−2 Па. Средняя ско-
рость нанесения покрытия находилась в пределах 0,2−0,4 нм/мин. Отношение Ji  / Jа плотности по-
тока Ji ассистирующих ионов к плотности потока Jа нейтральных атомов составляло 0,1−0,4, что соот-
ветствует условию роста покрытия на подложке.  

Состав и распределение элементов по глубине в сформированных покрытиях изучались ме-
тодом резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия в сочетании с компьютерным модели-
рованием RUMP и методом резонансных ядерных реакций. 

Установлено, что при ионно-ассистируемом осаждении на подложки из кремния покрытий  
на основе хрома или титана формируются поверхностные структуры толщиной ∼100‒150 нм.  
В состав покрытия входят: атомы осаждаемого металла, атомы из подложки (Si), атомы техноло-
гических примесей кислорода, углерода и водорода. Сформированные покрытия содержат ∼15‒
20 ат. % водорода в зависимости от параметров осаждения покрытий. Источником атомов техно-
логических примесей в покрытии является летучая фракция углеводородов вакуумного масла 
диффузионного паромасляного насоса.  

Концентрация атомов водорода в сформированных структурах уменьшается в ∼1,5‒2 раза  
при повторных сканированиях образцов пучком анализирующих ионов N+ в экспериментах с при-
менением резонансной ядерной реакции, что связано с дегазацией атомов водорода и его соеди-
нений, которые химически слабо связаны с атомами покрытия.  

Ключевые слова: ионно-ассистируемое осаждение, кремний, кобальт, титан, водород, резер-
фордовское обратное рассеяние, метод резонансных ядерных реакций. 

Для цитирования: Тульев В. В. Состав Ti/Si- и Co/Si-структур, сформированных ионно-ас-
систируемым осаждением // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 
2022. № 2 (260). С. 60–64. 

 
V. V. Tul’ev 

Belarusian State Technological University 
COMPOSITION OF Ti/Si- AND Co/Si-STRUCTURES FORMED 

ION-ASSISTED DEPOSITION  
The paper discusses experimental results on the study of the distribution of elements in the near-

surface layers of Ti/Si and Co/Si structures formed by vacuum ion-assisted deposition. This method 
consists in the deposition of a coating on a substrate, during which the surface of the formed structure 
is irradiated with accelerated ions. The coating deposition time was 2 hours at an accelerating voltage 
U = 7 kV and an ion current density of ∼4–5 μA/cm2. A vacuum was maintained in the working 
chamber during the deposition of coatings at a pressure of ~10–2 Pa. The average rate of coating dep-
osition was in the range of 0.2–0.4 nm/min. The ratio Ji /Jа of the flux density Ji of assisting ions  
to the flux density Jа of neutral atoms was 0.1–0.4, which corresponds to the condition of coating 
growth on the substrate. 

The composition and depth distribution of elements in the formed coatings were studied by the 
method of Rutherford backscattering of helium ions in combination with RUMP computer simulation 
and the method of resonant nuclear reactions. 

It has been established that during ion-assisted deposition of coatings based on chromium  
or titanium on silicon substrates, surface structures with a thickness of ∼100−150 nm are formed. 

The composition of the coating includes atoms of the deposited metal, atoms from the substrate (Si), 
atoms of technological impurities of oxygen, carbon, and hydrogen. The formed coatings contain 
∼15–20 at. % hydrogen depending on the parameters of coating deposition. The source of atoms  
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of technological impurities in the coating is the volatile fraction of the hydrocarbon vacuum oil  
of a diffusion steam-oil pump. 

The concentration of hydrogen atoms in the formed structures decreases by ∼1.5–2 times during 
repeated scanning of samples with a beam of N+ analyzing ions in experiments using a resonant nuclear 
reaction, which is associated with the degassing of hydrogen atoms and its compounds, which are chem-
ically weakly bonded to coating atoms . 

Key words: ion-assisted deposition, silicon, titanium, cobalt, hydrogen, resonant nuclear reac-
tion method. 

For citation: Tul’ev V. V. Composition of Ti/Si- and Co/Si-structures formed ion-assisted dep-
osition. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), 
pp. 60–64 (In Russian) 

Введение. Методы ионно-лучевого моди-
фицирования широко применяются для измене-
ния поверхностных свойств материалов и изде-
лий [1–5]. Одним из таких методов является 
ионно-ассистируемое осаждение в вакууме. 
Суть этого метода заключается в нанесении по-
крытия на подложку при одновременном облу-
чении поверхности формируемой структуры 
ускоренными ионами [3−5]. Это позволяет фор-
мировать поверхностные структуры с различ-
ным композиционным составом, меняющимся 
по глубине [2−5]. 

Для реализации этого метода использовался 
вакуумный электродуговой ионный источник, 
создающий плазму, в которой содержатся иони-
зированная и нейтральная фракции из материала 
электродов [3−5]. Нейтральная фракция, испаря-
ясь во всех направлениях, осаждается в том 
числе и на подложку. Под действием электро-
статического поля, с разностью потенциалов U 
между подложкой и источником, ионы вытяги-
ваются из разрядного промежутка, ускоряются и 
бомбардируют поверхность образца. При этом 
происходит перемешивание атомов осаждае-
мого покрытия с атомами подложки, в резуль-
тате чего формируется покрытие с высокой сте-
пенью адгезии к основе. В процессе такого оса-
ждения в приповерхностных слоях образца про-
исходят сложные физико-химические процессы, 
способные существенно изменить распределе-
ние элементов по глубине, а также структуру  
и свойства поверхности [1–5]. 

Целью данной работы является исследование 
распределения элементов по глубине в поверх-
ностных слоях кремния при ионно-ассистируе-
мом осаждении покрытий на основе Cо или Ti, а 
также установление закономерностей и особен-
ностей процессов взаимопроникновения атомов 
покрытия и подложки.  

Основная часть. На пластины кремния 
наносились покрытия на основе Ti или Co мето-
дом ионно-ассистируемого осаждения в ваку-
уме. Осаждение металлосодержащих покрытий 
осуществлялось при ускоряющем напряжении  
7 кВ и плотности ионного тока ∼(4−5) мкА/см2. 

Время осаждения покрытий составляло 2 ч, 
средняя скорость нанесения покрытия находи-
лась в пределах 0,2−0,4 нм/мин. Отношение 
плотности потока Ji ассистирующих ионов  
к плотности потока Jа нейтральных атомов со-
ставляло Ji / Jа = 0,1−0,4, что соответствует усло-
вию роста покрытия на подложке. В процессе 
осаждения покрытий в рабочей камере поддер-
живался вакуум при давлении ~10−2 Па.  

Послойный элементный анализ проводился 
методом резерфордовского обратного рассея-
ния (РОР) ионов гелия в сочетании с компью-
терным моделированием RUMP [6]. Этот ме-
тод позволяет определить наличие любых эле-
ментов в покрытии, за исключением водорода. 
Определение содержания водорода в получен-
ных Me/Si-структурах было проведено с по 
мощью метода резонансных ядерных реак-
ций (ЯР). Для этого использовалась резонанс-
ная ядерная реакция при взаимодействии иона 
азота с атомом водорода 1Н(15N,αγ)12C. Распре-
деление водорода по глубине было определено 
при сканировании поверхности образцов пуч-
ком ионов N+ с энергией, изменяющейся в ин-
тервале 6380−7000 МэВ через 10 кэВ в зависи-
мости от толщины анализируемого слоя. Преоб-
разование шкалы энергии N+ в шкалу глубины 
было выполнено с использованием тормозной 
способности ионов азота, полученной с помо-
щью программы TRIM [7] на основании состава 
покрытий, смоделированного по данным спек-
тров РОР по программе RUMP.  

На рис. 1 представлены спектры РОР от крем-
ниевого образца до и после осаждения покрытия 
на основе Ti. Анализ спектров РОР показал, что 
на поверхности кремния формируется покрытие 
(сигнал от атомов кремния сдвигается в область 
меньших каналов (рис. 1, кривая 2)). Согласно 
данным РОР, в состав покрытия входят помимо 
атомов осаждаемого металла (Ti), атомы техно-
логических примесей углерода и кислорода.  
Об этом свидетельствуют соответствующие пики 
на спектре (рис. 1, кривая 2). В спектрах РОР от 
исходного образца кремния (рис. 1, кривая 1) 
пики сигналов от атомов С и О не наблюдаются. 
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Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия от Si (1)  

и структуры Ti/Si (2), полученной при Ji / Ja = 0,04 
 

Также необходимо отметить, что в состав 
покрытия входят атомы кремния из подложки. 
Об этом свидетельствует «ступенька» от сиг-
нала атомов кремния в области 220−235 кана-
лов (рис. 1, кривая 2).  

На рис. 2 представлены профили распреде-
ления элементов по глубине в Ti/Si-структуре, 
полученной на основе экспериментальных дан-
ных спектров РОР. Анализ показывает, что в со-
став сформированной структуры, помимо ато-
мов осажденного металла (∼10 ат. %) и атомов 
кремния из подложки (10−15 ат. %), входят ато-
мы технологической примеси углерода (30− 
40 ат. %) и кислорода (20−30 ат. %). 
 

 
Рис. 2. Профили распределения элементов  

по глубине в Ti/Si-структуре 
 

Аналогичные исследования методом РОР 
были приведены для Co/Si-структур. Анализ 
спектров показывает, что в состав Co/Si-
структуры входят атомы осажденного металла 
(∼7 ат. %), атомы кремния (10−15 ат. %) и атомы 

технологических примесей: углерода (30−  
45 ат. %) и кислорода (20−35 ат. %). 

Содержание водорода в сформированных 
Me/Si-структурах определялось методом ре-
зонансных ядерных реакций. Для этого ис-
пользовалась резонансная (Г = 1,86 кэВ) ядер-
ная реакция при взаимодействии иона азота  
с атомом водорода. Для определения концен-
трации водорода в покрытии применялась ка-
либровка системы [8]. Распределение водо-
рода по глубине в приповерхностных слоях 
образцов было установлено с помощью ска-
нирования поверхности образца пучком 
ионов N+ с энергией, изменяющейся в интер-
вале 6380−7000 МэВ. Для каждого образца 
проводилось не менее пяти последователь-
ных сканирований поверхности. 

На рис. 3 представлен профиль распределе-
ния атомов водорода по глубине в Co/Si-
структуре. Следует отметить, что толщина слоя, 
в котором обнаружены атомы водорода, соот-
ветствует толщине осажденного покрытия. 
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Рис. 3. Профиль распределения водорода по глубине 
в Co/Si-структуре: 

1 − 1-е сканирование; 2 − 5-е сканирование  
поверхности 

 
Результаты проведенного эксперимента  

с применением метода ЯР подтверждают ре-
зультаты моделирования RUMP в аналогичных 
покрытиях, сформированных ионно-ассистиру-
емым осаждением на подложки из кремния  
и алюминия [9]. Причем в приповерхностных 
слоях исходных подложек кремния атомы водо-
рода не были обнаружены методом ЯР. Это ука-
зывает на тот факт, что атомы водорода появля-
ются в покрытии в процессе его осаждения. Ис-
точником водорода, а также кислорода и угле-
рода [3−5, 9], на наш взгляд, является летучая 
фракция углеводородов вакуумного масла диф-
фузионного паромасляного насоса. 
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При последующих сканированиях поверхно-
сти анализирующим пучком ионов азота N+ кон-
центрация атомов водорода в приповерхност-
ном слое уменьшается (рис. 3), а после 4-го или 
5-го сканирования практически не изменяется и 
становится равной согласно данным экспери-
мента: ∼1,6 ⋅ 1016 ат/см2 для Со/Si-структуры и 
∼1,4 ⋅ 1017 ат/см2 для Ti/Si-структуры (таблица). 

Уменьшение концентрации атомов водорода 
в приповерхностных слоях сформированных 
структур под воздействием анализирующего 
пучка ионов азота N+ можно объяснить дегаза-
цией атомов водорода и его соединений водо-
рода, которые оказались химически слабо свя-
заны с другими атомами покрытия.  

 
Содержание водорода в приповерхностных слоях 

Ti/Si- и Со/Si- структур  

Число 
скани-

рований 

Глубина 
слоя, нм 

n, 
ат/см3 

Nt, 
см–2 

C, ат. 
% 

Ti/Si 
1 

125,7 1,47 ⋅ 1022 1,85 ⋅ 1017 19,89 
5 1,12 ⋅ 1022 1,41 ⋅ 1017 15,76 

Co/Si 
1 

125,7 1,41 ⋅ 1022 1,77 ⋅ 1017 20,11 
5 1,24 ⋅ 1022 1,56  ⋅1017 17,73 
 

На рис. 4 представлены данные масс-спектро-
метрического анализа состава компонентов сфор-
мированного покрытия, выделяющихся из него  
под воздействием пучка анализирующих ионов N+ 
(рис. 4, кривая 1). В качестве сравнения на рис. 4 
(кривая 2) приведены данные анализа состава ком-
понентов, которые выделяются из приповерхност-
ных слоев исходных образцов кремния под воздей-
ствием анализирующего пучка ионов азота. Резуль-
таты масс-спектрометрического анализа подтвер-
ждают обнаруженный по данным ЯР (см. таблицу) 
эффект дегазации части элементов покрытия под 
воздействием пучка ионов азота. Действительно, в 
процессе измерений из покрытия выделяются ато-
мы водорода, углерода, кислорода, молекулы водо-
рода и кислорода, молекулы соединений углерода с 
кислородом и водородом, а также соединений во-
дорода с азотом, введенного при исследовании. 
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Рис. 4. Данные масс-спектрального  
анализа состава элементов,  
выделяющихся из образцов  

под воздействием пучка  
анализирующих ионов азота: 

1 – Si; 2 – Co/Si 
 

Заключение. Методом ионно-ассистируе-
мого осаждения получены Ti/Si- и Со/Si-струк-
туры. Время осаждения покрытий составляло 2 ч 
при ускоряющем напряжении U = 7 кВ и плотно-
сти ионного тока ∼4−5 мкА/см2. В рабочей ка 
мере в процессе осаждения покрытий поддержи-
вался вакуум при давлении ~10−2 Па.  

Исследования поверхности Ti/Si- и Со/Si-
структуры, проведенные с применением мето-
дов резерфордовского обратного рассеяния и 
резонансных ядерных реакций, показали, что 
сформированные структуры содержат атомы 
осаждаемого металла (5−8 ат. %), атомы крем-
ния из подложки (8−12 ат. %), а также атомы 
технологических примесей водорода (15− 
20 ат. %), углерода (25−35 ат. %) и кислорода 
(15−25  ат. %). Источником технологических 
примесей является летучая фракция углеводо-
родов вакуумного масла диффузионного паро-
масляного насоса.  

Концентрация водорода уменьшается при 
повторных сканированиях образцов анализиру-
ющим пучком ионов азота, что связано с дегаза-
цией атомов, которые слабо связаны с атомами 
покрытия. В покрытии остается ∼1,4 ⋅ 1017 ат/см2 
для Ti/Si-структуры и ∼1,6 ⋅ 1016 ат/см2 для 
Со/Si-структуры. 
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УДК 537.633.2 
В. Р. Мадьяров  

Белорусский государственный технологический университет 
ПРИМЕНЕНИЕ ЭФФЕКТОВ МАГНИТОПЛАЗМЕННОГО ОТРАЖЕНИЯ  
И МАГНИТНОГО ВРАЩЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОННЫХ  

ХАРАКТЕРИСТИК ПОЛУПРОВОДНИКОВ 
Применение магнитооптических эффектов в ИК- и СВЧ-диапазонах позволяет получить инфор-

мацию о таких параметрах электронного переноса в полупроводниковых материалах и многослойных 
наноструктурах, как подвижность, эффективная масса и время релаксации. Постановка измерений с 
продольной и поперечной ориентациями магнитного поля относительно волнового вектора падающей 
волны является более результативной в сочетании с зондированием образца на прохождение волны. 
Минимальный коэффициент пропускания достигается при определенных соотношениях между часто-
той зондирующей волны, циклотронной и магнитоплазменной частотами, которые зависят от эффек-
тивной массы и концентрации носителей заряда. Расчеты показывают, что в продольном магнитном 
поле можно определить эффективную массу, измерив величину частотного сдвига Δω края магнито-
плазменного отражения в дальней ИК-области. Для наблюдения эффекта уменьшения пропускания 
ИК-волны вследствие магнитоплазменного резонанса применялось увеличение концентрации носите-
лей с помощью изменения мощности фотовозбуждения. Оценка эффективной массы по величине Δω 
дает значение, удовлетворительно согласующееся с известными данными. Показано, что в образце n-
Si при продольной ориентации магнитного поля постоянная вращения монотонно возрастает с часто-
той в диапазоне 50–80 ГГц и примерно на порядок превышает значение, полученное для поперечного 
магнитного поля. Полученные данные позволяют выбрать наиболее эффективную и технически про-
стую схему измерений. 

Ключевые слова: волны миллиметрового диапазона, эффект Фарадея, магнитоплазменное 
отражение, концентрация носителей, эффективная масса. 

Для цитирования: Мадьяров В. Р. Применение эффектов магнитоплазменного отражения и 
магнитного вращения для определения электронных характеристик полупроводников // Труды 
БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2. (260). С. 65–69. 

V. R. Madyarov  
Belarusian Sate Technological University 

MEASUREMENT OF ELECTRONIC TRANSFER PARAMETERS  
IN SEMICONDUCTORS USING MAGNETOPLASMIC REFLECTION  

AND  MAGNETIC ROTATION EFFECTS 
The use of magneto-optical effects in the microwave range makes it possible to obtain information about such 

parameters of electron transfer in semiconductor materials and multilayer nanostructures as mobility, effective mass 
and relaxation time. Measurements with the longitudinal and transverse orientation of the magnetic field relative to 
the wave vector of the incident wave (in the geometry of Faraday and Voigt) are more effective in combination with 
probing the sample for the passage of the wave. Calculations show that in the longitudinal geometry,  
the parameters of a semiconductor can be determined by the magnitude of the frequency shift Δω of the edge of  
the magnetoplasmic reflection in the far IR region. The minimum transmission coefficient is achieved at certain 
relations between the frequency of the probing wave, cyclotron and magnetoplasma frequencies, which depend on 
the effective mass and carrier concentration. To observe the effect of reducing in transmission of the IR wave due to 
the magnetoplasmic resonance, an increase in the concentration of carriers was used by changing the photoexcitation 
power. The estimation of the effective mass using the measured shift Δω provides a value that is in satisfactory 
agreement with the known data. It is shown that in the n-Si sample, with the longitudinal orientation of the magnetic 
field, the rotation constant monotonically increases with a frequency in the range of 50-80 GHz and is approximately 
an order of magnitude higher than the value obtained for the transverse magnetic field. The obtained data allow to 
use the most efficient and technically simple measurement arrangement. 

Keywords: millimeter waves, Faraday effect, magnetoplasma reflection, carrier concentration, ef-
fective mass. 

For citation: Madyarov V. R. Measurement of electronic transfer parameters in semiconductors us-
ing magnetoplasmic reflection and magnetic rotation effects. Proceedings of the BSTU, issue 3, 
Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 65–69 (In Russian). 
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Введение. В настоящее время для определе-
ния параметров электронного переноса в полу-
проводниках, таких как скорости поверхностной 
и объемной рекомбинации и длина диффузии 
носителей заряда, применяются бесконтактные 
методы с использованием излучений миллимет-
рового и видимого диапазонов [1–3]. Методы, 
основанные на измерении фотопроводимости в 
поперечном (геометрия Фойгта) и продольном 
(геометрия Фарадея) магнитном поле по отноше-
нию к направлению зондирующей волны приме-
нялись для определения рекомбинационных пара-
метров носителей заряда в эпитаксиальных плен-
ках Cd-Te [4, 5]. Методика на основе эффекта 
магнитного вращения плоскости поляризации 
зондирующего излучения в миллиметровом диа-
пазоне позволяет оценить такие параметры, как 
подвижность, эффективная масса носителей за-
ряда и время релаксации. Величину подвижности 
носителей можно получить из измерений угла 
поворота плоскости колебаний электрического 
вектора зондирующей волны при различной ори-
ентации внешнего постоянного магнитного поля. 
Значительную информацию о параметрах элек-
тронного переноса дает применение магнито-
плазменного отражения. Характеристические ча-
стоты, при которых коэффициенты пропускания 
зондирующего излучения достигают своих экс-
тремальных значений, зависят от концентрации и 
эффективной массы носителей заряда в полупро-
воднике, а также от взаимной ориентации век-
тора внешнего постоянного магнитного поля и 
волнового вектора зондирующего излучения. 
Магнитоплазменная и циклотронная частоты, а 
также частота столкновений, определяющая 
время релаксации носителей, находятся в обла-
сти частот, где все полупроводниковые матери-
алы сравнительно слабо поглощают излучение 
миллиметрового и дальнего ИК-диапазона.  

Изменение значений характеристических 
частот может достигаться варьированием внеш-
них параметров – магнитной индукции, напря-
женности электрического поля, температуры 
полупроводника, мощности зондирующего из-
лучения. Изменение этих параметров в значи-
тельных пределах обеспечивает возможность 
достижения резонанса путем зондирования из-
лучением фиксированной частоты при парамет-
рическом изменении характеристических частот 
полупроводника. В данной работе предложена 
методика определения эффективной массы 
электронов в полупроводниковом образце из из-
мерений коэффициента пропускания на магни-
топлазменных частотах. Приведены результаты 
измерения угла поворота плоскости поляриза-
ции в продольном и поперечном магнитных по-
лях. Сопоставляются чувствительности этих из-
мерительных схем. 

Основная часть. Изменение характеристиче-
ской частоты достигается изменением концентра-
ции электронов плазмы, создаваемой путем облу-
чения от вспомогательного источника (лазера) и  
изменения индукции внешнего магнитного поля. 
Когда плазменная частота и частота зондирующего 
излучения совпадают, на зависимости коэффици-
ента пропускания от мощности вспомогательного 
лазера должен наблюдаться минимум. Для зонди-
рования наиболее целесообразно использовать ис-
точники с малым поглощением в объеме образца, 
энергия квантов излучения которых не превышает 
ширину запрещенной зоны. Концентрация носи-
телей и плазменная частота изменялись регулиро-
ванием мощности источника фотовозбуждения. 
Изменяя индукцию магнитного поля, можно до-
полнительно регулировать характеристическую 
частоту образца до достижения минимального 
значения коэффициента пропускания образца. 
Если магнитное поле с индукцией B направлено 
вдоль распространения зондирующей волны с ча-
стотой ω, то для проекций электрического поля Ex 
и Ey выполняются следующие уравнения [6]:  
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 ω− ε + μ ω σ + σ = 
 
 ω− ε − μ ω σ − σ = 
 

  (1) 

Решение (1) для дальней ИК-области (~1013 с–1), 
дает величину сдвига Δω магнитоплазменного 
отражения [6]: 

 1 ,
2p c

∗Δω = ω − ω = ω  ( ) 1cω ω τ  ,  (2) 

где ω* – резонансная частота, соответствующая ми-
нимальному пропусканию образца; ωp и ωc – соот-
ветственно плазменная и циклотронная частоты: 

 
2

0
p

ne
m∗ω =

ε
, c

eB
m∗ω = ,  (3)  

n – концентрация электронов в плазме фотовоз-
буждения; e – элементарный заряд; ε0 – диэлектри-
ческая постоянная; B – магнитная индукция; m* – 
эффективная масса электрона. Знаки в (2) соответ-
ствуют направлениям поворота плоскости поля-
ризации зондирующей волны (его изменение 
обеспечивается изменением направления магнит-
ного поля), условие (2) определяет выбор частоты 
зондирующего источника  

Выражение, аналогичное (2) для дальней 
ИК-области, можно также получить и для  
поперечной геометрии, в которой магнитное 
поле ориентировано перпендикулярно к направ-
лению распространения волны.  
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Интенсивность излучения, прошедшего через 
образец, измерялась охлаждаемой полупроводни-
ковой термопарой. Магнитное поле в области об-
разца, перпендикулярное к направлениям возбуж-
дающего и зондирующего излучений, создавалось 
электромагнитом, обмотка которого питалась от 
регулируемого источника постоянного тока. Обра-
зец в виде квадратной пластинки со стороной 8 мм 
помещался в зазор электромагнита. Толщина пла-
стинки ‒ 0,5 мм. В качестве образца использовалась 
пластинка InSb. Для фотовозбуждения применя-
лось излучение лазерного диода с длиной волны 
0,808 мкм. Плазменная частота образца изменялась 
регулированием концентрации носителей заряда  
в зоне проводимости исследуемого полупроводни-
ка за счет изменения мощности фотовозбуждения.  

На рис. 1 представлены зависимости коэф-
фициента пропускания образца InSb от мощно-
сти фотовозбуждения, полученные для противо-
положных направлений магнитного поля и при 
его отсутствии. В качестве зондирующего ис-
пользовался источник с длиной волны 10,6 мкм 
(граничная длина волны края фундаментального 
поглощения InSb составляет 7,3 мкм).  

Наблюдается смещение минимального про-
пускания при различных направлениях магнит-
ного поля с ростом мощности фотовозбуждения P. 
Квадрат плазменной частоты пропорционален 
концентрации носителей заряда, создаваемой в 
зоне проводимости. С другой стороны, n увеличи-
вается пропорционально потоку квантов возбуж-
дающего излучения, а следовательно, пропорцио-
нально P. Поэтому мощность фотовозбуждения 
пропорциональна квадрату плазменной частоты, 

2
pP ω . Изменение направления магнитного поля 

в образце приводит в соответствии с уравнением (2) 
к уменьшению или возрастанию частоты резо-
нанса, на которой наблюдается минимальное про-
пускание. Смещение ΔP = P2 – P1 минимального 
пропускания симметрично относительно плазмен-
ного резонанса при B = 0, который наблюдается 
при мощности P0. Плазменная частота при отсут-
ствии поля совпадает с частотой излучения зонди-
рующего лазера ω0. Результаты дополнительных 
измерений показали, что абсолютная величина ΔP 
пропорциональна индукции магнитного поля. Это 
может указывать на приближенное выполнение 
формулы (2), согласно которой сдвиг поглощения 
не зависит от концентрации носителей заряда и 
пропорционален индукции магнитного поля. Для 
значений мощности P1 и P2 на резонансных часто-
тах *

1ω  и *
2ω справедливо соотношение 

 1 2
* *
1 2

P P=
ω ω

,  (4) 

где * *
 1 0 2 0

1 1 = ,  = 
2 2c cω ω − ω ω ω + ω . 

 
Рис. 1. Зависимости коэффициента пропускания  

образца InSb от мощности фотовозбуждения  
в геометрии Фарадея. Кривые 1 и 3 соответствуют 

различным направлениям поворота плоскости 
поляризации при B = 1,1 Тл,  

кривая 2 – пропусканию при B = 0  
 

Из уравнения (4), учитывая, что ΔP / P0 << 1 
и ωc / ωp << 1, выразим сдвиг по частоте  

 * * 0
2 1

0
 = c

PeB
Pm∗

ω Δ
ω − ω ω = = ,  (5) 

где P0 – значение мощности фотовозбуждения 
на частоте излучения зондирующего лазера ω0, 
соответствующее минимальному пропусканию 
при отсутствии магнитного поля. 

Из (5) выразим эффективную массу m∗ , учи-
тывая, что ω0 = 2πс / λ0 (c – скорость света в ва-
кууме, λ0 – длина зондирующей волны):  

 0 0

2
eB Pm

c P
∗ λ=

π Δ
.  (6) 

Расчет по формуле (6) дает значение эффек-
тивной массы через для InSb 0,015m0, близкое к 
ее циклотронному значению, 0,013m0 (m0 – масса 
свободного электрона). 

Для сопоставления углов поворота в про-
дольной и поперечной геометрии в качестве ис-
точника зондирующего излучения применялся 
генератор Г4-142 (рабочий диапазон 50–78 ГГц). 
Волновод имел стандартное прямоугольное се-
чение и был рассчитан на прохождение моды 
TE11. Использовались пластинки образцов n-Si  
и n-Ge толщиной 0,5 мм. Образцы помещались  
в неподвижную цилиндрическую переходную 
латунную секцию, состоящую из двух коаксиаль-
ных цилиндров. Один из цилиндров мог повора-
чиваться и соединялся со второй прямоугольной 
секцией. Магнитное поле, параллельное направ-
лению распространения волны в месте распо-
ложения образца, создавалось внутри обмотки, 
одетой на цилиндрическую секцию. Попереч-
ное магнитное поле возбуждалось в зазоре между 
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полюсами электромагнита. Плоскость образца 
кремния перпендикулярна оси [100], для кото-
рой известны продольная и поперечная эффек-
тивные массы. Направление продольного маг-
нитного поля совпадало с этой осью. Угол пово-
рота цилиндрической секции измерялся по сме-
щению светового пятна лазерного луча, отра-
женного от зеркальца, жестко соединенного с 
вращающейся секцией. Такая система обеспечи-
вала минимальный измеряемый угол поворота 
около 0,1 град при данной толщине образца. 
Мощность прошедшей волны измерялась детек-
торным блоком, вставленным во вторую прямо-
угольную секцию.  

На рис. 2 и 3 представлены зависимости уг-
лов вращения α и α⊥ от индукции магнитного 
поля в продольной и поперечной геометрии.  

 

 
Рис. 2. Зависимости угла магнитного вращения 

от магнитного поля для n-кремния (σ0 = 96 См/м) 
в продольной геометрии: 

1 – 63 ГГц; 2 – 56 ГГц; 3 – 53 ГГц 
 

Для продольного и поперечного поля наблю-
дается близкая к линейной зависимость угла вра-
щения от индукции магнитного поля. С ростом 
частоты зондирующего излучения угол поворота 
заметно увеличивается. Угол поворота плоскости 
поляризации для продольного поля α  значи-
тельно превышает значения α⊥ даже в сравни-
тельно слабых магнитных полях (10–30 мТл). 

 
Рис. 3. Зависимости угла магнитного вращения

от магнитного поля для n-кремния  
(σ0 = 96 См/м) в поперечной геометрии: 

1 – 63 ГГц; 2 – 56 ГГц; 3 – 53 ГГц 
 

 
Постоянная вращения α|| для параллельной  

геометрии на частоте 56 Ггц составляет около  
40 град/Тл·мм, тогда как в поперечной геомет-
рии на одинаковой частоте α⊥ составляет около 
0,25 град/Тл·мм. Таким образом, схема с гео-
метрией Фарадея оказывается гораздо более 
чувствительной к магнитному полю. 

Заключение. Показано, что для более про-
стой обработки результатов измерения эффек-
тивной массы носителей заряда целесообразно ис-
пользовать зондирование излучением ИК-диапа-
зона совместно с фотовозбуждением. 

В продольной геометрии эффективная масса 
оценивалась по величине сдвига минимума про-
пускания зондирующего излучения. В качестве 
варьируемого параметра использовалась мощ-
ность фотовозбуждения, которая связана с кон-
центрацией генерируемых электронов проводи-
мости и характеристической частотой. Эффектив-
ная масса определялась по значениям мощности, 
соответствующим минимальному пропусканию 
при отсутствии магнитного поля и при его вклю-
чении. Полученное значение находится в удо-
влетворительном соответствии с известными 
данными. Показано, что в образцах n-Si и n-Ge 
при продольной ориентации магнитного поля 
постоянная вращения примерно на порядок пре-
вышает значение, полученное для поперечного 
магнитного поля.  
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Д. А. Гринюк, Н. М. Олиферович, И. Г. Сухорукова, И. О. Оробей 
Белорусский государственный технологический университет 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКИХ КАНАЛОВ 
ВОЗДУШНОГО ТЕПЛООБМЕННИКА  

В статье проведено исследование способа выбора оптимального вида математической моде-
ли и определение ее параметров по каналам управления на примере воздушного теплообменни-
ка. С этой целью для выбора шаблона идентификации передаточной функции для объекта вы-
полнен ряд активных экспериментов. Выбор использованных шаблонов обусловлен анализом 
литературы и ограниченным количеством коэффициентов идентификации. Увеличение порядка 
модели канала управления для прикладных задач не рационально по причине нелинейного ха-
рактера свойств большинства технологических процессов. Результаты эксперимента подтверди-
ли, что динамические параметры модели подвержены постоянным случайным изменениям.  
Для исследуемого теплового объекта управления, который расположен в отапливаемом поме-
щении, колебания динамических параметров превышали 5%. 

Нелинейные свойства теплообменников обуславливают необходимость проведения ряда 
экспериментов. Анализ разгонных характеристик проводился численными методами для раз-
ных шаблонов путем минимизации отклонения между экспериментальными данными и ли-
нейной моделью. Для определения выходных параметров объекта управления были использо-
ваны три первичных преобразователя: два датчика температуры и один датчик влажности. 
Датчики температуры были установлены в одной точке пространства, но имели существенные 
отличия в конструкции и способе монтажа. В то же время результаты показывают, что тепло-
обмен в таких объектах происходит достаточно сложно. Сравнение передаточных функций 
для двух датчиков температуры не позволяет по экспериментальным данным отделить дина-
мику самого датчика от динамики объекта управления.  

Анализ результатов идентификации показал, что лучшим вариантом для данного объекта 
будет использование апериодического звена второго порядка с запаздыванием. При этом каче-
ство аппроксимации зависит от направления задающего воздействия. 

Ключевые слова: идентификация, нелинейная динамика, динамика теплообменников. 
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Идентификация параметров динамических каналов воздушного теплообменника // Труды БГТУ. 
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IDENTIFICATION OF THE DYNAMIC CHANNELS PARAMETER'S  
FOR THE AIRFLOW HEAT EXCHANGER 

The article explores the method of choosing the optimal type of mathematical model and determining  
its parameters by control channels using the example of an airflow heat exchanger. To this end, a number of 
active experiments were performed to select the transfer function identification template for the object. The 
choice of templates used is due to the analysis of the literature and the limited number of identification 
coefficients. Increasing the order of the control channel model for applied problems is not rational due to the 
non-linear nature of the properties of most technological processes. The results of the experiment confirmed that 
the dynamic parameters of the model are subject to constant random changes. For the studied thermal control 
object, which is located in a heated room, fluctuations in dynamic parameters exceeded 5%. 

Nonlinear properties of heat exchangers necessitate a series of experiments. The analysis  
of overclocking characteristics was carried out by numerical methods for different templates by minimizing 
the deviation between the experimental data and the linear model. To determine the output parameters of the 
control object, three primary transducers were used: two temperature sensors and one humidity sensor. 
Temperature sensors were installed at one point in space, but had significant differences in design and 
installation method. At the same time, the results show that heat transfer in such objects is rather 
complicated. Comparison of transfer functions for two temperature sensors does not allow us to separate the 
dynamics of the sensor itself from the dynamics of the control object based on experimental data.  

Analysis of the identification results showed that the best option for this object would be to use  
a second-order aperiodic link with a delay. In this case, the quality of the approximation depends on the 
direction of the driving action. 

Key words: identification, nonlinear dynamics, dynamics of heat exchangers.  

For citation: Hryniuk D. A., Oliferovich N. M., Suhorukova I. G., Orobei I. O. Identification  
of the dynamic channels parameter's for the airflow heat exchanger. Proceedings of BSTU, issue 3, 
Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 70–79 (In Russian).  

 
Введение. При построении систем управле-

ния технологическими объектами, механиче-
скими системами сейчас применяются два под-
хода. Один обусловлен развитием методов 
прямого универсального управления без непо-
средственного выявления динамических харак-
теристик элементов структуры управления  
и последующего синтеза звеньев коррекции 
и (или) регулирования. Для этого применяются 
как классические подходы с использованием 
математического анализа, так и нечеткие, 
нейронные и другие современные подходы. Не-
смотря на существование высокого потенциала 
у данного подхода, его применимость для 
управления технологическими процессами на 
сегодняшний день ограничена ввиду высоких 
требований к специалистам по внедрению  
и требований к надежности функционирования 
для реальных производств [1–6].  

Устоявшиеся подходы к построению систем 
управления предполагают определение дина-
мических каналов на основании теоретического 
анализа или (и) путем анализа эксперименталь-
ных данных. Наибольшей достоверностью об-
ладают методы с применением активной иден-
тификации, при которой до начала эксплуата-
ции или в процессе функционирования произ-
водят активное воздействие на канал регулиро-

вания в разомкнутом или замкнутом состоянии 
[7–10]. Полученные в результате данные под-
вергают обработке с помощью различных ма-
тематических методов или специального про-
граммного обеспечения (например, System 
Identification Toolbox в MatLAB). Каналы 
управления технологическими процессами, как 
правило, обладают определенным уровнем не-
линейности, что исключает точную линейную 
идентификацию. Большинство каналов также 
характеризуются определенной степенью не-
стационарности. По этой причине в процессе 
определения порядок передаточных функций 
обычно ограничивают.  

Вид искомой передаточной функции может 
быть определен исходя из математического 
анализа физических процессов. Однако здесь 
также возникают сложности по причине нали-
чия нелинейности и распределенности многих 
технологических процессов. 

Одним из таких распределенных парамет-
ров является температура. В литературе встре-
чаются различные варианты формирования мо-
дельных передаточных функций. Рассмотрим 
выбор формы аппроксимации на примере воз-
душного теплообменника. 

Объект исследования. Объектом иссле-
дования является воздушный теплообменник. 
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Нагревание осуществлялось с помощью элек-
трических нагревателей. В объекте установ-
лены два типа датчика. Один с длинной ме-
таллической погружной частью (1000 мм), 
другой – канальный датчик влажности и тем-
пературы FTK+ фирмы Thermokon Sensor-
technik (Германия). Датчики расположены  
в одной точке воздуховода. Управляющим воз-
действием выступает скорость движения по-
догретого воздуха. Изменение формируется  
за счет регулирования частоты оборотов двига-
теля нагнетающего вентилятора. Стенд нахо-
дится в подвальном помещении с минималь-
ным влиянием солнечного света на температу-
ру объекта и окружающей среды. Нагреванию 
подвергался воздух в помещении, который 
проходил через воздуховоды с нагревателя-
ми. Влияние стенда «на самого себя», которое 
оценивалось с помощью датчика температуры 
на входе в воздуховод. В случае отклонения 
по каким-то причинам больше, чем на один 
градус, разгонные характеристики отбра-
ковывались. Динамические характеристики 
снимались в области небольших отклонений 
около некоторого стационарного значения, но 
достаточных для того, чтобы обеспечить чув-
ствительность измерительных преобразовате-
лей. Диапазон изменений варьировался для 
отслеживания его влияния на динамические 
характеристики.  

Методика исследования. Для снятия ха-
рактеристик была настроена связь между кон-
троллером, к которому подключены датчики 
и исполнительные механизмы, и MatLAB че-
рез OPC-server. Перед началом проведения 
активного эксперимента включался стенд и 
температурный режим выводился на одно и то 
же стационарное значение. После прогрева  
и окончания переходных процессов проводи-
лось отклонение в одну сторону и его возврат  
в другую. Результаты сохранялись для после-
дующей обработки.  

Обработка проводилась методом поиска ко-
эффициентов передаточной функции путем ми-
нимизации коэффициента среднеквадратичного 
отклонения (СКО). 

В результате проведенного анализа литера-
туры выделили наиболее часто встречающиеся 
шаблоны для телообменников: 
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Формула (1) наиболее популярна и давно 
применялась для определения настроек ПИД-
регуляторов и не имеет прямого отношения 
непосредственно к теплообменным процес-
сам, а является максимально допустимым 
огрублением, которое позволяет по получен-
ному решению получить приемлемые,  
в большинстве случаев, настройки регулято-
ров. Создано немалое количество номограмм 
и таблиц, которые позволяют по значениям 
параметров модели выбрать настройки регу-
лятора.  

Использование формулы (2) рационально 
при значении n = 1 или n = 2, когда распреде-
ленность температуры незначительна или 
проявляется достаточно слабо. При присут-
ствии существенных градиентов температуры 
рационально будет использовать формулы 
(3)–(5).  

Результаты идентификаций. Номера экс-
периментов и технические параметры их про-
ведения сведены в табл. 1. Поскольку объект 
управления имеет отрицательный коэффициент 
усиления, то при увеличении частоты разгон-
ная кривая и результаты аппроксимации имели 
вид, как на рис. 1. 

Таблица 1 
Параметры экспериментов 

Номер 
экспе-

римента

Изменение 
частоты, Гц 

Изменение 
температуры, 

°С 

Изменение 
влажности, 

% 
1 13,7–22,9 52,7–48,2 9,18–11,23 
4 8,24–30,13 57,4–46,2 6,15–10,4 
6 8,19–22,91 57,4–49,2– 6,74–10,01 
8 8,19–22,91 58,03–49,34 6,79–9,86 
9 22,91– 8,16 49,43– 58,52 9,86– 6,54 
11 8,19–19,31 56,46–49,09 6,79–9,47 
12 19,25– 8,16 49,38–56,86 9,57– 6,69 
13 8,24–19,31 56,90–50,46 6,74–9,08 
14 19,30 – 8,17 50,56–59,15 9,08– 6,54 
15 8,19–30,13 56,33–45,86 8,35–13,57 
16 30,13–8,19– 45,86–57,54 13,57–8,15 
17 8,245–22,91 57,54–48,51 8,15–12,11 
18 22,91–8,245 48,51– 57,7 12,11–8,06 
 
В табл. 2, 3 приведены значения интеграль-

ной ошибки, которые были получены по резуль-
татам аппроксимации. В табл. 2 сведены резуль-
таты при изменении показателя n формулы (5), 
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в табл. 3 представлены значения при разных 
шаблонах аппроксимаций. Номер 1 соответ-
ствует датчику температуры с металлической 
монтажной частью, 2 – FTK+. Стрелка в табли-
це указывает на изменение управляющего воз-
действия: если вверх, то частота была увеличе-
на, если вниз – уменьшена.  

 
Таблица 2 

Интегральная ошибка при идентификации  
изменения температуры с использованием 

шаблона формулы (5) 

Номер/ 
датчик 

n 
1 2 3 5 9

1/1, ↑ 0,1046 0,1266 0,1316 0,2463 0,2142
1/2, ↑ 0,5840 0,6497 0,6751 0,7253 0,7185
4/1, ↑ 0,0293 0,0417 0,0812 0,1507 0,2541
4/2, ↑ 0,2080 0,2689 0,3590 0,3529 0,3596
6/1, ↑ 0,0513 0,1247 0,1476 0,3990 0,4390
6/2, ↑ 0,2080 0,3171 0,3375 0,4119 0,4166
8/1, ↑ 0,0513 0,1042 0,1120 0,2991 0,3292
8/2, ↑ 0,2835 0,4004 0,4353 0,5282 0,5119
9/1, ↓ 0,0527 0,0968 0,1001 0,2167 0,2796
9/2, ↓ 0,1676 0,5431 3,7274 0,4510 0,4618
11/1, ↑ 0,0821 0,0814 0,3289 0,4212 0,6021
11/2, ↑ 0,5555 1,6216 0,7465 0,7888 0,7837
12/1, ↓ 0,1310 0,1663 1,6201 0,3917 0,4861
12/2, ↓ 0,5903 1,5134 6,4658 0,9666 0,9676
13/1, ↑ 0,1030 0,0934 0,2162 0,5241 0,6208
13/2, ↑ 0,4300 0,5476 0,5817 0,6362 0,6345
14/1, ↓ 0,0728 0,0779 0,2969 0,4525 0,5545
14/2, ↓ 0,4042 0,9971 5,2575 0,8386 0,8552
15/1, ↑ 0,0334 0,0768 0,2174 0,0699 0,1394
15/2, ↑ 0,1190 0,2089 0,1637 0,1841 0,4018
16/1, ↓ 0,0799 0,1294 1,3143 0,3119 0,4115
16/2, ↓ 0,2418 0,5654 4,4994 0,8411 0,8447
17/1, ↑ 0,0602 0,1466 0,1062 0,3070 0,3260
17/2, ↑ 0,2614 0,2665 0,2889 0,3360 0,3436
18/1, ↓ 0,1240 0,1481 0,2822 0,4185 0,5068
18/2, ↓ 0,1310 0,1663 1,6201 0,3917 0,4861

 
Непоследовательность цифр опытов обу-

словлена нарушением проведения эксперимен-
тов вследствие существенных возмущений, ко-
торым подвергалась установка при проведении 
опытов.  

В каждой таблице выделены величины  
с минимальным значением интегральной 
ошибки. Этот же подход был использован  
и при составлении табл. 4, 5 для аппроксима-
ции кривых разгона влажности. Соответ-
ственно, в табл. 4 интегральная ошибка с ис-
пользованием аппроксимации формулы (5) 
при различных значениях n, табл. 5 – для раз-
ных шаблонов. 

Таблица 3 
Интегральная ошибка при идентификации 
изменения температуры с использованием 

разных шаблонов формул  

Номер/ 
датчик 

Номер шаблона 

(1) (2) (3) (5) при 
n = 2 (4) 

1/1, ↑ 0,6878 1,0731 0,5840 0,6497 0,5849
1/2, ↑ 0,2445 0,2202 0,1046 0,1266 0,1046
4/1, ↑ 0,2780 0,0980 0,0293 0,0417 0,0293
4/2, ↑ 0,3286 0,9755 0,2080 0,2689 0,2121
6/1, ↑ 0,4281 0,0834 0,0513 0,1247 0,0523
6/2, ↑ 0,3624 0,6378 0,2080 0,3171 0,2117
8/1, ↑ 0,3367 0,1235 0,0513 0,1042 0,0512
8/2, ↑ 0,4625 0,3641 0,2835 0,4004 0,2883
9/1, ↓ 0,3596 0,0757 0,0527 0,0968 0,0531
9/2, ↓ 0,4306 0,2706 0,1676 0,5431 0,1685

11/1, ↑ 0,6118 0,1583 0,0821 0,0814 0,0812
11/2, ↑ 0,7091 0,6539 0,5555 1,6216 0,5683
12/1, ↓ 0,5667 0,1303 0,1310 0,1663 0,1304
12/2, ↓ 0,8634 0,7359 0,5903 1,5134 0,5978
13/1, ↑ 0,5390 0,1402 0,1030 0,0934 0,0970
13/2, ↑ 0,5961 0,5058 0,4300 0,5476 0,4309
14/1, ↓ 0,6443 0,1130 0,0728 0,0779 0,0729
14/2, ↓ 0,7863 0,5661 0,4042 0,9971 0,4068
15/1, ↑ 0,3736 0,5036 0,0334 0,0768 0,0333
15/2, ↑ 0,2891 0,1350 0,1190 0,2089 0,1267
16/1, ↓ 0,5371 0,0753 0,0799 0,1294 0,0797
16/2, ↓ 0,7670 0,4359 0,2418 0,5654 0,2703
17/1, ↑ 0,3098 0,1667 0,0602 0,1466 0,0599
17/2, ↑ 0,2896 0,2350 0,2614 0,2665 0,2768
18/1, ↓ 0,6003 0,1545 0,1240 0,1481 0,1236
18/2, ↓ 0,7353 0,5496 0,4225 1,2632 0,4261

 
Таблица 4 

Интегральная ошибка при идентификации 
изменения влажности с использованием шаблона 

формулы (5) 

Номер  n 
1 2 3 5 9 

1, ↑ 0,8456 0,8926 0,8773 0,9102 1,1142
4, ↑ 0,1716 0,1817 0,3040 0,3401 0,6319
6, ↑ 0,2819 0,2908 0,3628 0,4366 0,6206
8, ↑ 0,3647 0,3908 0,3810 0,4141 0,6422
9, ↓ 0,4565 0,8499 0,4524 0,4540 0,4565

11, ↑ 0,6107 0,6135 0,6935 0,8070 0,9195
12, ↓ 1,6091 2,2348 4,7563 1,7249 1,7068
13, ↑ 0,5453 0,5580 0,6484 0,7193 1,0474
14, ↓ 0,6820 0,7725 0,7028 0,6975 0,7372
15, ↑ 0,2912 0,3817 0,6664 0,2773 0,3195
16, ↓ 0,2408 0,5530 0,2494 0,2551 0,2991
17, ↑ 0,2129 0,3991 0,2608 0,2653 0,4394
18, ↓ 0,2985 0,4006 0,3837 0,3960 0,4600
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Таблица 5 
Интегральная ошибка при идентификации 

изменения влажности с использованием разных 
шаблонов формул  

Номер 
Номер шаблона 

(1) (2) (3) (5) при 
n = 2 (4) 

1, ↑ 1,1000 0,8617 0,8456 0,8926 0,8456
4, ↑ 0,5641 0,1785 0,1716 0,1817 0,1713
6, ↑ 0,6665 0,2949 0,2819 0,2908 0,2819
8, ↑ 0,6340 0,4981 0,3647 0,3908 0,3648
9, ↓ 0,5226 0,7297 0,4565 0,8499 0,6138
11, ↑ 1,0702 0,6712 0,6107 0,6135 0,6138
12, ↓ 1,6730 1,8360 1,6091 2,2348 1,6763
13, ↑ 0,9608 0,6283 0,5453 0,5580 0,5456
14, ↓ 0,8712 0,8180 0,6820 0,7725 0,6497
15, ↑ 0,4949 0,9817 0,2912 0,3817 0,2766
16, ↓ 0,3961 0,4238 0,2408 0,5530 0,2405
17, ↑ 0,4160 0,2896 0,2129 0,3991 0,2115
18, ↓ 0,5345 0,2897 0,2985 0,4006 0,2984

 
На рис. 1, 2 приведены примеры кривых 

разгона, которые подвергались аппроксимации. 
Предварительно кривые были нормированы 
путем деления на диапазон изменения. 

 

Рис. 1. Разгонные характеристики опыта 15  
при увеличении управляющего воздействия 
 

 

Рис. 2. Разгонные характеристики опыта 16  
при уменьшении управляющего воздействия 

Канал управления имеет отрицательный ко-
эффициент управления по температуре и поло-
жительный по влажности, т. е. при увеличении 
частоты оборотов температура падает вследствие 
увеличения количества проходящего воздуха че-
рез нагреватели с постоянной мощностью, посто-
янство же влагосодержания при уменьшении 
температуры приводит к повышению влажности.  

Для анализа качества аппроксимации при-
ведены зависимости ошибки между экспери-
ментальными данными и результатами аппрок-
симации для опытов 15 и 16 (рис. 3–14). 

 

Рис. 3. Погрешность аппроксимации опыта 15  
для датчика 1 при разных шаблонах 

 

Рис. 4. Погрешность аппроксимации опыта 16  
для датчика 1 при разных шаблонах 

 

Рис. 5. Погрешность аппроксимации опыта 15  
для датчика 1 при разных значениях n в формуле (5) 
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Рис. 6. Погрешность аппроксимации опыта 16  

для датчика 1 при разных значениях n в формуле (5) 

 
Рис. 7. Погрешность аппроксимации опыта 15  

для датчика 2 при разных шаблонах 
 

 

Рис. 8. Погрешность аппроксимации опыта 16  
для датчика 2 при разных шаблонах 

 

Рис. 9. Погрешность аппроксимации опыта 15  
для датчика 2 при разных значениях n в формуле (5) 

 
Рис. 10. Погрешность аппроксимации опыта 16  

для датчика 2 при разных n 

 
Рис. 11. Погрешность аппроксимации опыта 15  

для влажности при разных шаблонах 

 
Рис. 12. Погрешность аппроксимации опыта 16  

для влажности при разных шаблонах 

 
Рис. 13. Погрешность аппроксимации опыта 15  

для влажности при разных значениях n в формуле (5)  

0 1000 2000 3000 

0 

t, с

(1) 

(5) 
 при n = 2 (2) 

(3), (4)

Δ 

0 1000 2000 3000

0 

Δ (1) 

(5) 
 при 
n = 2 

(2) (3), (4) 

0 1000 2000 3000 

0

0,1

t, с 

Δ (1

(5) 
 при 
n = 2 

(2) 

 (4) 

(3) 

0 1000 2000 3000 

0

t, с

Δ
(1)

(5) 
 при 
n = 2 

(2)

 (4)

(3)

0 1000 2000 3000 

0 

9 

n = 1

n = 5 
n = 3 

t, с 

Δ

0 1000 2000 

0 

0,02

0,04

t, с 

Δ 

n = 1 
n = 2

n = 3 
n = 5 

n = 9 

0 1000 2000 3000 

0

n = 1

n = 3 
n = 2 

n = 5
n = 9

Δ

t, с

0,04

0 1000 2000 

0

t, с 

Δ
n = 1 

n = 9
n = 5

n = 2

n = 3–0,02

n = 2

t, с

0,04

0,02

–0,02

0,12

0,08

0,04

0,12

0,08

0,04

–0,04

–0,04

0,04

0,08

0,12

–0,1

–0,02

–0,04

0,02

0,08



76 Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ êàíàëîâ âîçäóøíîãî òåïëîîáìåííèêà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2022 

Опыты характеризуются максимальным 
воздействием на объект исследования и ми-
нимальным случайным воздействием при 
проведении экспериментов. Графики на 
рис. 3–14 построены после проведения сгла-
живания по методике, представленной в ли-
тературе [6–9], что вызвано желанием 
уменьшить влияние эффекта квантования от 
аналого-цифровых преобразователей и шумов 
случайных процессов, который характерен 
для исходных данных. 

 

Рис. 14. Погрешность аппроксимации опыта 16  
для влажности при разных значениях n в формуле (5) 

 
Графики скомпонованы по тому же 

принципу, что и табл. 2–5. 
В табл. 6–8 представлены динамические 

параметры для шаблона (3) для опытов, ко-
торые расставлены в последовательности 
увеличения амплитуды воздействия сигнала 
на входе канала идентификации. Выбор опы-
тов из полного спектра обусловлен наилуч-
шими условиями проведения эксперимента. 
Значения параметров в таблицах даны в се-
кундах. 

Таблица 6 
Динамические параметры модели для датчиков 

температуры  

Номер 

С металлической 
монтажной частью FTK+ 

Параметры модели 
T1 T2 τ T1 T2 τ 

 При увеличении частоты 
13 275,0 173,4 48,04 481,0 80,64 8,502
17 354,4 117,1 41,47 512,9 37,25 32,78
15 252,7 156,2 123,1 389,5 119,9 64,17

 При уменьшении частоты 
14 251,6 399,5 38,29 607,3 144,5 9,340
18 233,7 419,3 39,48 620,0 126,4 9,340
16 203,9 449,7 59,70 572,3 183,3 5,837

Таблица 7 
Динамические параметры модели для датчика 

влажности 

Номер Параметры модели 
T1 T2 τ

При увеличении частоты 
13 300,9 225,2 73,38
17 126,5 403,7 75,31

 
15 315,3 161,6 141,87

При уменьшении частоты 
14 191,4 410,7 95,24
18 196,5 425,5 45,60
16 110,1 471,8 111,1
 
Для оценки влияния показателя n шаблона 

формулы (5) в табл. 9–11 представлены значе-
ния полученных динамических параметров пе-
редаточных функций. Значения параметров в 
таблицах даны в секундах. Здесь прослежива-
ются определенные последовательности. 

 
Таблица 8 

Запаздывание по результатам идентификации 
для шаблона формулы (5) 

Номер n 
1 2 3 5 9 

15/1 123,1 64,21 41,33 31,54 25,34 
15/2 64,17 37,92 27,56 5,837 116,2 

15/влажн. 141,9 135,2 53,30 76,05 53,96 
16/1 59,70 37,19 5,837 23,35 5,837 
16/2 5,837 5,837 5,837 53,33 47,79 

16/влажн. 111,1 51,42 39,61 23,35 23,91 
17/1 41,47 43,27 10,31 58,44 45,94 
17/2 32,78 12,02 11,19 29,70 36,01 

17/влажн. 75,31 38,92 55,03 18,29 114,4 
18/1 39,48 24,04 23,35 23,35 9,139 
18/2 9,340 5,837 5,837 55,75 24,35 

18/влажн. 45,60 22,18 57,88 21,40 22,51 
 

Таблица 9 
Большая постоянная времени  

при идентификации для шаблона формулы (5) 

Номер n 
1 2 3 5 9

15/1 252,7 252,9 159,6 308,2 316,8
15/2 389,5 257,4 414,3 417,2 428,9

15/влажн. 315,3 237,9 181,8 372,2 369,3
16/1 449,7 331,3 225,2 521,5 528,0
16/2 572,3 360,9 232,5 672,8 664,1

16/влажн. 471,8 310,2 479,8 484,7 505,7
17/1 354,4 381,1 376,9 386,6 398,6
17/2 512,9 509,9 512,0 521,5 521,5

17/влажн. 403,7 273,1 441,3 441,3 456,2
18/1 419,3 331,3 505,7 529,1 530,2
18/2 619,9 347,7 223,3 669,7 664,1

18/влажн. 425,5 318,4 505,7 511,0 509,9
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Таблица 10 
Меньшая постоянная времени  

при идентификации для шаблона формулы (5) 

Номер n 
1 2 3 5 9

15/1 156,2 105,8 0,0016 40,27 22,36 
15/2 119,9 0,0779 46,14 31,69 4,513 

15/влажн. 161,6 0,0423 0,0521 36,35 22,91 
16/1 203,9 1,216 0,0001 37,24 22,13 
16/2 183,3 0,0001 0,0001 14,20 8,7650

16/влажн. 110,1 2,343 59,35 38,05 19,99 
17/1 117,1 46,14 43,35 15,42 8,855 
17/2 37,25 29,82 19,05 6,349 3,172 

17/влажн. 126,5 4,056 40,84 31,34 5,849 
18/1 233,7 1,061 60,60 33,48 19,64 
18/2 126,4 0,0001 0,0001 9,178 8,765 

18/влажн. 196,5 1,531 41,85 31,50 17,67 
 

Обсуждение. 1. Для выбора подхода к на-
стройке системы управления объектами с нели-
нейной динамикой следует производить оценку 
возможных изменений параметров. Табл. 2–5 по-
казывают, что минимальная ошибка аппроксима-
ции соответствует шаблону, который представля-
ет собой апериодическое звено второго порядка с 
запаздыванием и соответствует формуле (3). Ва-
риант шаблона (4) практически эквивалентен 
шаблону (3) и поэтому в некоторых случаях дает 
меньшую интегральную ошибку, однако отличия 
между данными шаблонами незначительны.  

Изменение параметров n в шаблоне (5), в от-
личие от объекта исследования [11, 12], ухудшает 
качество. Однако интегральная ошибка имеет не-
которую зависимость от этого показателя. Худ-
шие характеристики очень часто возникают при 
значениях n = 2 и n = 3. Выбор в пользу шаблона 
в виде апериодического звена первого порядка с 
запаздыванием (шаблон (1)), который часто ис-
пользуется в прикладных решениях, приводит к 
ухудшению качества аппроксимации.  

Анализ графиков на рис. 4–14 показывает, 
что, кроме эффекта квантования (рис. 1, 2), ос-
новным источником накопления ошибки являет-
ся начальный участок разгонной характеристики. 
В какой-то мере наличие значительных отклоне-
ний между исходными данными и результатами 
аппроксимации на начальном участке может 
служить простейшим критерием выбора шабло-
нов. При этом сравнение качества аппроксимации 
показывает, что для опыта 15, при котором идет 
процесс охлаждения, наблюдаются бо́льшие от-
клонения, чем для опыта 16 (идет процесс нагре-

вания). Наблюдается закономерность влияния 
параметра n на качество аппроксимации. Для 
опыта 16 наибольшее отклонение ошибки харак-
тероно для значения n = 3 или n = 2 (рис. 6, 10, 14). 
Для опыта 15 чаще наблюдается максимальное от-
клонение для n = 9. Нельзя не заметить, что для 
графиков опыта 15 отклонения ошибки аппрокси-
мации характеризуются меньшими значениями 
для большинства исследованных шаблонов.  

Несмотря на то, что разгонные характери-
стики снимались для одного объекта одновре-
менно, отделить динамическую составляющую 
объекта управления от динамики датчика по 
результатам эксперимента невозможно. Не-
смотря на близость разгонных кривых, динами-
ческие характеристики различны. Для датчика 
температуры с металлической монтажной ча-
стью постоянные времени меньше, но запазды-
вание больше. 

Как это было высказано в публикациях [13, 
14], для температурных объектов наблюдается 
нелинейная динамика. При увеличении частоты 
отношение минимальной и максимальной посто-
янных времени выбранной модели имеют 
бо́льшую величину, чем при уменьшении. Осо-
бенно это характерно для датчика FTK+. Однако 
зависимость носит нелинейный характер, что 
обусловлено, скорее всего, невозможностью 
обеспечить идентичность проведения экспери-
ментов. Проведение экспериментов с одинако-
вым управляющим воздействием показало вари-
ацию коэффициентов передаточных функций для 
всех шаблонов более 5% при сохранении отно-
шения динамических параметров.  

Увеличение показателя n для шаблона фор-
мулы (5) приводит к перераспределению вре-
менных параметров передаточных функций,  
в первую очередь, уменьшению запаздывания и 
малой величины постоянной в шаблоне (5). 

Заключение. 1. Динамические характери-
стики каналов регулирования температуры об-
ладают нелинейной динамикой. 

2. Рациональный выбор вида передаточной 
функции динамики тепловых процессов явля-
ется комплексной задачей. 

3. В случае соизмеримости накопления энер-
гии прибором измерения и непосредственно 
объектом управления рассмотрение этих состав-
ляющих по отдельности является грубым допу-
щением. Замена одного средства измерения 
температуры на другое с отличными массогео-
метрическими характеристиками требует прове-
дения повторной идентификации. 
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УДК 681.53 
Д. А. Гринюк, Н. М. Олиферович, И. Г. Сухорукова 

Белорусский государственный технологический университет 
ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ 

МЕХАНИЗМОВ НА ПРОЦЕСС ИДЕНТИФИКАЦИИ ДИНАМИКИ ОБЪЕКТА 
УПРАВЛЕНИЯ  

Контуры управления технологическими параметрами могут использовать различное обору-
дование при технической реализации. При настройке регуляторов данных систем и их модели-
ровании необходимо брать во внимание как линейные, так и нелинейные свойства объектов. 
При использовании в системах управления электрических приводов для перемещения регули-
рующего органа необходимо брать во внимание наличие существенных нелинейностей, которые 
могут сильно влиять на процесс, в том числе и при идентификации.  

Для оценки влияния нелинейных свойств электрических приводов исполнительных механиз-
мов проведено имитационное моделирование при различных параметрах объекта и нелинейных 
свойствах привода. Скорость перемещения исполнительного механизма была фиксированной, в то 
время как динамика объекта управления второго порядка менялась таким образом, чтобы он был 
либо быстрее, либо медленнее исполнительного механизма. Кроме этого, варьировалось соотно-
шение между постоянными времени объекта управления. Поскольку объект имеет нелинейные ха-
рактеристики, то идентификация выполнялась при нескольких вариантах сигнала задания.  

Идентификация проводилась путем минимизации среднеквадратического отклонения между 
исходной кривой разгона нелинейного объекта и передаточной функцией второго и третьего по-
рядков. Анализ результатов аппроксимации показал, что нелинейные свойства исполнительного 
механизма оказывают существенное влияние на процесс идентификации динамических свойств, 
пока постоянная времени объекта не становится много больше динамики исполнительного ме-
ханизма. Рациональный порядок передаточной функции аппроксимации объекта управления 
также определяется соотношением между динамикой исполнительного механизма и динамикой 
объекта управления. Для линеаризации нелинейных свойств исполнительного механизма стоит 
вводить в передаточную функцию звено запаздывания.  

Ключевые слова: идентификация, нелинейная динамика, электрический механизм посто-
янной скорости. 

Для цитирования: Гринюк Д. А., Олиферович Н. М, Сухорукова И. Г. Влияние параметров 
электрических исполнительных механизмов на процесс идентификации динамики объекта 
управления // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 
(260). С. 80–86. 

 
D. A. Hryniuk, N. M. Oliferovich, I. G. Suhorukova 

Belarusian State Technological University 
INFLUENCE OF ELECTRICAL ACTUATOR PARAMETERS ON THE PROCESS 

OF IDENTIFICATION OF THE CONTROL OBJECT DYNAMICS 
The process variable control loops can use various equipment for technical implementation. When 

tuning the controllers of these systems and their modeling, both linear and non-linear properties  
of objects should be taken into account. When using electric actuator in control systems to move the 
valve, one should take into account the presence of significant non-linearities that can greatly affect the 
process, including identification. 

To assess the influence of non-linear properties of electric drives of actuators, simulation modeling 
for various parameters of the object and non-linear properties of the drive was carried out. The speed  
of movement of the actuator was fixed, while the dynamics of the second order control object was 
changed in such a way that it was either faster or slower than the actuator. In addition, the ratio between 
the time response of the control object varied. Since the object has non-linear characteristics, the 
identification was performed with several variants of the reference signal. 

The identification was carried out by minimizing the roof-mean-square deviation between the 
initial acceleration curve of the nonlinear object and the transfer function of the second and third orders. 
An analysis of the approximation results showed that the nonlinear properties of the actuator have  
a significant impact on the process of identifying the dynamic properties until time response of the 
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object becomes much greater than the dynamics of the actuator. The rational order of the transfer 
function of the approximation of the control object is also determined by the relationship between the 
dynamics of the actuator and the dynamics of the control object. To linearize the nonlinear properties of 
the actuator, it is worth introducing a delay link into the transfer function. 

Key words: identification, non-linear dynamics, constant speed electrical mechanism.  

For citation: Hryniuk D. A., Oliferovich N. M., Suhorukova I. G., Orobei I. O. Influence of electrical 
actuator parameters on the process of identification of the control object dynamics dynamics. Proceedings  
of BSTU, issue 3, Physics and Mathematic. Informatics, 202, no. 2 (260), pp. 80–86 (In Russian). 

 
Введение. Несмотря на развитие частотных 

инверторов, которые позволили регулировать 
материальные потоки в технологических про-
цессах, управляя частотой оборотов двигателей 
насосов, компрессоров и другим актуальным 
оборудованием, построение систем управления с 
использованием регулирования материальных и 
тепловых потоков с помощью клапанов по-
прежнему занимает высокий процент примене-
ния. Для управления регулирующими клапанами 
используют различные приводы. Для непосред-
ственного перемещения и позиционирования 
штока используется энергия сжатого воздуха, 
жидкости или электродвигателя через механиче-
ские передачи [1]. На производстве чаще всего 
можно встретить пневматические и электриче-
ские приводы. Статические и динамические ха-
рактеристики приводов влияют на качество ре-
гулирования технологических параметров.  

Результаты наблюдений за работой про-
изводственного процесса часто показывают, 
что изменение свойств регулирующих кла-
панов является самой частой причиной пло-
хого функционирования контура управления 
и дестабилизации технологического процес-
са [2–4].  

Идеальной ситуацией для построения си-
стем регулирования являются линейные ха-
рактеристики приводов, которые могут быть 
учтены в процессе настройки замкнутых и 
разомкнутых систем. Однако в той или иной 
степени нелинейными свойствами характери-
зуются все приводы. Меньше всего проявля-
ются нелинейные свойства у пневматических 
исполнительных механизмов, что вместе с их 
низкой стоимостью и высокой точностью при 
использовании позиционера предопределило 
использование их на больших и средних про-
мышленных предприятиях. За счет техниче-
ского развития точность электрических при-
водов практически сравнялась, однако нели-
нейные свойства продолжают проявляться и 
влиять на качество регулирования. При этом 
нелинейные свойства этих устройств могут 
существенно отличаться ввиду развития си-
ловой электроники, изменения подходов к 
управлению процессом пуска и остановки 
двигателей. Конструкции двигателей претер-

певают изменения. При реализации исполни-
тельных устройств могут использоваться но-
вые типы двигателей, например такие, как 
вентильные. Применение микропроцессоров в 
схемах управления двигателями исполни-
тельных механизмов позволяет отказаться от 
типичного прямого пуска и реализовать раз-
личные кривые разгоны.  

Одной из проблем, на которую может по-
влиять нелинейные свойства исполнительно-
го механизма, является идентификация дина-
мических характеристик каналов управления 
[5–11]. 

Методика исследования. Целью иссле-
дования является оценка влияния типовых 
нелинейных параметров электрических ис-
полнительных механизмов на процесс иден-
тификации.  

Для решения задачи была создана матема-
тическая модель объекта второго порядка 
(рис. 1) с наиболее существенной нелинейной 
характеристикой электрического привода 
клапана – трехпозиционного релейного эле-
мента управления включением двигателя 
(рис. 2). Структура на рис. 1 не учитывает 
динамическую характеристику и особенности 
работы схемы управления двигателей, а так-
же динамику механической передачи между 
валом двигателя и непосредственно положе-
нием штока S.  

 

 

Рис. 1. Структура системы  

 
Рис. 2. Статическая характеристика 
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При исследовании менялись следующие ха-
рактеристики: 

– T1 = [1 2 4 6 10 18 54 162 486]; 
– kT = T2 / T1 [1 1,3 3 10]; 
– SP = [0,33 1 3 10]; 
– kx = xdown / xdown0 [1,3 1 0,5 0,1], 

где xdown0 = 0,015. 
Трехпозиционный элемент обладал симмет-

ричной характеристикой. Значение xup имело 
при моделировании фиксированное значение 
0,02, однако изменение значения SP позволяло 
проследить влияние данного параметра на 
процесс идентификации. 

При идентификации использовался метод 
аппроксимации при минимизации среднеквад-
ратичного отклонения путем вариации посто-
янными времени в шаблонах заданных переда-
точных функций [12, 13]. В качестве таких 
шаблонов применялись два варианта: 

 ( )( )11
)(

2010
1 ++

=
sTsT

ksW ; (1) 

 ( )( )( )12011
)(

2010
2 +++

=
ssTsT

ksW . (2) 

В последней формуле фиксированное зна-
чение 20 появилось для учета динамики ис-
полнительного устройства.  

Результаты и обсуждение. Некоторые ре-
зультаты исследований представлены в табл. 1–
12. Табл. 2–4, табл. 6–8 и табл. 10–12 отражают 
отношение исходного значения к полученно-
му. В каждую таблицу сведены одновременно 
и результаты аппроксимации по шаблону вы-
ражений (1) и (2), что имеет соответствующую 
пометку.  

Таблица 1 
Ошибка аппроксимации при SP = 1 и kx = 1 

T1 
kT 

1(1) 1(2) 1,3(1) 1,3(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 0,1270 1,4588 0,1353 1,3970 0,1731 1,1226 0,1406 0,3876
2 0,1878 1,1578 0,2039 1,0939 0,2246 0,7461 0,0679 0,0157
4 0,2720 0,8195 0,2801 0,7186 0,2116 0,2384 0,0352 0,0288
6 0,2974 0,5290 0,2933 0,4183 0,1698 0,0496 0,0250 0,0235

10 0,2827 0,1860 0,2631 0,1155 0,1054 0,0121 0,0154 0,0092
18 0,2197 0,0143 0,1937 0,0081 0,0491 0,0045 0,0085 0,0013
54 0,0983 0,0073 0,0778 0,0077 0,0194 0,0071 0,0036 0,0024
162 0,0450 0,0194 0,0328 0,0185 0,0159 0,0132 0,0035 0,0041
486 0,0436 0,0320 0,0348 0,0380 0,0321 0,0329 0,0098 0,0069

 
Первые четыре таблицы отражают влия-

ние соотношения между постоянными време-
ни при фиксированных значениях сигнала за-

дания и параметрах нелинейности. Табл. 5–8 
фиксируют влияние параметров нелинейно-
сти на процесс идентификации, а последняя 
серия таблиц отражает влияние сигнала зада-
ния на параметры передаточных функций (1) 
и (2). В последнем случае происходит факти-
ческое изменение параметров нелинейного 
элемента.  

Таблица 2 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T1 при SP = 1 и kx = 1 

T1
kT 

1(1) 1(2) 1,3(1) 1,3(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 6,0967 0,0000 6,3087 0,0000 7,1731 0,0000 10,548 2,0851
2 3,5322 0,0000 3,7138 0,0000 4,5832 0,5747 7,7286 2,9213
4 2,3064 0,3020 2,4422 0,4162 3,2810 1,0025 3,8735 0,2781
6 1,8640 0,4391 1,9716 0,5621 2,8286 1,1711 3,3468 0,0139

10 1,5069 0,5780 1,6686 0,6898 2,4186 0,7186 2,1598 0,2572
18 1,2852 0,6745 1,4125 0,6305 2,1917 0,5154 1,6683 0,4801
54 1,0694 0,5484 1,2370 0,6244 1,2897 0,7486 1,1866 0,8115
162 1,0329 0,7234 1,1751 0,8205 1,0772 0,9141 1,0942 0,9342
486 1,0071 0,8159 1,0741 0,8840 1,0117 0,9857 0,9892 0,9459

Таблица 3 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T2 при SP = 1 и kx = 1 

T1
kT 

1(1) 1(2) 1,3(1) 1,3(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 6,3086 0,0000 4,8848 0,0000 2,4134 0,0000 1,0584 0,2095
2 3,6655 0,0000 2,9001 0,0000 1,5372 0,1936 0,8096 0,3047
4 2,3072 0,3030 1,8990 0,3212 1,0949 0,3463 0,9401 0,7811
6 1,8674 0,4639 1,5923 0,4327 0,9499 0,4083 0,9050 0,9073

10 1,5334 0,5809 1,2850 0,5545 0,8418 0,7327 0,9761 0,9587
18 1,2931 0,7530 1,1252 0,8324 0,7623 0,9642 0,9789 0,9960
54 1,1150 1,2773 0,9638 1,1584 0,9520 1,0293 0,9979 0,9971
162 1,0331 1,2174 0,9050 1,0923 0,9954 1,0065 0,9931 1,0030
486 1,0077 1,1738 0,9488 1,0725 1,0013 0,9953 1,0074 1,0074

Таблица 4 
Отношение аппроксимированного коэффициента 
усиления объекта к исходному при SP = 1 и kx = 1 

T1
kT 

1(1) 1(2) 1,3(1) 1,3(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 0,9877 0,9952 0,9852 0,9972 0,9880 0,9959 0,9854 0,9900
2 0,9857 0,9931 0,9855 0,9948 0,9880 0,9914 0,9866 0,9843
4 0,9883 0,9908 0,9883 0,9906 0,9880 0,9900 0,9837 0,9821
6 0,9861 0,9900 0,9883 0,9900 0,9878 0,9852 0,9846 0,9837

10 0,9880 0,9866 0,9880 0,9883 0,9849 0,9854 0,9854 0,9827
18 0,9878 0,9865 0,9878 0,9838 0,9836 0,9836 0,9837 0,9856
54 0,9847 0,9862 0,9866 0,9862 0,9836 0,9864 0,9853 0,9838
162 0,9865 0,9838 0,9839 0,9838 0,9862 0,9838 0,9837 0,9862
486 0,9838 0,9862 0,9838 0,9838 0,9838 0,9836 0,9861 0,9861
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Таблица 5 
Ошибка аппроксимации при SP = 1 и kT = 3 

T1 
kx  

1,3(1) 1,3(2) 1(1) 1(2) 0,5(1) 0,5(2) 0,1(1) 0,1(2)
1 0,1702 1,1189 0,1731 1,1226 0,1761 1,1272 0,1781 1,1309
2 0,2213 0,7428 0,2246 0,7461 0,2297 0,7514 0,2330 0,7569
4 0,2078 0,2366 0,2116 0,2384 0,2174 0,2420 0,2209 0,2443
6 0,1667 0,0480 0,1698 0,0496 0,1745 0,0506 0,1785 0,0509

10 0,1028 0,0123 0,1054 0,0121 0,1087 0,0129 0,1132 0,0133
18 0,0478 0,0043 0,0491 0,0045 0,0503 0,0044 0,0515 0,0044
54 0,0194 0,0073 0,0194 0,0071 0,0199 0,0065 0,0202 0,0069

162 0,0127 0,0130 0,0159 0,0132 0,0127 0,0122 0,0140 0,0130
486 0,0248 0,0281 0,0321 0,0329 0,0191 0,0217 0,0289 0,0331

Таблица 6 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T1 при SP = 1 и kT = 3 

T1 
kx 

1,3(1) 1,3(2) 1(1) 1(2) 0,5(1) 0,5(2) 0,1(1) 0,1(2)
1 7,1680 0,0000 7,1731 0,0000 7,1731 0,0000 7,2194 0,0000
2 4,5761 0,5495 4,5832 0,5747 4,6170 0,5996 4,6176 0,5883
4 3,2639 0,9831 3,2810 1,0025 3,2296 0,9982 3,2940 1,0065
6 2,7193 1,1960 2,8286 1,1711 2,8211 1,1801 2,7193 1,1960

10 2,4660 0,7337 2,4186 0,7186 2,4633 0,8153 2,2749 0,7958
18 2,1917 0,5035 2,1917 0,5154 2,2109 0,5268 2,2181 0,5179
54 1,2745 0,7390 1,2897 0,7486 1,2906 0,7537 1,2906 0,7312

162 1,0741 0,8937 1,0772 0,9141 1,0831 0,9275 1,0804 0,9125
486 1,0151 0,9506 1,0117 0,9857 1,0438 0,9750 1,0143 0,9491

Таблица 7 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T2 при SP = 1 и kT = 3 

T1 
kx 

1,3(1) 1,3(2) 1(1) 1(2) 0,5(1) 0,5(2) 0,1(1) 0,1(2)
1 2,3941 0,0000 2,4134 0,0000 2,4397 0,0000 2,4365 0,0000
2 1,5277 0,1968 1,5372 0,1936 1,5392 0,1999 1,5440 0,2055
4 1,0900 0,3485 1,0949 0,3463 1,1198 0,3528 1,0982 0,3536
6 0,9777 0,4016 0,9499 0,4083 0,9499 0,4099 0,9901 0,4105

10 0,8309 0,7197 0,8418 0,7327 0,8379 0,6959 0,8995 0,7126
18 0,7623 0,9738 0,7623 0,9642 0,7609 0,9656 0,7609 0,9706
54 0,9632 1,0263 0,9520 1,0293 0,9596 1,0209 0,9597 1,0367
162 0,9908 1,0161 0,9954 1,0065 0,9878 1,0028 0,9888 1,0088
486 1,0005 1,0104 1,0013 0,9953 0,9921 0,9986 0,9996 1,0100

Графики на рис. 3–6 демонстрируют основ-
ные области различия между разгонной характе-
ристикой и результатом аппроксимации. Нели-
нейные свойства электрического исполнительно-
го механизма больше всего проявляются, когда 
динамика объекта более быстрая, чем непосред-
ственно самого механизма. Влияние нелинейных 
свойств на коэффициент усиления меньше всего, 
поэтому в табл. 8 приведены не все значения. 

Таблица 8 
Отношение аппроксимированного коэффициента 
усиления объекта к исходному при SP = 1 и kT = 3 

T1
kx 

1,3(1) 1,3(2) 1(1) 1(2) 0,5(1) 0,5(2) 0,1(1) 0,1(2)
1 0,9821 0,9900 0,9880 0,9959 0,9954 1,0034 1,0000 1,0093
6 0,9821 0,9821 0,9878 0,9852 0,9931 0,9929 1,0000 1,0000

10 0,9821 0,9785 0,9849 0,9854 0,9946 0,9926 1,0000 0,9967
18 0,9793 0,9814 0,9836 0,9836 0,9934 0,9934 0,9993 0,9993
162 0,9795 0,9795 0,9862 0,9838 0,9914 0,9914 0,9974 0,9974
486 0,9795 0,9795 0,9838 0,9836 0,9934 0,9914 0,9974 0,9974

Таблица 9 
Ошибка аппроксимации при kx = 1 и kT = 3 

T1
SP 

0,3(1) 0,3(2) 1(1) 1(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 0,0075 0,3450 0,1731 1,1226 2,9253 2,0678 75,223 65,72
2 0,0055 0,1611 0,2246 0,7461 3,7615 1,8337 81,12 60,78
4 0,0027 0,0286 0,2116 0,2384 5,3651 1,7762 98,71 59,54
6 0,0018 0,0011 0,1698 0,0496 6,1115 1,6192 119,7 64,24

10 0,0010 0,0011 0,1054 0,0121 6,1071 1,1716 160,8 83,31
18 0,0007 0,0002 0,0491 0,0045 4,6843 0,5775 212,0 115,3
54 0,0006 0,0019 0,0194 0,0071 1,3739 0,2291 186,3 104,4

162 0,0010 0,0023 0,0159 0,0132 0,5523 0,1453 59,70 32,08
486 0,0024 0,0032 0,0321 0,0329 0,3657 0,2690 22,64 14,09

 

Таблица 10 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T1 при kx = 1 и kT = 3 

T1
SP 

0,3(1) 0,3(2) 1(1) 1(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 3,5710 0,0000 7,1731 0,0000 17,83 8,158 56,62 42,61
2 2,7926 0,0000 4,5832 0,5747 9,912 4,871 28,37 23,49
4 2,3611 0,2796 3,2810 1,0025 5,974 3,387 15,66 12,06
6 1,7854 0,5986 2,8286 1,1711 4,6371 2,9026 10,99 9,263

10 1,6837 0,0490 2,4186 0,7186 3,5800 2,4726 7,4504 6,378
18 1,2324 0,1115 2,1917 0,5154 2,8558 2,2202 4,9896 4,425
54 1,0561 0,5595 1,2897 0,7486 2,2319 1,2859 2,9020 2,695
162 1,0078 0,8550 1,0772 0,9141 1,2870 1,0820 2,2691 2,1822
486 0,9934 0,9351 1,0117 0,9857 1,0855 1,0198 1,2993 1,2680

Таблица 11 
Отношение аппроксимированной постоянной 

времени к исходной T2 при SP = 1 и kT = 3 

T1
SP 

0,3(1) 0,3(2) 1(1) 1(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 1,2394 0,0000 2,4134 0,0000 5,9764 2,7398 18,92 16,274
2 0,9328 0,0000 1,5372 0,1936 3,3287 1,7208 10,00 8,0744
4 0,7904 0,0936 1,0949 0,3463 1,9954 1,1718 5,2277 4,5597
6 0,8937 0,2258 0,9499 0,4083 1,5471 0,9908 3,7561 3,1022

10 0,8622 0,7258 0,8418 0,7327 1,1933 0,8560 2,4898 2,1268
18 0,9735 0,9843 0,7623 0,9642 0,9530 0,7593 1,6901 1,4765
54 0,9975 1,0583 0,9520 1,0293 0,7567 0,9551 1,0082 0,9414

162 1,0021 1,0137 0,9954 1,0065 0,9551 0,9942 0,7572 0,7453
486 1,0021 1,0113 1,0013 0,9953 0,9872 0,9972 0,9595 0,9597
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Таблица 12 
Отношение аппроксимированного коэффициента 
усиления объекта к исходному при kx = 1 и kT = 3 

T1 
SP 

1(1) 1(2) 1,3(1) 1,3(2) 3(1) 3(2) 10(1) 10(2)
1 0,9561 0,9700 0,9880 0,9959 1,0004 1,0000 1,0191 1,0088

2 0,9561 0,9667 0,9880 0,9914 1,0013 0,9979 1,0173 1,0095

4 0,9535 0,9603 0,9880 0,9900 1,0019 0,9974 1,0191 1,0107

6 0,9534 0,9561 0,9878 0,9852 0,9995 0,9993 1,0200 1,0110

10 0,9554 0,9527 0,9849 0,9854 1,0012 0,9980 1,0165 1,0116

18 0,9535 0,9554 0,9836 0,9836 0,9993 0,9942 1,0142 1,0106

54 0,9535 0,9561 0,9836 0,9864 0,9960 0,9936 1,0031 1,0014

162 0,9535 0,9534 0,9862 0,9838 0,9936 0,9962 0,9974 0,9967

486 0,9535 0,9535 0,9838 0,9836 0,9938 0,9938 0,9974 0,9993

 

 
Рис. 3. Разгонные характеристики и результат 

аппроксимации при SP = 10, T1 = 1, kT = 3 и kx = 1 

 
Рис. 4. Разгонные характеристики и результат 

аппроксимации при SP = 10, T1 = 10, kT = 3 и kx = 1 

 
Рис. 5. Разгонные характеристики и результат 

аппроксимации при SP = 10, T1 = 54, kT = 3 и kx = 1 

   
Рис. 6. Разгонные характеристики и результат 

аппроксимации при SP = 10, T1 = 162, kT = 3 и kx = 1 

Разность между исходным коэффициен-
том усиления и полученным имеет небольшое 
отличие и обусловлена влиянием численных 
методов и параметров нелинейности. Влияние 
соотношения между постоянными времени 
объекта на качество аппроксимации мини-
мально. Различия между исходными и аппрок-
симированными параметрами больше всего 
наблюдаются, когда динамика объекта мень-
ше постоянной времени исполнительного ме-
ханизма. 

Влияние параметров нелинейности на каче-
ство аппроксимации проявляется почти также. 
Однако ошибка аппроксимации при использо-
вании шаблона (2) гораздо меньше, чем для 
шаблона (1). Кроме этого, незначительные из-
менения параметров нелинейности оказывают 
более существенное влияние на результат ап-
проксимации, чем изменение коэффициента kT. 

Выбор сигнала задания приводит к большей 
разнице между динамическими параметрами 
исходной системы и полученным результатом. 
При сигнале задания, увеличенном в 10 раз, 
только при максимальном значении постоянной 
времени эксперимента получено значение этих 
параметров, близких к исходным. 

Графики 3–6 демонстрируют существенное 
отличие между исходной кривой и результатом 
аппроксимации. Основная ошибка накапливает-
ся на начальном участке и при выходе к сигналу 
задания. При соотношении между постоянной 
времени объекта и исполнительного механизма 
больше на порядок, основным источником 
ошибок является начальный участок кривой 
разгона. Тогда при обратном соотношении – 
нелинейные свойства больше проявляются  
на завершающем участка кривой разгона.  

Увеличение параметра n в (2) повышает 
качество идентификации только при сравни-
мости динамики объекта и исполнительного 
механизма. При более быстром объекте управ-
ления у шаблона (1) наблюдается преимуще-
ство. Для медленных объектов введение звена 
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запаздывания скорее повысит качество ап-
проксимации, чем порядок. 

Заключение. 1. Выбор шаблона аппрок-
симации для объектов управления, которые 
используют электрические приводы (ме-
ханизмы постоянной времени), определяю-
щим фактором является соотношение между 
динамикой исполнительного механизма и 
объекта. 

2. В случае эксплуатации объекта в широ-
ком диапазоне управляющих воздействий будет 
проявляться различная динамика объекта при 
близких постоянных времени объекта и испол-
нительного механизма, что требует всесторон-
него исследования объекта управления. 

3. Из-за нелинейных свойств исполнитель-
ного механизма введение звена запаздывания 
может повысить качество аппроксимации. 
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Белорусский государственный технологический университет 
АВТОМАТИЗАЦИЯ ВЫБОРА ОБОРУДОВАНИЯ НА ПЛАТФОРМЕ  

POWER AUTOMATE DESKTOP 
При выборе оборудования, обладающего множеством различных характеристик, достаточно 

сложно оценить качество устройств. Решение данной проблемы возможно с использованием метода 
определения обобщенного показателя качества оборудования, позволяющего оценить преимуще-
ства и недостатки оборудования, дает возможность выбрать устройства по значительному количе-
ству экономических и технических параметров. Применение данного метода предполагает выпол-
нение определенных расчетов, которые можно автоматизировать с помощью программных роботов. 
Несмотря на то, что программные роботы являются новым направлением в организации современ-
ных бизнес-процессов, в настоящее время уже разработаны различные программные платформы для 
создания роботов. В статье предлагается использовать платформу Power Automate Desktop, по-
скольку она бесплатная и достаточно простая в освоении. Способ создания программного робота, в 
котором реализуется метод определения обобщенного показателя качества оборудования, демон-
стрируется на примере выбора электроосветительного оборудования. Выпускаемая многочислен-
ными предприятиями осветительная арматура имеет значительный разброс технических парамет-
ров, что затрудняет правильный выбор устройств. Использование при расчетах программных 
роботов на компьютере позволяет легко сопоставлять варианты выбора оборудования. 

Ключевые слова: программный робот, автоматизация процесса, выбор оборудования, осве-
тительные устройства.  

Для цитирования: Пустовалова Н. Н., Коровкина Н. П. Автоматизация выбора оборудования 
на платформе Power Automate Desktop // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и 
информатика. 2022. № 2 (260). С. 87–91. 

N. N. Pustovalova, N. P. Korovkina 
Belarusian State Technological University 

AUTOMATION OF EQUIPMENT SELECTION ON THE POWER AUTOMATE 
DESKTOP PLATFORM 

When choosing equipment with many different characteristics, it is difficult to accurately assess the quality 
of devices. The solution of this problem is possible with the use of a method for determining a generalized 
indicator of equipment quality, which allows assessing the advantages and disadvantages of equipment, makes 
it possible to select devices based on a significant number of economic and technical parameters. Using this 
method involves performing certain calculations that can be automated using software robots. Despite the fact 
that software robots are a no-go in the organization of modern business processes, various software platforms 
for creating robots are currently being developed. This article proposes to use the Power Automate Desktop 
platform, since it is free and easy to learn. The method of creating a software robot in which the method of 
determining a generalized quality indicator of equipment is implemented is shown on the example of selecting 
electrical lighting equipment. Lighting fixtures manufactured by numerous enterprises have a significant range 
of technical parameters, which makes it difficult to select the right devices. The use of software robots on a 
computer in calculations makes it easy to compare options for choosing equipment. 

Key words: software robot, process automation, equipment selection, lighting devices.  

For citation: Pustovalova N. N., Korovkina N. P. Automation of equipment selection on the Power 
Automate Desktop platform. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, 
no. 2 (260), pp. 87–91 (In Russian). 

Введение. В настоящее время широко внедря-
ется автоматизация бизнес-процессов (Robotic 
Process Automation − RPA) в различные сферы 
деятельности.  

Существуют различные программные плат-
формы, на основе которых создаются программ-
ные роботы, т. е. программы, которые имитируют 

действия человека при взаимодействии с компь-
ютерным приложением и выполняют автоматиза-
цию повторяющихся процессов на основе правил.  

Платформа Power Automate Desktop содер-
жит широкий набор инструментов, а также инту-
итивно понятный интерфейс для создания про-
граммных роботов. При этом можно создавать 
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автоматизированные процессы, используя дан-
ную платформу, без программирования или 
с небольшим объемом программирования. В 
Power Automate Desktop используется понятие 
потоков, т. е. последовательностей действий для 
решения задачи. Они представляют собой упро-
щенное взаимодействие с пользователями, при 
котором получают инструкции по выполнению 
операций, определенных в организации для до-
стижения того или иного результата. Это взаи-
модействие можно настроить таким образом, 
чтобы пользователи с различными ролями без-
опасности могли пользоваться функциями, ко-
торые оптимально подходят им для работы.  

Потоки предназначены для автоматизации 
задач на компьютере. С помощью программ-
ных роботов можно выполнять такие действия, 
как считывание информации с сайта и ее запись 
в файл, обработка действий клавиатуры и 
мыши, действия с файлами и папками, манипу-
ляции с данными внутри электронных таблиц, 
обработка информации в базах данных, сравне-
ние документов с шаблонами, структурирован-
ное извлечение данных на основе современных 
технологий оптического распознавания симво-
лов и экспорт их в различные форматы, от-
правка, получение и анализ электронной почты 
и тому подобное.  

В статье рассматривается способ создания 
программного робота для выбора электроосве-
тительных устройств. 

Одним из направлений энергосбережения 
является эффективное использование энергии за 
счет применения энергосберегающей светотех-
ники. Ежегодно в Беларуси на все виды освеще-
ния затрачивается более 6 млн кВт∙ч, в том числе 
в промышленности около 1,2 млн кВт∙ч. По-
этому очевидна важность использования совре-
менного энергосберегающего осветительного 
оборудования. 

Существуют различные способы выбора 
осветительных установок [1, 2, 3]. Однако при 
этом оценка оборудования производится по от-
дельным техническим параметрам. 

Но очевидно, что количественный показа-
тель качества осветительной установки является 
интегральным, многофакторным. 

Авторами настоящей работы предложен ме-
тод определения обобщенного показателя каче-
ства оборудования, описанный в публикациях 
[4, 5], который позволяет оценить устройства по 
совокупности различных параметров. 

Согласно этому методу, если имеется N объек-
тов x1, x2, …, xN, то каждому объекту присущи S па-
раметров, выраженных количественно, то есть име-
ется дискретный набор значений: f11, …, f1N, ..., 
fS1, …, fSN, где fij – значение i-го параметра для j-го 
объекта (i меняется от 1 до S, j меняется от 1 до N). 

Каждый параметр определенным образом 
влияет на показатель качества выбранного 
устройства. Необходимо, зная параметры обору-
дования, рассчитать этот показатель. 

Первоначально формулируется задача не-
четкого математического программирования, в 
которой определяются μi(xj)1 ,…, μi(xj)N – функ-
ции принадлежности элемента xj ко множеству Ai, 
характеризующие степень близости значения i-
го критерия в рассматриваемой пробной точке 
fij = f(xj) к максимально допустимому значению 
данного критерия.  

На основе полученных значений функций 
принадлежности для каждого типа оборудова-
ния рассчитывается агрегирующая функция, 
которая и будет являться показателем качества. 

При использовании метода многокритери-
ального ранжирования возникает необходи-
мость исследования исходных данных (техниче-
ских параметров оборудования).  

В основу расчета кладется экспертная оценка 
качества оборудования. Эксперт выбирает обору-
дование наилучшего качества, значение функции 
принадлежности которого принимается за 1,0. 
Оборудование среднего качества оценивается в 
0,5; оборудование самого низкого качества – 0. 
Значения функций принадлежности для других 
образцов оборудования оцениваются в пределах 
между 1 и 0.  

Такая оценка является субъективной. Для 
получения наиболее достоверных результатов 
предлагается значения функций принадлежно-
сти определять следующим образом:  

– вычислить арифметическую сумму показа-
телей для каждого образца оборудования;  

– значение функции принадлежности обору-
дования с наилучшим уровнем качества принять 
за 1,00 (эталонное оборудование);  

– значения функций принадлежности осталь-
ного оборудования рассчитать как отношение 
арифметической суммы их показателей к ариф-
метической сумме эталонного образца.  

Основная часть. Разработка программного 
робота, в котором реализуется метод определе-
ния обобщенного показателя качества для вы-
бора электроосветительного оборудования, осу-
ществлялась на платформе Power Automate 
Desktop. 

Рассмотрим оборудование, состоящее из ос-
ветительной арматуры люминесцентных све-
тильников, пускорегулирующей аппаратуры, 
источников света, а также для осветительной и 
пускорегулировочной аппаратуры в совокуп-
ности. 

Пусть имеется осветительная арматура лю-
минесцентных светильников для общественных 
помещений (ЛПО): ЛПО 25, ЛПО 26, ЛПО 63, 
ЛПО 66, ЛПО 70 [2].  
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Пускорегулирующая аппаратура – стартер 
(СК), электромагнитная (ЭМ) и электронная ап-
паратура (ЭПРА).  

Источники света – люминесцентные лампы 
дневного света (ЛД), лампы дневного света с 
улучшенной цветоотдачей (ЛДУ), лампы тепло-
белого света (ЛТД), лампы холодных тонов 
(ЛХБ), лампы белого света (ЛБ).  

Показатель качества осветительной уста-
новки можно представить следующими состав-
ляющими: показатели качества осветительной 
арматуры, показатели качества источника света 
и показатели качества пускорегулирующей ап-
паратуры. 

Осветительная арматура характеризуется тех-
ническими параметрами, перечисленными в табл. 1. 
Из приведенных параметров коэффициент полез-
ного действия осветительной арматуры отно-
сится к экономическим показателям, а класс по 
светораспределению, кривая света, защитный 
угол, габаритная яркость – к социальным. 

Пускорегулирующая аппаратура (ПРА) ха-
рактеризуется экономическими показателями: 
потеря мощности, коэффициент мощности, вли-
яние на срок службы источника света, и соци-
альными: пульсация светового потока, звуковое 
давление (шум).  

Источник света характеризуется экономиче-
скими показателями: мощность лампы, световой 
поток, световая отдача. Цвет свечения – соци-
альный показатель. 

Программный робот осуществляет ввод ис-
ходных данных из таблицы Excel, расчет коэф-
фициентов функций принадлежности. Исследо-
вания показали, что наилучшую точность для 
данного класса объектов дает построение функ-
ций принадлежности в виде полиномов второй 
степени. Затем процесс автоматизации форми-
рует матрицу значений параметров, соответ-
ствующих узловым точкам функций принад-
лежности, и по формуле среднего геометричес-
кого рассчитывает значения агрегирующих 
функций, которые и являются показателями ка-
чества рассматриваемого оборудования.  

На рис. 1 приведен фрагмент потока про-
граммного робота. 

В процессе разработки процесса автоматиза-
ции использовался макрос на языке программи-
рования VBA, фрагмент которого представлен 
на рис. 2. 

Получив показатели качества сравниваемых 
образцов осветительного оборудования, можно 
определить эффективность замены устаревших 
образцов новыми.  

Метод позволяет более точно оценить пре-
имущества и недостатки устройств, дает воз-
можность сравнивать их по значительному ко-
личеству показателей.  

Рис. 1. Фрагмент программного робота 
 

Эти показатели качества характеризуют срав-
ниваемые образцы оборудования как по экономии 
электрической энергии, так и по различным соци-
альным параметрам, что является немаловажным 
при эксплуатации осветительной установки. 

Кроме того, появляется возможность оце-
нить сходные образцы и определить, насколько 
обоснована цена каждого конкретного образца. 

Рис. 2. Фрагмент программного макроса 
 

Исходные данные и результаты расчетов 
приведены в табл. 1–4. 

Как следует из табл. 1, наилучший показа-
тель качества 0,803 имеет осветительная арма-
тура с зеркальным отражателем ЛПО 70. 

Для пускорегулирующей аппаратуры наи-
лучший показатель качества, как и следовало 
ожидать, у электронной аппаратуры – 0,985.  
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Таблица 1 
Осветительная арматура 

Наименование 
параметра 

 

Значения параметров,  
соответствующие узловым  

точкам функции принадлежности 
ЛПО 

25 
ЛПО 

26 
ЛПО 

63 
ЛПО 

66 
ЛПО 

70 
Класс по светорас-
пределению max 40,00 60,00 80,00 88,00 90,00 
Класс по светорас-
пределению min 20,00 40,00 60,00 80,00 88,00 
Показатель кривой 
света max 3,00 2,00 1,20 3,00 3,00 
Показатель кривой 
света min 2,00 1,30 1,00 2,00 2,00 
Защитный угол, 
град. 30,00 45,00 60,00 90,00 90,00 
Габаритная яр-
кость, кд 2000 3000 3000 5000 5500 
Коф. полезного 
действия, % 57 60 63 60 70 
Показатель каче-
ства 0,296 0,359 0,508 0,680 0,803 

 
В табл. 3 приведены данные по люминес-

центным светильникам. 
 

Таблица 2  
Пускорегулировочная аппаратура 

Наименование 
параметра 

Значения параметров,  
соответствующие узловым точкам 

функции принадлежности 
СК ЭМ ЭПРА 

Коэффициент 
мощности 0,6 0,83 0,93 
Экономия элек-
троэнергии, % 0,00 18,00 30,00 
Показатель ка-
чества 0,200 0,495 0,985 

 
Наилучший показатель у люминесцентных 

ламп имеет лампа белого света (показатель ка-
чества 0,854). У остальной аппаратуры более 
низкие коэффициенты эффективности. 

В табл. 4 приведены данные по расчету по-
казателей качества для осветительной и пуско-
регулировочной аппаратуры в совокупности. 
Все сравниваемые светильники имеют люми-
несцентные лампы ЛБ 2Х40. 

Из расчетов следует, что самый лучший по-
казатель качества у светильника ЛПО 70 с 
ЭПРА – 0,827. Самый низкий – у светильника 
ЛПО 25 со стартером. 

Эти показатели качества характеризуют срав-
ниваемые образцы оборудования как по эконо-
мии электрической энергии, так и по различным 
социальным параметрам, что является немаловаж-
ным при эксплуатации осветительной установки. 

Таблица 3 
Люминесцентные светильники 

Наименование 
параметра 

 

Значения параметров,  
соответствующие узловым точкам 

функции принадлежности 
ЛДУ ЛД ЛТД ЛХБ ЛБ 

Номинальный 
световой поток,
лм 2100 2340 2580 2600 3000 
Минимальный 
световой поток,
лм 1890 2105 2320 2340 2700 
Световая от-
дача, Вт/лм 52,5 58,5 69,5 69,5 75 
Индекс цвето-
передачи 0,0120 0,0109 0,0143 0,0161 0,0175 
Показатель ка-
чества 0,132 0,336 0,564 0,628 0,854 

 
Естественно, что немаловажным фактором 

при определении эффективности осветитель-
ного оборудования является его цена. Рассчитав 
показатели качества и узнав цену оборудования, 
можно их сопоставить. 

 
Таблица 4 

Осветительная арматура и ПРА 

Наименование 
параметра 

Значения параметров,  
соответствующие узловым точкам 

функции принадлежности 
СК ЭМ ЭМ ЭПРА ЭПРА 

Класс по свето-
распред. max 40,00 60,00 80,00 88,00 90,00 
Класс по свето-
распред. min 20,00 40,00 60,00 80,00 88,00 
Показатель кри-
вой света max 3,00 2,00 1,20 3,00 3,00 
Показатель кри-
вой света min 2,00 1,30 1,00 2,00 2,00 
Защитный угол, 
град 30,00 45,00 60,00 90,00 90,00 
Габаритная яр-
кость, кд 2000 3000 3000 5000 5500 
Коэф. полезного 
действия, % 57 60 63 60 70 
Коэффициент 
мощности 0,8 0,83 0,83 0,93 0,93 
Экономия элек-
троэнергии, % 2 18 18 30 30 
Показатель ка-
чества 0,271 0,376 0,492 0,727 0,827 

 
Заключение. Таким образом, программный ро-

бот, реализующий метод определения обобщенного 
показателя качества, позволяет дать количествен-
ную оценку различным образцам осветительного 
оборудования. Располагая количественными показа-
телями качества арматуры с ПРА и источников 
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света, возможно сопоставление вариантов осве-
тительных установок: 

– с разными источниками света и одной и 
той же арматурой; 

– с разной арматурой и одинаковым источ-
ником света; 

– с разными источниками света и разными 
арматурами. 

При сопоставлении образцов оборудования по 
обобщенному показателю качества можно выбрать 
наилучшую электроосветительную установку. 

Использование при расчете программных ро-
ботов на компьютере позволяет легко сопостав-
лять варианты замены одних устройств другими, 
т. е. профессионально решать вопросы о замене 
низкоэффективных образцов осветительного обо-

рудования высокоэффективными, что поможет до-
биться максимальной экономии электрической 
энергии. 

Power Automate Desktop позволяет в корот-
кие сроки создавать программные роботы раз-
личной степени сложности.  

Интуитивно понятный интерфейс делают 
его хорошим выбором как для профессиональ-
ных, так и для начинающих пользователей. 

Кроме того, в отличие от других платформ, 
предоставляющих инструменты для создания 
программных роботов, Power Automate Desktop 
является бесплатным программным средством. 

Изложенный способ может быть использован 
не только для выбора осветительных устройств, 
но и для любого другого оборудования. 
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ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ È ÏÅÐÅÄÀ×À ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ 
PROCESSING AND TRANSMISSION  

OF INFORMATION 
 
 
 
УДК [004.056 + 003.26](075.8) 

О. А. Нистюк, П. П. Урбанович 
Белорусский государственный технологический университет 

МЕТОД И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СТЕГАНОГРАФИЧЕСКОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ НА ОСНОВЕ МОДИФИКАЦИИ 

КОНТУРА СИМВОЛОВ ТЕКСТА-КОНТЕЙНЕРА 

Текстовая стеганография является одним из направлений исследований и разработок, которая 
позволяет достаточно эффективно решать проблему тайной передачи или хранения информации. 
В статье описывается стеганографический метод, основанный на использовании параметров тек-
ста, в котором в качестве контейнера применяется документ формата .doc или .docx. Новизна рас-
сматриваемого метода заключается в размещении тайного сообщения на основе модификации та-
кого параметра символов текста, как контур. Излагаются особенности использования 
стеганографического метода в электронных изданиях с целью защиты документов-контейнеров от 
несанкционированного копирования или распространения. Представлено разработанное про-
граммное средство, демонстрирующее работу стеганографического метода: описан пользователь-
ский интерфейс приложения, технология разработки, а также основные структурные элементы его 
архитектуры.  

Ключевые слова: стеганография, документ, .docx, метод, сокрытие. 
Для цитирования: Нистюк О. А., Урбанович П. П. Метод и математическая модель стега-

нографического преобразования информации на основе модификации контура символов текста-
контейнера // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). 
С. 92–98. 

O. A. Nistyuk, P. P. Urbanovich 
Belarusian State Technological University 

METHOD AND MATHEMATICAL MODEL OF STEGANOGRAPHIC 
INFORMATION CONVERSION BASED ON MODIFICATION OF CONTOUR  

OF TEXT-CONTAINER SYMBOLS 

Text steganography is one of the areas of research and development, which allows to solve the prob-
lem of secret transmission or storage of information quite effectively. The article describes a ste-
ganographic method based on the use of text parameters, in which a .doc or .docx document is used as a 
container. The novelty of the considered method lies in the placement of a secret message based on the 
modification of such a parameter of text characters as a contour. The features of the use of the ste-
ganographic method in electronic publications are outlined in order to protect container documents from 
unauthorized copying or distribution. The developed software tool demonstrating the operation of the 
steganographic method is presented: the user interface of the application, the development technology, 
as well as the main structural elements of its architecture are described. 

Key words: steganography, document, .docx, method, hiding. 

For citation: Nistyuk O. A., Urbanovich P. P. Method and mathematical model of steganographic 
information conversion based on modification of contour of text-container symbols. Proceedings of 
BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 92–98 (In Russian).

Введение. Значительная часть информации, 
относящейся к различным сторонам деятельности 
предприятий или организаций, а также частных 
лиц, сейчас хранится или передается в электронном 

виде. В связи с этим проблема надежной ее за-
щиты от несанкционированного копирования, 
модификации или использования является чрез-
вычайно актуальной. Существуют различные 
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методы и средства для реализации такой за-
щиты. Текстовая стеганография является одним 
из направлений исследований и разработок, ко-
торая позволяет достаточно эффективно решать 
указанную проблему. 

Основы методов размещения тайной инфор-
мации в текстовых документах-контейнерах были 
описаны в работах, датируемых концом прошлого 
века. В это время появились статьи Дж. Брассила 
(J. Brassil), Н. Максемчука (N. Maxemchuk) и др. 
(см., например, [1]). Элементами текстовых доку-
ментов-контейнеров, модификация которых поз-
воляла размещать (осаждать) тайную информа-
цию, были расстояния между строками, между 
словами в строке, невидимые символы окончания 
строки и др. Позднее к числу таких модифициру-
емых элементов добавились цветовые и про-
странственно-геометрические параметры (апрош 
и кернинг) используемых символов текста [2–5], а 
также иные параметры текстов и составляющих 
их элементов [6–7]. При более детальном анализе 
системных свойств и параметров текстовых доку-
ментов [8] выявилось, в частности, еще одно 
направление для стеганографического приложе-
ния, заключающееся в возможности размещения 
тайной информации путем модификации свойств 
такого параметра, как контур символов. 

Рассмотрение и анализ сущности метода и 
особенностей алгоритма его реализации в виде 
конечного программного продукта составляют 
предмет настоящей статьи. 

Основная часть. Среди множества извест-
ных на данный момент методов защиты тексто-
вой информации ни один не дает гарантии пол-
ного сокрытия сообщения в носителе. Процесс 
размещения тайного сообщения (или цифрового 
водяного знака) подразумевает изменение неко-
торых параметров контейнера.  

Компьютерная графика добавила симво-
лам текста еще одну существенную характери-
стику – контур, который также может быть ис-
пользован для размещения тайной информации 
в текст по аналогии с известными методами гра-
фической стеганографии [1–6]. 

При рассмотрении метода будем использо-
вать общую терминологию [9]. Документ, кото-
рый мы хотим защитить, называется контейне-
ром или файлом-контейнером, С. Текст, с 
помощью которого осуществляется такая за-
щита путем его размещения в контейнере или 
же который размещается для передачи, – сте-
госообщение, М. Контейнер с размещенным 
сообщением – стегоконтейнер, S. 

На рис. 1 приведено диалоговое окно тексто-
вого процессора MSWord, в котором отобра-
жены параметры контура. Численные значения 
этих параметров (справа) приводят к наименее 
заметным для человеческого глаза изменениям. 

Это установлено нами на основе множествен-
ных экспериментов и тестов. 

 

 
Рис. 1. Параметры контура символа 

 
Подробнее охарактеризуем каждый пара-

метр контура. 
1. Цвет. Данный параметр варьируется по цве-

товому кругу. В предлагаемом методе предполага-
ется, что значение этой характеристики должно со-
ответствовать цвету (коду на основе модели RGB) 
символов основного текста (контейнера). 

2. Прозрачность. Параметр характеризует 
уровень прозрачности контура текста. Значения 
данного параметра находится в диапазоне от 0 до 
100%. На визуальном уровне 95% прозрачность 
контура заметна человеческому глазу в виде не-
ровностей контура при масштабируемости до 
500%. Однако значение 96% и более является оп-
тимальным в использовании. 

3. Ширина контура показывает значение тол-
щины линии вне буквы в пунктах (пт). Параметр 
не имеет отрицательной величины, а также не 
имеет максимального значения. Значение данной 
характеристики необходимо устанавливать в 
диапазоне от 0,05 пт и меньше, так как при боль-
шей величине данного параметра визуально за-
метны изменения в очертании символа, что было 
выявлено при опросе студентов. 

4. Составной тип. Данный параметр отвечает 
за то, каким образом будет выглядеть линия. Мо-
жет принимать следующие значения: простая, 
двойная, толстая-тонкая, тонкая-толстая, тройная. 
Для метода целесообразно выбирать тип «непре-
рывная» (простая), так как в других случаях могут 
быть заметны пустоты на очертаниях контура. 

5. Тип штриха. Параметр отвечает за то, ка-
ким образом будет строиться линия, из каких ча-
стей она будет состоять. Возможны следующие 
типы: сплошная линия, круглые точки, квадрат-
ные точки, штрих, штрих-пунктир, длинный 
штрих, длинный штрих-пунктир, длинный 
штрих-двойной пунктир. 

Параметр зависит от шрифта основного текста. 
Если шрифт без засечек, необходимо использовать 
либо сплошную линию, либо круглые точки. Од-
нако при использовании шрифта с засечками 
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лучше использовать квадратные точки, чтобы 
убрать лишнюю плавность на изгибах символа. 

6. Тип завершения. Каждая линия состоит из 
множества точек. Данный параметр отвечает за 
форму точки на конце кривой. Доступны для выбора 
следующие значения: прямоугольное, плоское, 
скругленное. Данный параметр работает аналогично 
предыдущему. Он также зависит от шрифта текста. 

7. Тип соединения. Параметр отвечает за то, 
каким образом будут соединяться точки между 
собой. Значения: скошенное, скругленное, фа-
цетное. Тип соединения точек зависит от всех 
вышеперечисленных параметров, то есть от 
типа линии, типа завершения, толщины. 

Необходимо выставить определенные (из 
числа перечисленных) параметры символа так, 
чтобы это было визуально незаметно. Таким об-
разом можно скрыть необходимую информацию 
в документе-контейнере. 

На рис. 2 приведен пример модификации па-
раметров контура для различных символов алфа-
вита. Даже при большом увеличении визуально 
незаметны какие-либо изменения в символах тек-
ста, хотя к некоторым символам добавлен контур. 

 

 
Рис. 2. Пример использования контура 

 
Предлагаемая модель стеганографического 

преобразования строится на основе следующих 
обозначений и положений. 

Пусть M – это конечное множество сообще-
ний, которые могут быть тайно размещены в кон-
тейнере: 1 2{ , , ..., }sM M M M= ; каждое из таких 
сообщений может быть представлено в бинар-
ной форме: 2

1 2 .{ },, , .. ,i i i i inM M m m m→ =  где 

_ _m – символ битовой последовательности, а 

1,i s= ; C – это конечное множество используе-
мых контейнеров: 1 2{ , , ..., };pC C C C=  контейнер Cj 

можно представить как совокупность отдельных 
символов текста  1 2{ , , ..., }j j j jdC c c c= , здесь 

1,j p= , при этом должно выполняться условие 

1nd
x

≥ + , где x = {2, 4, 8}; x соответствует коли-

честву битов сообщения 2
iM на символ контей-

нера Cj. 

Сообщение 2
iM  представляется как конкатена-

ция из q двоичных блоков: 2
1 2{ }, ,  ,i i i iqM b b b= … , 

где _ _b – двоичный блок, а nq
x

=  – блок 

2{ | , ( 1) 1 , 1, } e ie iik ib m m M x k e kx k q∈ − + ≤ ≤= = .  
Каждый блок делится на две равные части 

длины 2
x

 битов:  ( , )l r
ik ik ikb b b= , где индексы l и r 

обозначают левую и правую половины блока со-
ответственно.  

Определено вспомогательное множество B = 
={!, ", #, $, %, &, ', (, ), *, +, «,», -, ., /, :, ;, <, =, >, ?, @, 
[, ], ^, _, `, {, |, }, ~, –, \\s, \}. В него включены сим-
волы, которые не могут быть дополнены контуром.  

В предлагаемом методе используются такие 
характеристики контура символа: прозрачность 
(этот параметр обозначим символом t) и тол-
щина (этот параметр обозначим символом w).  

Пусть Cj контейнер, в который внедряется со-
общение, а cjg – g-й символ этого контейнера. То-
гда после осаждения информации с использова-
нием предложенного метода cjg примет вид tw

jgc . 

( ) ( )

, ,

, ,
l r
ik ik

jg jg
tw
jg f b f b

jg jg

c c B
c

c c B

∈= 
∉

 (1) 

: ,f A H→  

где A – множество значений l
ikb , 

r
ikb  и H =

/2{ |1 }; 2xhh= ≤ ≤  H – множество состояний па-
раметров контура символов. 

В обозначении вида tw
jgc  индексы t и w – состо-

яния прозрачности и толщины контура соответ-
ственно, где соотношение между состояниями и 
конкретными значениями устанавливаются следу-
ющими функциями: 

' : ;f H T→  (2) 
' '

' ' max min
min /2( ) ( 1),

2 1x
t tf t t t−= + ⋅ −

−
 (3) 

здесь '
mint  – минимальное значение прозрачности 

контура '
mint = 96%; '

maxt – максимальное значение 
прозрачности контура, '

maxt = 100%. 
При этом точность вычислений прозрачности 

принимается на уровне трех знаков после запятой. 
' : ;g H W→  (4) 

' '
' ' max min

min /2( ) ( 1),
2 1x

w wg w w w−= + ⋅ −
−

 (5) 

здесь '
minw  – минимальное значение толщины кон-

тура, '
minw = 0,05 пт; '

maxw – максимальное значение 
толщины контура, '

maxw = 0,10 пт. 

без контура без контура 

с контуром с контуром 
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При этом точность вычислений толщины при-
нимается на уровне двух знаков после запятой. 

В результате внедрения сообщения Mi в доку-
мент-контейнер Cj состояние последнего можно 
записать в форме 

1 2{ , , ..., }tw tw tw
j j j jgC c c c= . 

Для более высокой стегостойкости системы 
информация размещается не в последовательно 
идущие символы контейнера, а по принципу псев-
дослучайности. Длина используемого диапазона 
контейнера для внедрения вычисляется по следу-
ющей формуле: 

'

;
( / )

jC
r

n x

 
 =
  

 (6) 

' ; { | },   jg i jj j ggC C c Bc c ∈ ∉=  (7) 

: , { |1 },F Z rχ χΧ → Χ = ≤ ≤  (8) 
где '

jC  – подмножество символов контейнера, за 
исключением символов, входящих в множество B; 
Χ  – множество всех возможных значений слу-
чайной величины; r – длина подпоследовательно-
сти символов контейнера, в случайный элемент 
которой будет осаждено x битов информации. 

Рассмотрим алгоритмические особенности 
реализации предлагаемого метода, в котором 
осаждение информации производится путем из-
менения параметров контура символов в соот-
ветствии с определенными правилами размеще-
ния информации в контейнере. 

Предположим, необходимо скрыть инфор-
мацию Mi  в файле-контейнере Cj, который имеет 
размер d (d – количество символов в тексте).  

Сообщение Mi преобразуется в двоичный 
вид 2

iM . Вычисляется также параметр n – коли-
чество символов сообщения 2

iM . Например, С = 
«Helloworld». Здесь d  = 10. Пусть М = «M». То-
гда 2

iM  = 11001100, т. е. n = 8. 
При конвертации текстовой информации в 

битовую последовательность используются коды 
из таблицы Win-1251. В данном методе важна ко-
дировка, поскольку при переводе символов, ис-
пользуемых в стегосообщении, в бинарный вид 
нужно, чтобы длина битовой последовательно-
сти любого символа была одинаковой.  

Необходимо, чтобы выполнялось условие 

1nd
x

≥ + , (9) 

где d – количество символов файла-контейнера; 
n – количество символов битовой последова-
тельности тайного сообщения; x – количество 
битов на символ носителя. 

В соответствии с (9) выполняется проверка 
того, достаточен ли объем контейнера С для 
внедрения М. В правой части неравенства про-
изводится расчет минимально необходимого ко-
личества символов для данного сообщения M. 
Дополнительный символ необходим для обозна-
чения флага конца внедряемого сообщения. 

Для внедрения М в файл-контейнер с расши-
рением .docx нужно выполнить нижеуказанную 
последовательность операций. 

1. Создать тайное сообщение M формата .docx, 
.doc, .txt либо .pdf (назовем его Test1). 

2. Преобразовать текст из документа Test1 в 
бинарную форму. Полученную последователь-
ность назовем 2

iM . 
3. Вычислить n полученного бинарного со-

общения 2
iM . 

4. Создать контейнер формата .docx (Test2). 
Размещенный внутри документа текст назовем C. 

5. Посчитать d в контейнере C, не учитывая 
знаки препинания, так как при применении кон-
тура к знакам препинания визуально заметна де-
формация символов. 

6. Выбрать число x = {2, 4, 8}, представляю-
щее количество битов бинарного сообщения на 
символ контейнера. 

7. Если справедливо условие (8), то выпол-
нить процесс внедрения сообщения 2

iM  в кон-
тейнер согласно пунктам (8–11). 

8. Извлечь x битов сообщения 2
iM . Сдвиг 

битовой последовательности произвести на x 
позиции вправо для того, чтобы алгоритм про-
шел по всем значениям бинарного представле-
ния сообщения. 

9. Первые 
2
x  извлеченных битов «отве-

чают» за значение прозрачности контура, а 
оставшиеся – за толщину контура символа.  

10. На основе значений битов применить к 
символу параметр контура с определёнными ха-
рактеристиками. Значения характеристик кон-
тура при конкретных значениях битов определя-
ются в соответствии с математической моделью. 

11. Если битовая последовательность закон-
чилась, то процесс сокрытия считать завершен-
ным. Иначе, возвращаемся к п. 8. 

Для извлечения сообщения М необходимо 
соблюдать следующую последовательность 
действий. 

1. Получить контейнер Test2 с внедренной 
информацией. 

2. Перейти к символу Cj, где Cj – j-й символ 
текста носителя. Начальное значение j = 1. 

3. Извлечь информацию о контуре символа Cj. 
4. Если у символа обнаружен контур, то пе-

рейти к п. 5, иначе – к п. 6 
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5. В соответствии с математической моделью, 
приведенной выше, извлечь биты информации.  

6. Записать в общую бинарную последова-
тельность извлеченные биты со сдвигом влево. 
Значение сдвига n вычисляется по формуле (10): 

2 ( 1)n j= ⋅ − . (10)
7. Для перехода к следующему символу уве-

личить значение i на 1. 
8. Если выполняется неравенство (11), то пе-

рейти к п. 2. Иначе, перейти к пункту 9. 
j d< . (11)

9. Перевести извлеченную бинарную после-
довательность в символьное представление. 

Далее необходимо оценить, как влияет про-
цесс внедрения сообщения в контейнер на объем 
файла. Алгоритм реализации метода характери-
зуется линейной сложностью О(n).  

При исследовании влияния сообщения на 
объем контейнера необходимо учитывать следу-
ющие характеристики: 

1) объем внедряемого сообщения; 
2) объем документа-контейнера; 
3) количество информации в документе, кото-

рая не подлежит осаждению;  
4) количество битов сообщения, переведен-

ного в двоичный вид, на символ контейнера.  
Сравним объем контейнеров C и C′, где C – 

контейнер без внедренной информации; C′ – но-
ситель информации. Рис. 3 дает определенное 
представление об изменении анализируемого 
параметра. 

 

 
Рис. 3. Влияние модификации контура  

на размер файла-контейнера 
 

Создано приложение, которое реализует 
предложенный метод. Программная платформа – 
язык программирования C#10 (платформа 
.NET6) с использованием фреймворка Windows 
Presentation Foundation (WPF). Для работы с 
word-файлами использовалась библиотека Open 
XML 2.16, для работы с pdf-файлами – iText 7. 

В приложении реализованы следующие 
функции. 

1. Внедрение информации. При осаждении 
информации необходимо выбрать файл либо вве-
сти сообщение, затем выбрать файл-контейнер, 
нажав на кнопку «Открыть документ-контей-
нер». Далее необходимо выбрать, какое количе-
ство бит сообщения будет осаждаться в один 
символ файла-контейнера. Проверить, соответ-
ствует ли размер сообщения размерам контей-
нера в соответствии с методом по нажатию на 
кнопку «Проверить условие» (рис. 4). Для оса-
ждения информации нажимаем на кнопку «Внед-
рить сообщение». Если слово «Статус» имеет  
зеленый цвет, то осаждение информации в носи-
тель произошло успешно, если красный – про-
цесс завершен с ошибкой. 

2. Извлечение информации. При извлечении 
сообщения из файла необходимо выбрать носи-
тель, количество битов на символ сообщения и 
нажать на кнопку «Извлечь сообщение». В окне 
вывода появится тайное сообщение (рис. 5). 
Также можно сохранить извлеченное сообще-
ние в файл. 

 

 
Рис. 4. Вид окна приложения при внедрении  

сообщения 
 

 
Рис. 5. Вид окна приложения при извлечении  

сообщения 
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Сравнительная характеристика методов 

Метод Соотношение «сигнал – шум» Устойчивость Скрытость Качество сокрытия 
Метод изменения регистров 
символа 10 5 5 0 
Метод добавления хвосто-
вых пробелов 0 5 0 5 
Знаки одинакового начертания 5 5 0 0 
Метод изменения контура 
символа 5 3 8 9 

 
Заключение. Предложенный и проанализиро-

ванный стеганографический метод передачи инфор-
мации в тексте-контейнере основан на изменении 
контура символов контейнера. В результате анализа 
различных модификаций характеристик параметра 
символа получен алгоритм, исследованы наиболее 
уязвимые характеристики параметра текста. 

Для сравнения с известными стеганографи-
ческими методами (например, метод изменения 
регистров символа, метод добавления хвостовых 
пробелов, знаки одинакового начертания) можно 
использовать следующие характеристики: каче-
ство сокрытия (нельзя выразить численно, так что 
лучший способ измерить эту характеристику – 
представить нескольким наблюдателям контей-
неры до и после внедрения), скрытость (атакую-
щая сторона может определить наличие сообще-
ния в контейнере путем подсчета определенных 

статистических свойств файла и сравнения по-
лученных результатов со значениями, которые 
ожидаются от таких типов файла), устойчи-
вость (мера способности алгоритма сохранять 
сообщение даже после того, как контейнер под-
вергался неким изменениям), соотношение 
«сигнал – шум» (эта величина является мерой 
качества). 

Таким образом, была составлена таблица, в 
которой даны оценки каждой характеристики 
метода (0 – худшее ожидание, 10 – лучшее зна-
чение характеристики). В таблице представлены 
сравнительные характеристики трех вышепере-
численных методов и предложенного метода с 
использованием контура символа (4). 

В результате исследования проведен анализ 
предложенного метода по вышеперечисленным 
характеристикам.
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УДК 004.56+003.26 
М. Г. Савельева, П. П. Урбанович  

Белорусский государственный технологический университет 
МЕТОД СТЕГАНОГРАФИЧЕСКОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

WEB-ДОКУМЕНТОВ НА ОСНОВЕ РАСТРОВОЙ ГРАФИКИИ МОДЕЛИ RGB 
Представлены метод и реализующие его алгоритмы стеганографического преобразования, ис-

пользующие в качестве контейнера элементы web-приложения на основе растровой графики.  
В качестве базового элемента контейнера, цветовые параметры которого модифицируются в мо-
дели RGB при осаждении информации, выступает пиксель изображения. Внедрение (извлечение) 
информации происходит в пикселях, имеющих одинаковое значение (одно из 256) в одном или 
нескольких цветовых каналах. Особенностью разработанного метода является то, что процессы 
внедрения (извлечения) информации осуществляются при сравнительном анализе значений од-
ного или двух цветовых координат базового пикселя и пикселя для внедрения. Количество кана-
лов (R, G, B) для выбора пикселей и для внедрения сообщения зависит от цветовых характеристик 
изображения и длины (объема) сообщения. В изображениях с большим количеством полутонов, 
монохроматических или черно-белых изображениях выбор пикселей, в которых будет происхо-
дить внедрение, целесообразно осуществлять по двум цветовым каналам. При этом непосред-
ственно для внедрения информации в выбранные пиксели целесообразно использовать один ка-
нал. В полноцветных изображениях можно ограничиться одним каналом для выбора пикселей. 
Использовать одни и те же каналы для внедрения и выбора пикселей нельзя, так как их суммарное 
количество должно быть не более трех. Пропускная способность метода зависит от характеристик 
изображения-контейнера.  

Ключевые слова: стеганография, авторское право, изображение, осаждение, алгоритм, мо-
дель, цвет, пространственная область. 

Для цитирования: Савельева М. Г., Урбанович П. П. Метод стеганографического преобра-
зования web-документов на основе растровой графики и модели RGB // Труды БГТУ. Сер. 3, Фи-
зико-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). С. 99–107. 
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METHOD OF STEGANOGRAPHIC TRANSFORMATION  
OF WEB-DOCUMENTS BASED ON RASTER GRAPHICS AND RGB MODEL 
The method and algorithms of steganographic transformation implementing it, using elements of a web 

application based on raster graphics as a container, are presented. The image pixel acts as the base element 
of the container, the color parameters of which are modified in the RGB model when information is 
deposited. Information is embedded/extracted in pixels having the same value (one of 256) in one or more 
color channels. The peculiarity of the developed method is that the processes of embedding/extracting 
information are carried out with a comparative analysis of the values of one or two color coordinates of the 
base pixel and the pixel for embedding. The number of channels (R, G, B) for selecting pixels and for 
embedding a message depends on the color characteristics of the image and the length (volume) of the 
message. In images with a large number of halftones, monochromatic or black-and-white images, it is 
advisable to select pixels in which the embedding will take place using two color channels. At the same 
time, it is advisable to use one channel directly to embed information into the selected pixels. In full-color 
images, you can limit yourself to one channel for selecting pixels. It is impossible to use the same channels 
for embedding and selecting pixels, since their total number should be no more than three. The throughput 
of the method depends on the characteristics of the container image. 

Key words: steganography, copyright, image, precipitation, algorithm, color, spatial domain. 

For citation:Saveleva M. G., Urbanovich P. P. Method of steganographic transformation of web-
documents based on raster graphics and RGB model. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and 
Mathematics. Informatics, 2022, no. 2 (260), pp. 99–107 (In Russian). 

Введение. При разработке web-приложений 
используются технологии на основе как растровой, 
так и векторной графики. С помощью растровой 

графики (форматы JPEG, GIF, PNG, ICO, BMP) 
можно создавать графические объекты практи-
чески различной сложности. В этом заключается 
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ее преимущество. Однако необходимо учиты-
вать, что растровые рисунки могут терять каче-
ство при их масштабировании. 

Доступность цифрового контента, легкость, с 
которой могут быть сделаны идеальные копии элек-
тронных документов, вызывает обоснованные опа-
сения по поводу защиты авторских прав и требует 
разработки соответствующих методов и инструмен-
тальных средств для решения задач по защите этого 
права [1]. Одним из основных направлений разра-
ботки упомянутых средств является стеганография. 

Как известно, стеганографическая система, ко-
торая не требует предварительного обмена некото-
рой секретной информацией (например, стеганогра-
фическим ключом), относится к так называемой 
«чистой стеганографии» [2]. Формально процесс 
встраивания (осаждения) тайных сообщений М, с 
помощью которого, в частности, можно решать упо-
мянутую задачу защиты авторского права на кон-
тент, содержащийся в документах из множества С, 
можно описать как отображение E: 

E : C ∙ M → S.                   (1) 
Процесс извлечения M из стеганоконтейне-

ров S (документов С с размещенной в нем автор-
ской информацией М) описывается функцией, 
обратной к Е: 

D = E–1 : S → M, C.              (2) 
Очевидно, необходимо, чтобы объем (длина) 

контейнера был не меньше объема (длины) оса-
ждаемого сообщения.  

И отправитель, и получатель должны иметь 
доступ к алгоритмам внедрения и извлечения 
тайного сообщения. Но эти алгоритмы не 
должны быть общедоступными, поскольку они 
могут соотноситься с ключом стенографиче-
ского преобразования. В большинстве практиче-
ских стеганографических систем набор C выби-
рается таким образом, чтобы он состоял из 
осмысленных и безвредных сообщений. 

Некоторые стеганографические методы со-
четают традиционную криптографию со стега-
нографией: отправитель шифрует секретное со-
общение до процесса внедрения. Очевидно, что 
такая комбинация повышает безопасность всего 
процесса коммуникации, так как злоумышлен-
нику сложнее обнаружить встроенный в контей-
нер шифротекст. Сильные стеганографические 
системы, однако, не нуждаются в предваритель-
ном шифровании [3]. 

Существуют различные подходы к классифи-
кации стеганографических методов. В качестве 
критерия для классификации может использо-
ваться тип контейнера, методы модификации не-
которых элементов или параметров документа-
контейнера, за счет чего, собственно, и реализу-
ется внедрение секретного сообщения [4]. 

Для второго подхода актуальны два основ-
ных принципа [3, 5, 6]:  

– файлы, содержащие оцифрованное изобра-
жение или звук, могут быть до некоторой сте-
пени видоизменены без потери функционально-
сти, в отличие от других типов данных, требую-
щих абсолютной точности; 

– неспособность органов чувств человека разли-
чить незначительные изменения в цвете изображе-
ния или качестве звука, что особенно легко исполь-
зовать применительно к объекту, несущему избы-
точную информацию, будь то 16-битный звук,  
8-битное или, еще лучше, 24-битное изображение 
(если речь идет об изображении, то изменение зна-
чений наименее важных битов, отвечающих за цвет 
пикселя, не приводит к сколь-нибудь заметному для 
человека изменению цвета, что также объясняет не-
возможность использовать изменение значений яр-
кости для внедрения секретной информации). 

Стеганографическая система на основе сек-
ретного ключа похожа на симметричную крип-
тосистему: отправитель выбирает контейнер 
c (с ∈ С) и внедряет секретное сообщение m 
(m ∈ M) в c с помощью секретного ключа 
k (k ∈ K). Массив из шести множеств: 

ξ = < C, M, K, S, DK, EK >,              (3) 
где 

EK : C ∙ M ∙ K → S;                   (4) 
DK : C ∙ K → M                    (5) 

описывают стеганосистему с одним или не-
сколькими стеганографическими ключами [7]. 

Формулы (4) и (5) справедливы только со 
свойством: 

DK (EK (c, m, k), k) = m; (DK)–1 = EK.      (6) 
Известны стеганографические методы, осно-

ванные на преобразовании цветовых парамет-
ров (RGB) контента [3, 8, 9] и использовании мо-
дели системы в соответствии с (3)–(5). 

Предметом анализа в данной статье явля-
ются новый стеганографичекий метод и реали-
зующие его алгоритмы на основе модификации 
цветовых параметров текстовых элементов web-
приложений на базе растровой графики. 

Основная часть. Особенностью разработки 
цветовых компонент web-приложений является 
наличие известной палитры Websafe, состоящей 
из 216 (из общего числа – 256) основных цвето-
вых оттенков, которые были отобраны для 
кросс-платформенной работы. Эти оттенки 
отображаются максимально точно независимо 
от монитора компьютера или выбранного брау-
зера, способного отображать, по крайней мере, 
8-битный цвет (256 цветов) при использовании 
в HTML, CSS и в изображениях, встроенных в  
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web-страницы. Это позволяет разработчикам ука-
зывать цвета таким образом, чтобы интегрировать 
их в графическую среду операционной системы. 

RGB – цветовая модель, представление цвета 
которой задается совокупностью трех цветовых 
каналов: красного, зеленого и синего. Каждый из 
каналов имеет размер в один байт, из чего сле-
дует, что цвет одного пикселя представляется в 

виде трех байтов. Каждый цветовой канал зада-
ется 8-разрядным двоичным вектором либо соот-
ветствующим десятичным числом [3, 8, 9]. 

Далее рассмотрим алгоритмические особен-
ности реализации предлагаемого метода, в кото-
ром внедрение информации производится путем 
модификации цвета пикселей в цветовой модели 
RGB (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Алгоритм внедрения сообщения 
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Определить цветовой канал cRGB′, 
отличный от cRGB 

Представление m в двоичном виде 

Определение размера l массива Z 
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Преобразование web-документа  
в файл растровой графики  
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Данный метод подразумевает рассмотрение, 
например, текстового документа как объекта раст-
ровой графики. В качестве базового элемента кон-
тейнера (с), свойства которого модифицируются 
при осаждении информации (m), выступает пик-
сель изображения, входящего в массив пикселей, 
служащих для отображения символа текста. 

Начальным шагом алгоритма прямого пре-
образования (в соответствии с (4)) является кон-
вертирование web-документа (с) в файл растро-
вой графики формата, например PNG (без сжа-
тия), и генерация секретного сообщения (m). 
Примем параметры (в пикселях) контейнера с: 
t – высота, r – ширина; длина (объем) внедряе-
мого сообщения – Nm.  

Сообщение m необходимо преобразовать для 
его внедрения и обеспечения возможности извле-
чения. Поскольку при извлечении сообщения 
необходимо указать окончание сообщения, то к 
нему следует добавить вспомогательную инфор-
мацию: число разрядов длины сообщения, длину 
сообщения. На данном этапе используется коди-
ровка ASCII, в которой один символ представлен 
8 битами. Следовательно, Nm = length (m) ∙ 8, бит. 
Для примера реализации метода используем сооб-
щение «стего» (m = «стего»), length (m) = 5. После 
добавления вспомогательной информации оса-
ждаемое сообщение принимает вид «15 стего» 
(m1 – число разрядов длины сообщения, m2 – длина 
сообщения, m3, .., m7 – исходное сообщение), т. е. 
length (m) = 7. Следовательно, Nm = 7 ∙ 8 = 56 бит. 
Итоговое сообщение m в двоичном виде: 00110001 
00110101 11110001 11110010 11100101 11100011 
11101110. 

Для внедрения m необходимо выбрать массив 
пикселей, для которых совпадает значение коорди-
нат одного или двух цветовых каналов. В изображе-
ниях с большим количеством полутонов (рис. 2, 3, 
розово-фиолетовые полутона), монохроматических 
(рис. 4, 5, синий цвет) или черно-белых (рис. 6, 7) 
изображений выбор пикселей, в которых будет 
происходить внедрение, целесообразно осуществ-
лять по двум цветовым каналам. При этом непо-
средственно для внедрения информации в выбран-
ные пиксели следует использовать один канал. В 
полноцветных изображениях также можно ограни-
читься одним каналом для выбора пикселей. 

 

 
Рис. 2. Изображение-контейнер с большим  

количеством полутонов 

 
Рис. 3. Фрагмент изображения-контейнера  

с большим количеством полутонов 
 

 
Рис. 4. Монохромное изображение-контейнер  

 

 
Рис. 5. Фрагмент монохромного  

изображения-контейнера 
 

 
Рис. 6. Черно-белое изображение-контейнер  

 

 
Рис. 7. Фрагмент черно-белого  

изображения-контейнера 
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Для демонстрации метода используем в ка-
честве контейнера черно-белое изображение 
(рис. 6). 

Ключевым этапом алгоритма внедрения явля-
ется выбор массива пикселей, Z. Алгоритм созда-
ния массива Z представлен на рис. 8, где cRGB – 
цветовой канал с совпадающими цветовыми па-
раметрами пикселя, cRGB ∈ R, G, B; cRGB′ – цветовой 
канал для внедрения сообщения, cRGB′ ∈ R, G, B;  
sjn – пиксель web-документа, s00, .., sjn ∈ c; t – ши-
рина c в пикселях; r – высота c в пикселях; ϕ – 
ключевое значение цветового кода канала cRGB, ϕ ∈ {0, 1, …, 255}. Последний параметр использу-
ется для увеличения пропускной способности 
метода. Для этого следует провести анализ того, 
в каком цветовом канале имеется больше пиксе-
лей с одинаковым значением цветового кода 
(cRGB) и выбрать это значение в качестве пара-
метра ϕ. Канал для внедрения (cRGB′) выбирается 
произвольно из оставшихся двух (или оба). Ка-
нал cRGB′ не должен использоваться при выборе 
массива пикселей Z. Например, после проанали-
зированного фрагмента изображения-контей-
нера (рис. 9) (пиксели, имеющие черный (0, 0, 0) 
и белый (255, 255, 255) цвета, не отмечены) 
можно сказать, что cRGB = R, cRGB′ = G (как сле-
дующий после R), ϕ = 233. После проведенного 
анализа также можно отметить, что в данном 
фрагменте контейнера для выбора пикселей до-
статочно одного цветового канала, так как коли-
чество пикселей для внедрения сообщения пре-
вышает необходимое (при выборе по двум кана-
лам их станет меньше, чем нужно). В целях 
упрощения и повышения наглядности метода 
используем один цветовой канал для внедрения. 

 

 
Рис. 9. Фрагмент черно-белого  

изображения-контейнера 
 

Из массива Z выбирается базовый пиксель. 
Внедрение m будет происходить в канал cRGB′ 
при сравнении значений цветовых кодов канала 
cRGB′ пикселя для внедрения (cRGB′(z0)) (z0..zi ∈ Z) и 
базового пикселя (cRGB′(zi)). В данном примере 
базовым пикселем выбран первый (с цветовым 

кодом 233, 234, 233) (рис. 9, 10). Далее внедре-
ние будет происходить при сравнении значений 
кода канала G базового (первого) и второго, ба-
зового и третьего и т. д.; в конечном итоге – ба-
зового и n-го пикселей массива Z. 

 

 
Рис. 10. Первый 31 пиксель массива Z 

 
Следующим шагом алгоритма внедрения (см. 

рис. 1) является проверка необходимости измене-
ний значения цветового кода канала для внедре-
ния. С этой целью производится сравнительный 
анализ cRGB′(z0) и cRGB′(zi). Примем, что в случае, 
если cRGB′(z0) > cRGB′(zi), то бит внедряемого сообще-
ния равен 0. Если cRGB′(z0) ≤ cRGB′(zi), то бит внедря-
емого сообщения равен 1. Если бит, полученный 
при сравнении цветовых кодов канала пикселя для 
внедрения и базового пикселя, не совпадает с би-
том внедряемого сообщения, то cRGB′(zi) нужно из-
менить на Q, где Q – число для модификации зна-
чений цветовых кодов каналов и выбора массива 
пикселей (рекомендуется выбирать 4 < Q < 10, так 
как существенное изменение цветового кода пик-
селя будет заметно человеческому глазу). Если 
бит сообщения равен 1, а cRGB′(z0) > cRGB′(zi), то 
cRGB′(zi) = cRGB′(zi) – Q, если же бит сообщения равен 
0, а cRGB′(z0) ≤ cRGB′(zi), то cRGB′(zi) = cRGB′(zi) + Q.  

В примере цветовой код первого (базового) 
пикселя z0 массива Z – 233, 234, 233, код второго 
пикселя z1 массива Z – 233, 233, 233. При срав-
нении значений канала cRGB′(G) получаем бит 
сообщения, равный 0 (234 > 233 (cRGB′(z0) = 234, 
cRGB′(z1) = 233)). Так как нам необходимо внед-
рить 0, то cRGB′(z1) изменять не нужно. Цветовой 
код z1 после внедрения – 233, 233, 233. Цветовой 
код третьего пикселя (z2) массива Z – 233, 235, 
234. При сравнении значений цветового кода ка-
нала G пикселя для внедрения и базового пик-
селя получаем бит сообщения, равный 1 
(234 < 235 (cRGB′(z0) = 234, cRGB′(z2) = 235)). Так 
как нам необходимо внедрить 0, то cRGB′(z2) 
нужно изменить на Q (Q = 4). Цветовой код (z2) 
после внедрения – 233, 231, 234. Аналогично об-
рабатываются все остальные пиксели. 
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Рис. 8. Создание массива пикселей Z

Если значение цветового кода канала пикселя c 
(cRGB′(sjn)) значительно отличается от cRGB′(z0) (на Q и 
более), то cRGB′(sjn) следует изменить на Q. Если  

cRGB′(sjn) ≥ cRGB′(z0) + Q,             (7) 
то  

cRGB′ (sjn) = cRGB′(sjn) + Q;             (8) 
если же 

cRGB′(sjn) ≤ cRGB′(z0) – Q,              (9) 
то  

cRGB′(sjn) = cRGB′(sjn) – Q.           (10) 
Таким образом, пиксель sjn не будет попадать в 
массив пикселей для внедрения.  

Для извлечения внедренного сообщения 
необходимо выбрать массив пикселей ZD (пример 

показан на рис. 11), где совпадает значение кода 
одного или нескольких цветовых каналов, анало-
гично массиву Z. В отличие от массива Z в массив 
ZD помещаются пиксели, где cRGB′(sjn) отличается 
от cRGB′(z0) на 2Q единиц в любую сторону (диапа-
зон для выбора cRGB′(z0) – Q ≤ cRGB′(sjn) ≤ cRGB′(z0) + 
+ Q, при внедрении значение может измениться 
еще на Q единиц) (выбора cRGB′(z0) – 2Q ≤ cRGB′(sjn) 
≤ cRGB′(z0) + 2Q).  

При извлечении примем во внимание, что 
максимальное число разрядов длины внедрен-
ного сообщения – 9. Для восстановления сообще-
ния сначала извлекается первый символ сообще-
ния, состоящий из 8 битов, содержащий в себе 
информацию о количестве разрядов длины сооб-
щения. Полученная битовая строка переводится 
в десятичную систему. Исходя из полученного 
числа, извлекается следующее количество битов, 

cRGB (sjn) = ϕ 

cRGB′(z0)–2Q ≤ cRGB′(sjn) ≤ cRGB′(z0)+2Q 

cRGB′(sjn) ≤ cRGB′(z0) – Q 

cRGB′(z0) – Q ≤ cRGB′(sjn) ≤ cRGB′(z0) + Q 

Да 

j = 1, t 

Начало 

Определить t, r 

n = 1, r 

Поместить пиксель sjn в массив Z 

Конец 

Да 

Нет 

Да 

Нет 

Нет 

cRGB′(sjn) = cRGB′(sjn) – Q 
Да 

Нет 

cRGB′(sjn) = cRGB′(sjn) + Q 
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обозначающих длину сообщения. Например, 
если после извлечения первых 8 битов получа-
ется битовая строка 0000 0001, то следующим 
извлекается один символ сообщения (8 бит). По-
сле этого, зная длину сообщения, можно извлечь 
само сообщение. 

 

 
Рис. 11. Массив ZD на фрагменте изображения  

 
В качестве ключей стеганографического 

преобразования может использоваться инфор-
мация о том, какой канал или несколько каналов 
используются для выбора пикселей для внедре-
ния, номер базового пикселя в массиве или ал-
горитм выбора базового пикселя из массива пик-
селей для внедрения, канал для внедрения, зна-
чение ϕ, значение Q.  

Простой ключ для реализуемого примера: 
«R233G1Q4», где R – используемый канал для 
выбора пикселей; 233 – значение цветового кода 
канала R для выбора пикселей (ϕ = 233); G – канал 
для внедрения; 1 – номер базового пикселя в мас-
сиве пикселей; Q4 – значение Q = 4. 

Алгоритм характеризуется линейной слож-
ностью O(n). 

Исходя из того, что в среднем примерно 5% 
пикселей будут соответствовать требованиям, 
определяемым алгоритмом внедрения (в про-
анализированном изображении из 1470 пиксе-
лей для внедрения подошли 45 (~3%), при внед-
рении в цветовой области в границах черного 
цвета из 1470 пикселей для внедрения подходят 
105 (~7%)), то для внедрения сообщения длиной 
8 бит необходимо изображение 15×15 пикселей, 
для внедрения сообщения длиной 80 битов – 
45×45 пикселей.  

Сравним предложенный метод с одним из са-
мых известных методов – LSB [10, 11] на основе 
такого параметра, как пропускная способность.  
С помощью метода LSB максимально можно 
встроить 1/8 от объема контейнера за счет внед-
рения 1 бита в каждый канал каждого пикселя.  
В исходное изображение размером 100×100 пик-
селей (размер изображения – 30 000 байтов) ме-
тодом LSB можно внедрить 30 000 битов (12,5% 
от объема контейнера). Предложенный метод 
максимально позволяет встроить 1/25 от объема 
контейнера. В то же исходное изображение раз-
мером 100×100 пикселей, используя предложен-
ный метод, можно внедрить 1000 битов (5% в 
два канала), т. е. 4% от объема контейнера. 
Изображения с большим количеством полуто-
нов, черно-белые и монохромные изображения 
будут иметь большую пропускную способность, 
так как они построены на основе большего ко-
личества пикселей с совпадающими значениями 
цветового канала.  

Предложенный метод будет иметь преиму-
щество перед стандартным вариантом метода 
LSB при использовании дополнительных ключей 
стеганографического преобразования.  

К недостаткам LSB также относится возмож-
ность детектирования сообщения простейшими 
методами, например посредством статистиче-
ского анализа LSB контейнера. Предложенный 
метод устойчив к подобного рода атакам.  

Заключение. В качестве метода для контроля 
целостности данных, защиты прав собственности 
на мультимедийную информацию, отслеживания 
распространения информации предложен стегано-
графический метод, основанный на изменении про-
странственной области документа-контейнера.  

Данный метод может применяться для тек-
стовых документов в формате растровой гра-
фики. Пропускная способность метода зависит 
от характеристик изображения-контейнера: ко-
личества пикселей со сходными значениями од-
ного или нескольких цветовых каналов. Данный 
метод можно применять и для форматов изобра-
жений с незначительным сжатием, используя 
большее значение Q. Однако такое внедрение 
будет также более очевидно. 

Предложенный метод уступает методу LSB по 
максимальной пропускной способности, но выиг-
рывает в устойчивости к некоторым видам атак. 
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SEMANTIC BASED INFORMATION-CENTRIC NETWORKING  

OUTING ALGORITHMS  
The article addressed the problem of routing in the field of Information-Centric Networking where a 

new semantic-based scheme is proposed to solve the obstacles facing IP networks. The paper represents 
the structure of routing tables for Semantic Information-Centric Networking (SICN) 3D-addressing: 
Semantic-Pub ID, Geo-Pub ID, Semantic-Geo. Four different scenarios based on information content 
type are used. Three algorithms for the 3D-address routing table and two for the cache ae presented: 
Router Record Update Algorithm, Cache TTL Update algorithm, Geo-Pub ID Garbage Collector 
algorithm, Semantic Garbage Collector algorithm, Cache Garbage Collector algorithm. This algorithms 
used for adding, removing and merging records in routing tables and based on Time to Live parameter. 
The article described semantic, geographical and publisher ID matching. Based on the developed 
algorithms, modeling was performed for four scenarios of network operation by metric Time Delay, 
Flooding or Traffic, and Efficiency Reuse factor for data. Compared with other ICN projects. The 
effectiveness of SICN and it’s routing algorithms was shown. 

Key words: algorithms, information-centric networks, semantic, routers table, address, garbage 
collection, cache, time to leave. 
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Г. Джабер, Н.В. Пацей 
Белорусский Государственный Технологический Университет 

АЛГОРИТМЫ МАРШРУТИЗАЦИИ ИНФОРМАЦИОННО-ОРИЕНТИРВАННОЙ 
СЕТИ, ОСНОВАННОЙ НА СЕМАНТИКЕ 

В статье рассматриваются вопросы маршрутизации данных в информационно-
ориентированной сети, в которой была предложена новая схема именования, основанная на 
семантике для решения существующих проблем передачи информации в IP сетях. В работе 
изложены структуры таблиц маршрутизации сематической информационно-ориентированной 
сети с 3D-адресацией, названные: Semantic-Pub ID, Geo-Pub ID, Semantic-Geo. Они 
используются для различных сценариев в зависимости от типа передаваемого сетевого 
контента. Представлены алгоритмы 3D-адресации в таблицах маршрутизации и алгоритм 
кеширования: Router Record Update Algorithm, Cache TTL Update algorithm, Geo-Pub ID Garbage 
Collector algorithm, Semantic Garbage Collector algorithm, Cache Garbage Collector algorithm. 
Данные алгоритмы используются для добавления, удаления и объединения записей в таблицах 
на основе параметра Time to Live. В статье описывается поиск на основе сематического, 
географического и уникального идентификатора владельца. На основе разработанных 
алгоритмов было выполнено моделирование производительности сети для четырех сценариев 
сетевого взаимодействия. Производительность оценивалась на основе следующих метрик: Time 
Delay, Flooding (Traffic) и фактора Efficiency Reuse. Проведено сравнение с другими проектами 
информационного-ориентированных сетей. Показана эффективность алгоритмов маршрутизации 
семантической сети. 

Ключевые слова: алгоритмы, информационно-ориентированные сети, семантика, таблицы 
маршрутизации, адрес, сборка мусора, кэш, время жизни. 

Для цитирования: Jaber G., Patsei N. V., Semantic based Information-Centric Networking routing 
algorithms // Труды БГТУ. Сер. 3, Физика-математические науки и информатика. 2022. № 2 (260). 
С. 108–113. 

Introduction. Every year the number of Inter-
net users and the use (volume) of content is con-
stantly increased. There is a growing need for 
security and support for the mobility of information 
sources. To solve the problem of Internet network 

name resolution, Content Distribution Networks (CDN) 
[1], peer-to-peer file exchange systems (BitTorrent) have 
been proposed for extracting content from multiple 
sources, replicating and distributing content. These 
mechanisms helped improve access to content, but 
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did not improve the underlying network topology 
and therefore did not optimize network delivery 
performance. 

The search for new approaches to organizing 
architectures led to the creation of Information-
Centric Networking (ICN) [1]. For ICN, location-
independent naming and name-based routing are the 
main concept. Content in the ICN is named directly, 
published, copied to the cache, and finally queried by 
name using a lookup or fetch primitive. The process 
of data searching through an arbitrary broadcast of a 
request, and the result will be an information object 
from any host that has a copy of the data. 

Based on the main principles of ICN, in the last 
decade, data network projects have been developed that 
differ in routing algorithms, naming schemes, and 
deployment models: Data-Oriented Network Archi-
tecture (DONA, Berkeley University), Publish-
Subscribe Internet Technology (PURSUIT), Publish-
Subscribe Internet Routing Paradigm (PSIRP), Scalable 
and Adaptive Internet solutions (SAIL), 4WARD, 
Content Mediator architecture for content-aware 
networks (COMET), CONVERGENCE, Named Data 
Networking (NDN), Content Centric Networking 
(CCN), Mobility First (NSF Mobility First project, 
online), ANR Connect, Knowledge-Based Networking 
(KBN), Network of Information (NetInf), Context-
Aware Green ICN Model (CAGIM). 

There are four types of object naming in ICN – 
hierarchical (used in CCN, NDN), flat (used in 

NetInf, MobilityFirst and DONA project), attribute-
based and hybrid [2, 3]. Most of the considered ICN 
designs are not suitable for all types of information 
object data transfer between publishers/subscribers. 
That’s why Semantic Information-Centric Net-
working (SICN) was proposed [4]. It is ICN-based 
architecture with its own naming scheme which 
included three types of addresses: semantic, 
geographic and publisher [4–8].  

It was designed SICN header format and  made 
the classification of SICN data and requests (named: 
R1, R2, R3, R4), according to it, into four types 
based on publishers/subscribers’ number and 
frequency of data object used [8].  

There were described four communication 
scenarios. Scenario 1 (type A): communication com-
ponents are requesting any data content from specific 
publisher. Scenario 2 (type B): components requesting 
specific data content from a specific publisher. 
Scenario 3 (type C) in which request specific data 
content from any publisher. Scenario 4 (type D) is the 
case when requested information with any data 
content is accessing from any publisher [4–8]. 

The components comprising SICN model (fig. 1) 
are as follows: subscriber, publisher, router, cache 
server. When a subscriber interested in specific 
information it will send a pull message: Interest 
Request Message (IRM) to its gateway or router. 
This IRM would be one of the four types of 
subscriber requests. 

 
Fig. 1. SICN communication model 
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Then Address Reply Message (ARM) send from 
the publisher routers or any in path router holding 
the needed content towards the subscriber 
requesting certain content by IRM. ARM holds the 
addresses. It updates the 3D-address routing tables 
as follows: when records are not found in table it 
adds them; if records are found, it increases TTL 
(Time to Live) parameter in table for the record.  

CRM is the Content Request Message that 
contains the requested data and addresses. It is sent 
from the publisher to the subscriber. 

Theoretical base. According to the SICN 
architecture routers have three tables where three 
dimensions combined, named 3D-tables. These three 
address dimensions will allow the matching between 
publisher and subscriber based on naming scheme 
that includes any of following: publisher ID, 
semantic or geographical addresses. So, the sub-
scriber having one of the three address dimensions 
can find a match to the other two address dimensions 
using the proposing routing tables. 

Each table includes two parts. The first part is 
the address part (may contain publisher ID, 
geographical or semantic addresses) that names the 
data and are learnt or defined from publisher 
advertisement. The address part consists of se-
mantic and publisher ID addresses in Semantic-Pub 
ID table, and of publisher ID and geographical 
addresses in Geo-Pub ID table, and of semantic 
addresses and geographical addresses, in Geo-
Semantic table (fig. 2–4). 

The second part of each table is the orientation 
part that directs the data toward the subscriber, and 
are learnt from subscriber interest message. The 
TTL represents Time to Live in the cache. The 
Interface is the input output ports, which connects 
network nodes. Hops number shows the cost to 
reach data in terms of hops number. 

The first table matches Semantic to Publisher ID 
address (fig. 2).  

 
Semantic 
address 

Publisher ID 
address TTL Interface Hops 

number 

Fig. 2. Routing table header for Semantic-Pub ID maps 
Semantic addresses to Publisher ID address  

 
The second table matches Publisher ID address 

to Geographical address (fig. 3). 
 

PublisherI
D add. 

Geographic 
al address TTL Interface Hops 

number 

Fig. 3. Routing table header for Geo-Pub ID maps 
Publisher Unique address to Geographical address 

 
The third table matches Semantic address to 

Geographical address (fig. 4). 

Semantic 
address 

Geographical 
address TTL Interface Hops 

number 
 

Fig. 4. Routing table header for Semantic-Geo maps 
Semantic addresses to Geographical address  

 
Updating. Let’s consider the updating records 

table processes. It works depends of TTL and the 
following value as shown in table.   

 
TTL types 

TTL type Description 
TTLT Time to Live for the records in the table 

TTLth min
T

 

Minimum threshold to live for record in 
table. 
Role: minimum value of TTLT of the record 
to stay in 3D-table. If TTLT< TTLth min

T  then 
the garbage collector will remove the 
record. 

TTLadd def
T  The value of the default TTLT that the 

new added record to the table (equal β) 

TTLth max
T  

Maximum there hold time to live 
forward in the table: 
Role: the needed value of TTLT of the 
record during addition to be added to the 
cache. 

 
Adding records to the tables.  When a 

subscriber sends Interest Request Message (IRM) 
and it reaches the router, the router will search its 
tables for an entry match. There are three cases: 

Case 1: If there is no positive match between 
IRM and any addressing table in the router, the 
router will broadcast the IRM to the network from 
all its interfaces in a spanning tree technique to 
avoid loops. When IRM reaches the match in any 
router caching the content or even in the original 
publisher cache, the latest will send a reply message 
to all requested interfaces, which sent IRM to it 
containing the data with the three publisher 
addressing dimensions. The Content Reply Message 
(CRM) will allow updating all the routing tables 
across the requested paths towards the subscriber 
who sent the IRM for the first time. Thus, when 
there are no previous records in the tables, it will be 
created with a default TTL.  

Case 2: If positive naming matches occurs 
between IRM and routing table and the router 
already caches the content, TTL will be updated 
(increased) in the routing table and calculated based 
on the number of subscribers interested in the 
address and the number of usages of this address. 
Then the Address Reply Message (ARM) will be sent 
to the subscriber with the three addresses 
dimensions without the content to allow the 
subscriber to choose. 

Case 3: If positive naming matches occurs 
between IRM and routing table but the content is not 
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cached locally in the router, the router will forward 
the message toward the nearest publisher which 
could be a relay cache or the original publisher 
directly from the interface connected towards them 
since their ID or IP are recorded in the table. The 
latest will send the ARM with its three addressing 
dimensions. This case applies when the subscriber 
making a video call or asks for a video from certain 
publisher as YouTube. 

After big count of requests, the TTL will reach a 
threshold defined by the administrator TTLth 
allowing to caching the data and as TTL increases 
caching time will also increase. 

In all cases, the interfaces in the tables will be 
learnt from the interface that passed the reply message. 

Removing records from the tables. TTL will 
decay automatically with a ratio γ defined by the 
administrator. If TTL reaches the minimum 
threshold TTLth min

T , which means there no interests 
from subscriber exists for a long time, then the 
record will be removed from the table and from the 
cache if it exists. It allows the tables to be always 
dynamic and up to date.  

Considering the case of subscriber message 
coming from interface matches the advertised 
naming of the publisher, the router will 
automatically increase the TTL of this interface if 
the match of the data already increases. However, if 
it was not existed, the source interface of the 
subscriber message will be added to the publisher 
record in the routing table and then increase TTL.  

Merging records in tables. Merging is the 
process of generalize the addresses in the routing 
table in order to reduce its size. 

In semantic address part the specific relations 
will be merged into the general relations.  In 
publisher ID address the table will keep the most 
general publisher ID depending on the number of 
requests. In geographical address part the merge 
will take place on the network. If we have any super 
network and the subnetwork on the same interface, 
super network will be considered and the sub 
network will be discarded. 

Matching. Matching is the process of 
comparing the addresses of the IRM to the addresses 
existed in the routing tables and find the best match 
based on the longest prefix match. 

Matching occurs on three levels based on the 
IRM address content: semantic matching, 
geographical matching, and publisher ID matching. 

Semantic matching. Each semantic address is 
composed of a set of Object-Relation-Object (ORO) 
chains. When an IRM holding a semantic address is 
requested, the router will search for the ORO chains 
of this semantic address in the Geo-Semantic and 
Semantic-Pub ID routing tables respecting the 
logical relations (or/xor/and/in/super) determined 
by the user.  Knowing that in semantic matching the 

router chooses from its tables only ORO chains from 
the same information source (Publisher ID, 
Geographical IP). In a brief, the semantic matching 
is the matching by all chains for the same source. 

Geographical matching. When an IRM holding 
a geographical address is requested, the router will 
search for the longest prefix match in the geo-
semantic and Geo-Pub ID tables to route IRM to the 
requested information source.  If the requested IP is 
not found in the last router because the mobility of 
the user, this router will multicast the prefix to all 
the nearest neighbor subnets with fixing the suffix 
which is based on EUI64 address assignment. 

Publisher ID matching. When an IRM holding 
a Publisher ID is requested, the router will search 
for this publisher in the Semantic-Pub ID and Geo-
Pub ID tables. When the router finds a positive 
match respecting logical relation, it will route the 
IRM toward the source of information using the 
geographical address.  

3D-routing table algorithms. For previously 
described processes of add new records, update TTL 
for the record, add records to cache when TTL 
reaches threshold, matching, garbage collection for 
removing records there are needed algorithms.  

Router Record Update (RRU) Algorithm. 
When router receives new ARM and the record is 
not already existing in it, Router Record Update 
algorithm adds the new record to the tables with a 
default TTL (TTLi

T.) However, if the record is 
already existing in the table, RRU adds its TTLi

T by 
a unit (αT) till reaching the minimum threshold. 
When TTL of the record reaches the minimum 
threshold, RRU send the data to the cache after 
receiving the next CRM. Thus, the functions of RRU 
are: add new record with TTL add; update TTL by 
increasing it by one unit after each ARM; add record 
to cache when TTLi

T reaches TTLth min
T . 

 
Algorithm 1:  Router Record Update  (RRU) 
1. Start 
2.   Receive ARMi 
3.   If (ARMi) exist  then 
4.          𝑇𝑇𝐿  =TTLi

T + αT 
5.   Else 
6.         add address (ARMi) to table 
7.   End If 
8.   If   TTLi

T> TTLth min
T  then 

9.        add next (CRMi) to cache 
10.   End If 
11. End 

 
Geo-Pub ID Garbage Collector (GPIGC) 

Algorithm. Geo-Pub ID Garbage Collector 
(GPIGC) decreases TTLi

T for each record in the 
Geo-Pub ID table by a constant unit (γT) 
continuously and checks it if its TTLi

T is less than 
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the minimum threshold to remove it from the table. 
Thus, GPICG role is to decrease TTLT and to delete 
relation with low weight (less than min-threshold) 
in the Geo-Pub ID table performing scalability to it.  

 
Algorithm 2: Geo-Pub ID Garbage Collector 
(GPIGC) 
1. Start  
2.   Timer = Time + 1 
3.   TTLT=TTLT– γT 

4.   If TTLT < TTLth min
T  then 

5.        remove record from table 
6.   End If 
7. End  

 
Semantic Garbage Collector (SGC) Algorithm 

decreases TTLi
T for each record in the Semantic-Geo 

and Semantic-Pub ID tables by a constant unit (γT) 
continuously and checks it if its TTLi

T is less than the 
minimum threshold (TTLth min

T ) or if the weight W of 
the record is less than the minimum threshold 
weight (Wth min) to remove it from the table. Thus, 
GPICG role is to decrease TTLTand delete relations 
with low weight (less than min-threshold) or less 
than TTLth min

T  in the two tables: Semantic-Geo and 
Semantic-Pub ID.  
Algorithm 3: Semantic Garbage Collector (SGC) 
1. Start 
2.   Timer = Time + 1 
3.   TTL = TTLT – γc 
4.   If  TTLT < TTLth min

T   or W < Wth min  
then 
5.       remove record from the table 
6.   Else  go to 2  
7.   End If 
8. End 

 
Cache algorithms. Caching on-path (in-

network) is considered to be a basic architectural 
component of an ICN architecture.  It may be used 
to provide a Quality-of-Service (QoS) experience to 
users, reduce the overall network traffic, prevent 
network congestion and Denial-of-Service (DoS) 
attacks and increase availability 

SICN uses On-path caching strategy that reduces 
download time, server workload, and network traffic 
resulting in a less response time for data requests and 
reduces distance of data path to reach subscriber. In 
the proposed scheme, on path cach use threshold 
where two methods: Garbage Collector (GC) algo-
rithm and TTL time decay function to reduce TTL and 
consequently reducing the amount of data. 

Cache TTL Update (CTU) Algorithm. Cache TTL 
Update algorithm adds the TTLC of each record in the 
cache existed in the cache by a constant unit (αc) after 
receiving a new CRM. 

Algorithm 4: Cache TTL Update (CTU) 
1. Start  
2.   Receive IRM2i 
3.   If exist (CRMi) then 
4.        TTLC = TTLC + αc 
5.   End If 
6. End  
 
Cache Garbage Collector (CGC) Algorithm 

decreases TTLC of each record in the cache of by decay 
time unit γ. GPICG checks also TTLC each record in the 
cache to remove it when reaches the minimum cache 
threshold (TTLmin

C ). Thus, CGC role is to decrease TTLC 
continuously and to control the size of the cache by 
removing records with low TTL (less than TTLth min

C ). 
 

Algorithm 5:  Cache Garbage Collector (CGC) 
1. Start  
2.   Timer = Time  
3.   TTLC=TTLC – γC 
4.   If   TTLC <  TTLmin

C  then 
5.     remove record from cache 
6.   End If 
7. End 
 
Conclusion There were presented three algorithms 

for the 3D-address routing table and two for the cache. 
It includes Router Record Update Algorithm, Cache 
TTL Update algorithm, Matching algorithms and 
Semantic table update learning algorithm. 

To compare between the different ICN projects, 
we build a Python model under some assumptions 
(users number, publisher, DNS and cache depth, 
sharing coefficient and factor). Empirical results 
were tested over four scenarios: non-cached data 
level; cached data level;  information level; know-
ledge level. It was analyzed three metrics are: Time 
Delay (TD), Flooding or Traffic (F), and Efficiency 
Reuse (ER) factor for data. 

In Scenario 1 SICN obtains much better perfor-
mance of SICN compares to other schemas in terms 
of flooding parameter. 

In Scenario 2 KBN, CBCB, and SICN have the 
lowest TD (for 120 users in 2,7 times lower) . In terms 
of time delay, KBN is the lowest followed by SICN. 

In Scenario 3 TD is the lowest in KBN, CBCB, 
and SICN schemas, but F in SICN exceeds F in 
KBN and CBCB. 

In Scenario 4 SICN and KBN show better 
results than other schemas in terms of TD. In terms 
of F and ER, KBN outperforms SICN. 

A significant advantage of using the proposed 
SICN model and the described algorithms are: com-
pensation search engine and DNS server, reducing 
traffic flow, ensure scalability (information based is 
the most scalable and on-line cache maintain scala-
bility), maintain mobility.
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ВИЗУАЛИЗАЦИЯ МОДЕЛИ РОСТА ДЕРЕВА  
НА ОСНОВЕ ДИНАМИЧЕСКОГО АДАПТИВНОГО АССЕТА  

Статья посвящена созданию динамических ассетов в среде Unity для моделирования роста 
дерева при различных условиях произрастания. Разработанные ассеты предназначены для визуа-
лизации роста дерева с учетом условий произрастания и дальнейшего использования в различных 
информационных системах. Разработанные ассеты основываются на многолетних обобщенных 
исследованиях в области ботаники и информационных технологий. В работе проанализированы 
различные системы математического моделирования произрастания и роста дерева, а также сред-
ства для его визуализации. Также описана построенная на основе таблиц, обобщенная модель про-
израстания дерева, в которой учитываются наиболее важные показатели,– бонитет почв, количе-
ство влаги и солнечного света, получаемых деревом в процессе роста. На основе исследований 
разработана коллекция ассетов визуализации дерева ели, отражающая разные этапы развития де-
рева – от посадки до зрелости – в различных условиях, и предложена методика формирования 
оптимальных коллекций на основе концепции динамического ассета для использования получен-
ной динамической визуализации роста дерева при проведении процессов озеленения, лесовосста-
новления, лесоустройства. 

Ключевые слова: трехмерная визуализация дерева, динамический ассет, коллекция ассетов.  
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The article is devoted to the creation of dynamic assets in the Unity environment for modeling the 
growth of a tree under various growing conditions. The developed assets are designed to visualize the 
growth of a tree, taking into account the growing conditions and further use in various information 
systems. The developed assets are based on many years of generalized research in the field of botany and 
information technology. The paper analyzes various systems of mathematical modeling of the tree 
growth, as well as tools for its visualization. A generalized model of tree growth is also described, built 
on the basis of tables, which takes into account the most important indicators of tree growth — soil 
quality, the amount of moisture and sunlight received by tree during growing. Based on the research, a 
collection of spruce tree visualization assets was developed, reflecting different stages of tree 
development, from planting stage to maturity, in various conditions, and a method was proposed for the 
formation of optimal collections based on the concept of a dynamic asset to use the obtained dynamic 
visualization of tree growth during landscaping processes, reforestation, forest management.  
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Введение. Для прогнозирования последствий 
различных чрезвычайных ситуаций в лесных мас-
сивах и на залесенных парковых и производствен-
ных территориях необходимо иметь интерактив-
ную модель развития отдельного дерева. Каждое 
дерево развивается по характерным для него зако-
номерностям и в зависимости от окружающих 
условий его произрастания, изменяющихся с тече-
нием времени. В этой работе для визуализации на 
экране модели роста дерева используются предва-
рительно разработанные динамические ассеты, 
цифровые объекты, преимущественно состоящие 
из однотипных данных, неделимые сущности, ко-
торые представляют часть контента и обладают 
заданными свойствами в среде интерактивной 
трехмерной графики Unity.  

Основная часть. Для создания динамиче-
ского ассета визуализации модели роста дерева 
необходимо учесть, прежде всего, закономерно-
сти произрастания дерева определенной породы, 
например ели обыкновенной, в естественной 
среде. До возраста 10 лет ель растет очень мед-
ленно, в первые пять лет после посадки она при-
бавляет в росте по 6–9 сантиметров в год и в пяти-
летнем возрасте достигает всего до 30–50 см в 
высоту и 30 см в диаметре кроны. Длина хвои ели 
составляет в среднем 10–25 мм и располагается на 
ветках по спирали. Предельной высоты взрослое 
дерево этого вида достигает в 40–60 лет. Именно в 
таком возрасте у ели наступает зрелость. В целом 
же она может произрастать на протяжении 250–
300 лет [1]. Требования к освещенности у данного 
вида невелики, но наиболее приемлемо хорошо 
освещенное место, хотя в начале роста ель может 
страдать от солнечных ожогов. Лучше растет на 
влажной почве, не переносит долговременную за-
суху, существенно замедляя рост. Предпочитает 
песчаные и кислые почвы.  

Ветвление дерева ели моноподиальное, ха-
рактеризующееся тем, что главный стебель рас-
тет своей вершиной до конца жизни растения, 
обладая как бы неограниченным верхушечным 
ростом, который доминирует над ростом боковых 
побегов. В классическом виде моноподиальная 
модель представлена на рис. 1. Ветвь первого 
порядка пронумерована цифрой «1», ветви вто-
рого и третьего порядка пронумерованы соот-
ветственно цифрами «2» и «3». 

Развивающиеся из боковых почек побеги рас-
тут, как и главный стебель, сохраняя моноподи-
альное ветвление. В результате у деревьев форми-
руются высокий прямой ствол и ветвление [2].  

 

Рис. 1. Классическая схема  
моноподиального ветвления 

 
Математически она наиболее просто была 

описана Хондой [3] через L-системы и имеет 
геометрическую интерпретацию, представленную 
на рис. 2.  

 
 

Рис. 2. Геометрическая интерпретация модели 
ветвления Хонды 

 
Модель Хонды для ветвления дерева отно-

сится к категории простых со следующими до-
пущениями:  

– сегменты дерева прямые, площадь их по-
перечного сечения не рассматривается; 

– в течение итерации материнский сегмент 
производит два дочерних; 

– длина двух дочерних сегментов короче ма-
теринского в r1 и r2 раз; 

– материнский сегмент и два его дочерних 
находятся в одной плоскости ветвления. Дочер-
ние сегменты выходят из материнского под уг-
лами ветвления α1 и α2; 

– в связи с действием силы гравитации плос-
кость ветвления является близкой к горизонталь-
ной и перпендикулярна к материнскому сегменту. 
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Исключение делается для веток, присоединен-
ных к главному стволу. В этом случае использу-
ется постоянный угол расхождения α, который 
экспериментально варьируется от 20° до 90° в 
зависимости от породы дерева. 

Взяв за основу расчета параметров r1 и r2 метод 
золотого сечения, пропорции которого не раз экс-
периментально находились именно при ветвлении 
хвойных растений, легко рассчитать рост и ветв-
ление ветви на каждом этапе жизненного цикла. 

Одно из правил L-системы Хонды записыва-
ется следующим образом: 

p1: A(l,w) : → 
!(w)F(l)[&(a0)B(l · r2,w · wr)] / (d)A(l · r1,w · wr),  

что означает при каждой итерации от вершины 
главной оси А отходит сегмент стебля F и боко-
вая вершина В. Константы r1 и r2 указывают 
на уменьшение длины для прямого и бокового 
сегментов, α0 и α1 – углы ветвления и δ – угол 
расхождения. На основании параметров, приня-
тых в модели Хонды, при помощи программ для 
трехмерного моделирования Blender и 3Ds Max 
и их инструментария была произведена визуали-
зация модели роста ели обыкновенной на раз-
ных этапах развития, начиная от саженца до 
взрослого дерева. Рост имитируется с помощью 
вытягивания ветвей и с учетом особенностей их 
расположения и ветвления, указанных выше. 
Исходя из вышеописанной модели ветвления 
Хонды и учета экспериментальных данных ро-
ста дерева ели, а также внося некоторые коррек-
тировки для большей реалистичности резуль-
тата, можно разработать визуализацию модели 
ели на каждый год ее развития.  

Динамический ассет растущего дерева рассмат-
ривается как массив или коллекция префабов, шаб-

лонов для создания экземпляров хранимого объ-
екта в сцене, содержащих в себе свойства объекта, 
построенных в графическом редакторе для каждого 
года развития объекта и внедренных в проект Unity, 
которые затем вызываются на сцену в заданный мо-
мент времени соответствующей командой. 

В частности, в динамический ассет может 
быть включено дерево на определенном этапе 
развития или другой объект, который может по-
явиться в любом месте сцены, но который будет 
использоваться лишь изредка. Кроме того, 
можно загрузить динамический ассет из отдель-
ного файла или через URL, чтобы сократить 
время начального скачивания или добавить в 
проект взаимозаменяемый контент. 

В динамическом ассете можно указывать 
взаимосвязи объектов или последовательность 
их вызова при обращении к ним. К примеру, в 
одной коллекции хранятся префабы для нор-
мального, идеального роста ели, роста ели на не-
благоприятной почве или в среде, роста ели при 
неблагоприятных климатических условиях. При 
задании начальных значений обращения к кол-
лекции можно вызвать то, что на данном этапе 
нужно пользователю. 

Система взаимосвязей в таком архиве ассе-
тов имеет древовидную структуру, используе-
мую для переходов между взаимовлияющими 
параметрами по годам. Она представлена на 
рис. 3. Выбор итогового динамического ассета 
основывается на таблице основных параметров, 
от которых зависит развитие дерева: почвы, 
освещенности, влажности, значения которых 
разбиты на три условных класса, соответствую-
щих: оптимальному – 1, среднему – 2 и удовле-
творительному – 3 уровням влияния на разви-
тие дерева. 

 

Рис. 3. Граф перехода между ассетами по периодам 

1–3-й годы 

12–20-й годы 

4–11-й годы 

20–40-й годы 

Почва 

Освещенность Влажность 
– 1-й класс – 2-й класс – 3-й класс 
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Фрагмент таблицы таких значений приведен 
ниже для основных параметров, определяющих 
условия произрастания дерева до 40 лет. 

 
Параметры перехода по коллекции  

в соответствии с заданными условиями 

Возраст, 
лет 

Почва, 
класс 

Освещенность, 
класс 

Влажность, 
класс 

1–3 1 1 1 
4–11 2 1 2, 3 

12–20 2 1, 2 2, 3 
20–40 2 2, 3 2, 3 
 
В общем случае такая таблица может иметь 

значительно большее количество строк для 
учета возраста свыше 40 лет, а также столбцов с 
учетом других менее значимых параметров: фо-
токинетики, влияния вредителей и заболеваний 
и т. п., от которых также зависит рост дерева, но 
уже в меньшей степени. 

Параметр почва связывается с ее бонитетом, 
являющимся количественным показателем пло-
дородности почвы, определяется по разным пока-
зателям, в данной модели он разделен на 
3 класса, хотя в общем случае количество клас-
сов ранжируется в зависимости от региона про-
израстания. В данной работе некоторые наиболее 
плодородные и наименее плодородные классы 
объединены, так как степень их влияния на рост 
дерева незначительна. Освещенность – это уро-
вень освещения, необходимый для развития рас-
тения. В данной работе освещение разделяется на 
три уровня: оптимальное, обеспеченное при вы-
ращивании в питомнике, сочетание естествен-
ного и фитоламп, достаточное, нормальное сред-
несуточное и среднегодовое без отклонений до 
возраста смыкания крон, при котором оно ухуд-
шается, и недостаточное, возникающее при смы-
кании крон либо у елей, изначально произраста-
ющих в густых насаждениях. Влажность в 
данной работе – количество влаги, получаемое 
растением для роста и развития, при этом учиты-
вается влажность самой почвы, так как в общем 
случае обычно рассматривается влажность как 
баланс осадков, включающий в себя поверхност-
ные стоки, подземные стоки, испарение и транс-
пирацию. В данной работе различаются три сте-
пени влажности почвы. 

В исследовании рассматривалась ель обыкно-
венная со следующими условиями произрастания. 

Первоначально ель выращивается в специа-
лизированном питомнике, по достижении 3-лет-
него возраста высаживалась в открытый грунт. 

Почва: 1 – почвосмесь для первичного выра-
щивания хвойного растения; 2 – супесчаная или 
суглинисто-песчаная почва, как наиболее при-
емлемая для пересадки растения из тепличной 
среды; 3 – глинистая, плотная почва, неблаго-
приятная для высадки ели. 

Освещенность: 1 – оптимальное освещение для 
нормального роста и развития ели (10–20 тыс. лк); 
2 – приглушенное (достаточное) освещение в 
условиях конкуренции (4–10 тыс. лк), 3 – недоста-
точное освещение для нормального развития ели, 
или освещение с существенным отклонением от 
нормы (менее 3 тыс. лк).  

Влажность: 1 – оптимальная (26–28% влажно-
сти почвы); 2 – достаточная, способная поддер-
живать развитие и жизнедеятельность растения 
(30–50% влажности почвы); 3 – влажность, суще-
ственно превышающая оптимальную, или суще-
ственно недостаточная, при довольно длитель-
ном превышении или недостатке на ранних 
этапах развития ведущая к гибели растения (на 
ранних этапах развития саженца 10–14 дней за-
сухи).  

В таблице приведены значения параметров для 
построения графа, содержащего все варианты ассе-
тов на разных этапах развития.  Исходя из наблюде-
ний, на протяжении первых трех лет развития ели в 
оптимальных условиях питомника параметры при-
нимают следующие значения: почва – 1, освещен-
ность – 1, влажность – 1. Затем учтена пересадка ели 
в открытый грунт на четвертом году развития в под-
готовленную почву с достаточной влажностью и 
оптимальной освещенностью ввиду отсутствия 
конкуренции за свет, соответственно: почва – 2, 
освещенность – 1, влажность – 2. Также наблюда-
лись небольшие отклонения освещенности и влаж-
ности вследствие конкуренции, возникающей в цен-
трализованных посадках, из-за чего возникает 
вариативность параметров. После наступления воз-
раста смыкания крон на 10–12-м году развития ис-
пользуем значения параметров: почва – 2, освещен-
ность – 2 и влажность – 2. Развитие дерева в течение 
20–40 лет было объединено в один этап, так как ель 
в данном возрасте мало подвержена незначитель-
ным переменам во влажности и освещенности, об-
щие темпы роста ускоряются. Средний уровень 
освещенности снижается, если ель высажена в гу-
стом древостое, в основном наблюдается снижение 
влажности почвы вследствие высокой межвидовой 
конкуренции, что и отражено преимущественным 
наблюдением 3-го класса влажности, 2-го класса 
почвы и 2-го класса освещенности. Также возникает 
вариативность параметров из-за особенностей 



118  Âèçóàëèçàöèÿ ìîäåëè ðîñòà äåðåâà íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî àäàïòèâíîãî àññåòà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3    № 2   2022 

отдельных посадок и конкуренции. В более густоза-
лесенных посадках растения низшего порядка при-
нимают на себя большой объем влаги, значительно 
осушая почву, что и отражено наблюдениями 3-го 
класса влажности. 

Итоговый выбор результирующего ассета в 
зависимости от заданных условий произрастания 
происходит по таблице параметров, в которой по 
годам заданы степени выраженности каждого 
фактора. Алгоритм выбора ассета 5-летнего воз-
раста при соблюдении заданных таблицей пара-
метров и соблюдении вышезаданных условий от-
ражен частично и представлен на графе (рис. 3). 
Для упрощения интерпретации классы парамет-
ров на рисунке обозначены разными цветами. 

Каждый узел графа на рис. 3 представляет собой 
готовый ассет, построенный по алгоритмам роста с 
учетом заданных условий. На каждом этапе разви-
тия совершается переход на уровень ниже к следую-
щему узлу между наблюдаемыми условиями для 
достижения наиболее точного и реалистичного ре-
зультата. Пользователь, при введении изменений на 
каком-либо этапе изменяет исходный обход и пере-
ходит к ветви графа со скорректированными им па-
раметрами. На графе обход до 40-го года в соответ-
ствии с таблицей обозначен черной линией. Однако 
при изменении пользователем параметров четвер-
того года (во время пересадки саженца в грунт) с  
2-1-2 на 2-1-3 (грунт с недостаточной влажностью) 
обход к результирующему ассету будет совершаться 
по пути, обозначенному двойной линией. Таким об-
разом, пользователь через таблицу влияет на итого-
вый получаемый ассет.  

Каждый ассет уникален, поскольку выращен с 
соблюдением заданных на каждом уровне условий. 
В самом простом случае готовые ассеты разрабо-
таны предварительно и помещены в коллекцию. 

Количество вариаций на каждом уровне обу-
словлено количеством вариантов изменения 
наблюдаемых параметров. Бонитет почвы при пе-
ресадке в грунт изменяется однозначно, не увели-
чивая количества комбинаций параметров. Со-
гласно исследованиям, освещенность начинает 
кардинально влиять только после смыкания крон, 
которое происходит на 10–13-м году, в зависимо-
сти от посадки, либо влияет изначально для само-
сеющихся елей в густых посадках. В рассматрива-
емом ассете не наблюдались предельные периоды 
засухи, которые также не дали увеличения комби-
наций признаков, приводящих к избыточности 
модели. В таблице приведены только обобщенные 
значения параметров на те периоды роста дерева, 
когда происходит их существенное изменение, 

хотя в целом их значения могут меняться еже-
годно, и это можно учесть в расширенной таб-
лице параметров.  

В программном отношении переход к следую-
щему уровню отражается в виде наращивания пе-
ременной пути с дописыванием в значение пере-
менной параметров каждого уровня и получением 
на выходе уникального ассета, содержащего в са-
мом названии описание условий произрастания, 
наблюдаемых на каждом этапе. Результатом по-
добных обходов графа и учета параметров явля-
ются два уникальных дерева в возрасте 40 лет, 
представленные на рис. 4, – результат обхода по 
пути, соответствующему таблице слева и резуль-
тат обхода по измененному пути – справа. На 
рис. 4 показано, как неоптимальные параметры 
повлияли на рост и развитие дерева. Крона не 
смогла раскрыться до максимальных значений, 
общая высота в сравнении с оптимальной ниже.  

 
 

Рис. 4. Дерево в возрасте 40 лет по оптимальному 
(слева) и выборочному (справа) обходам 

 
Данные ассеты формируются на основе моди-

фикации и преобразования дополнения для про-
граммы трехмерной визуализации Blender 3.0 
Sapling Tree Generator путем введения в нее формул 
и законов роста дерева с учетом изменяющихся па-
раметров и многолетних наблюдений различных 
ученых и экологов [5–7]. Unity поддерживает в про-
екте папки ресурсов Resources, для загрузки в сборку 
контента по надобности. В Unity Pro, Unity iOS 
Advanced и Unity Android Advanced также можно со-
здавать ассет-бандлы (Asset Bundle) – файлы, полно-
стью отделенные от главной сцены и содержащие 
ассеты, к которым можно получить доступ при необ-
ходимости из внешнего файла или по URL. 

Для загрузки ассет-бандла используется за-
прос, который создается с помощью метода 
UnityWebRequestAssetBundle.GetAssetBundle.  

Вся процедура описана в созданном классе 
ExportAssetBundles, полный код которого при-
веден в листинге.  
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public class ExportAssetBundles { 
[MenuItem("Assets/Build AssetBundle")] 
static void ExportResource () { 
string path = "Assets/myAssetBundle.unity3d"; 
Object[] selection = 
Selection.GetFiltered(typeof(Object), 
SelectionMode.DeepAssets); 
BuildPipeline.BuildAssetBundle(Selection.activeO
bject, selection, path,  
BuildAssetBundleOptions.CollectDependencies  
|BuildAssetBundleOptions.CompleteAssets); 
}} 

Подключение коллекции 

Для получения данных в нужном для Unity 
виде используется DownloadHandlerAssetBundle. 
Чтобы применить данный скрипт, требуется со-
здать C# скрипт с именем ExportAssetBundles.cs, 
внутри папки Editor, в окне Project View, затем 
выбрать ассеты из подготовленной коллекции, 
команду BUILD в ассет-меню и сохранить получен-
ный бандл. Первая строка функции ExportResource 
указывает на путь к AssetBundle. Следующая строка 
устанавливает выделение на AssetBundle в окне 
Project. Функция BuildAssetBundle – это строка, ко-
торая создает AssetBundle и сохраняет его в ука-
занном месте. Первый параметр указывает на 
корневой ассет, являющийся специальным Asset, 
который можно получить непосредственно с по-
мощью свойства mainAsset при загрузке Assets из 
AssetBundle. Второй параметр – это массив объ-
ектов, которые составят AssetBundle. Третий па-
раметр – это место на диске, в котором будет 
сохранен AssetBundle. Последними парамет-
рами являются флаги сборки или параметры, 
используемые при сборке AssetBundles. Эти 
BuildAssetBundleOptions можно комбиниро-
вать с помощью побитового оператора ИЛИ. 

Чтобы собрать ассет-бандл, вызывается ме-
тод BuildPipeline.BuildAssetBundle(). В аргумен-
тах метода указывается массив объектов для 
включения в бандл и некоторые другие опции. 
Этот метод собирает файл, который потом 
можно динамически загружать в реальном вре-
мени с помощью AssetBundle.Load().  

Коллекция динамического ассета впослед-
ствии может бы настроена таким образом, чтобы 
формировать итоговый ассет исходя из задан-
ных изначально параметров. Задание парамет-
ров происходит через таблицу значений. В про-
цессе роста дерева существует возможность на 
каждом этапе роста дерева скорректировать его 
параметры. 

Загружая такие коллекции в готовые си-
стемы прогнозирования или моделирования 
местности, можно добиться более точного и ре-
алистичного результата при визуализации мест-
ности даже с течением времени. Более точная 
визуализация помогает наиболее достоверно 
охватить объем информации и провести свое-
временный ситуационный анализ, будь то пла-
нирование территории различного назначения 
или анализ лесного массива, для своевремен-
ного выявления ошибок посадки и ухода за де-
ревьями и насаждениями. 

Заключение. Таким образом, динамический 
ассет предоставляет возможность визуализации 
роста дерева с учетом разных условий произрас-
тания, что можно использовать в различных си-
стемах прогнозирования развития лесных мас-
сивов. Визуализация в данном случае важна для 
более полного и детального анализа хода роста 
дерева с учетом среды произрастания и послед-
ствий воздействия на него внешних условий, в 
том числе и в результате возникновения чрезвы-
чайных ситуаций. 
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А. В. Харланович, О. А. Новосельская 
Белорусский государственный технологический университет 

ПОСТРОЕНИЕ ФРАКТАЛЬНЫХ ДЕРЕВЬЕВ И ИХ ПРОГРАММНАЯ 
РЕАЛИЗАЦИЯ В 3DSMAX 

В статье рассмотрены области применения теории фракталов, особенности их построения, а также со-
временные программные средства, реализующие автоматизированное построение фрактальных структур. 
Основным направлением данного исследования является рассмотрение возможности внедрения теории 
фракталов в существующие программы трехмерной графики на примере наиболее популярной – 3DsMax. 
Особенность теории фракталов – свойство самоподобия – позволяет задавать топологическую структуру 
базового трехмерного объекта, что важно для внедрения сгенерированного элемента, например, в игровую 
графику и игровые движки. В статье показана возможность внедрения теории фракталов в процесс моде-
лирования такого самоподобного объекта, как дерево Пифагора. Приведены алгоритмы создания фракталь-
ных моделей средствами 3DSMax и внедренный плагин на основе скрипта, написанного на языке 
MaxScript. Отличительной особенностью алгоритма является возможность выбора в качестве базового эле-
мента как стандартных объектов 3DsMax, так и сплайновых форм с наложенными модификаторами. Это 
позволяет расширить вариативность построенных моделей и снизить трудоемкость их разработки. 

Ключевые слова: фрактальная графика, множество, сплайн, 3DsMax, MaxScript, дерево Пифагора. 
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CONSTRUCTION OF FRACTAL TREES AND ITS SOFTWARE 
IMPLEMENTATION IN 3DSMAX 

The article describes the areas of application of fractals theory. Main features of fractals construction are 
shown, as well as modern software tools that implement its automated construction. The main direction of this 
study is to consider the possibility of introducing the fractals theory into existing 3D graphics programs using 
the most popular one 3DsMax as an example. An attribute of fractals theory, i. e. the property of self-similarity, 
allows one to set the topological structure of the basic three-dimensional object. This fact is very important for 
the implementation of the generated element, for example, in game graphics and game engines. The article 
shows the possibility of involving the fractal theory into the process of modeling such a self-similar object as 
the Pythagorean tree. Algorithms for creating fractal models using 3DSMax and embedded Plugin with the 
help of Script written on the basis of MaxScript language are given. Before the algorithm is running, users can 
choose both standard 3DsMax objects and spline shapes with modifiers as a basic element of the final shape. 
This allows to expand the variability of the constructed models and reduce the complexity of its development.  

Key words: Fractal Graphics, Set, Spline, 3DsMax, MaxScript, Pythagorean tree. 

For citation: Kharlanovich A. V., Novoselskaya O. A. Construction of Fractal Trees and its Software 
Implementation in 3DsMax. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2022, 
no. 2 (260), pp. 121–130 (In Russian). 

Введение. Теория фракталов является одной 
из наиболее актуальных и стремительно разви-
вающихся теорий, которые находят самое широ-
кое применение в разных областях деятельности 

человека. Использование фрактальных моделей 
позволило значительно продвинуться в решении 
различных практически значимых задач [1–3]. 
Интенсивное развитие теории фракталов не 
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только выдвигает новые вопросы, но и позволяет 
искать подходы к задачам, ранее сформулиро-
ванным, но не получившим до настоящего вре-
мени удовлетворительных решений. 

Фракталы – это сложные структуры, которые 
являются самоподобными и поэтому имеют одина-
ковые паттерны в любом масштабе. Фракталы мо-
гут быть узорами и фигурами. Располагая только 
внешним видом, оценка фрактальных свойств за-
труднена, а в большинстве случаев невозможна [4]. 

Основные свойства фрактальных множеств: 
− имеют тонкую структуру, т. е. содержит 

произвольно малые масштабы; 
− имеют форму самоподобия (приближен-

ную или статистическую); 
− фрактальная размерность больше тополо-

гической размерности; 
− в большинстве случаев фрактал определя-

ется рекурсивно. 
Фракталы применяются для отображения объ-

ектов реального мира, которые имеют сложную 
форму, не поддающуюся описанию через привыч-
ную геометрию [5]. Имеются определенные огра-
ничения на применение к природным объектам 
некоторых математических методов, работающих 
на абстрактных фракталах. Небольшая глубина 
иерархии природных фракталов затрудняет про-
цедуру скейлинга и налагает ограничения на точ-
ность определения размерности. Это обстоятель-
ство потребовало разработки таких робастных ме-
тодов оценки размерности по данным наблюде-
ний, которые корректно работают на конечной 
глубине иерархии масштабов и на ограниченном 
объеме данных. Разработанные методы имеют до-
статочно широкую область применения или рабо-
тают с каким-либо одним классом фрактальных 
объектов. Например, это позволяет анализировать 
данные, так как заранее неизвестно, есть скейлинг 
или нет, и если есть, то к какому типу фракталов 
относится исследуемый объект [6]. 

Размерность объекта показывает, по какому 
закону растет его внутренняя область. Аналогич-
ным образом возрастает «объем» фрактала с ро-
стом его размеров, но его размерность – величина 
не целая, а дробная [7]. Поэтому граница фрак-
тальной фигуры не линия: при большом увеличе-
нии становится видно, что она размыта и состоит 
из спиралей и завитков, повторяющих в малом 
масштабе саму фигуру. В природных фракталах 
отсутствует точное самоподобие – вместо строго 
геометрического самоподобия элементов фрак-
тала наблюдается лишь их топологическое или 
статистическое самоподобие. Топологическое 
самоподобие позволяет рассматривать фрактал 
как элемент структуры изображения.  

К преимуществам использования фракталов 
для построения изображений относится то, что они 
занимают меньше места в памяти, их можно легко 

масштабировать вплоть до бесконечности [8], избе-
гая при этом пикселизации, а также, наоборот, 
можно сжимать готовые файлы. 

Фрактальная графика, так же как векторная 
и трехмерная, является вычисляемой. Ее главное 
отличие в том, что изображение строится по 
уравнению или системе уравнений [9, 10]. По-
этому в памяти компьютера для выполнения 
всех вычислений ничего кроме формулы хра-
нить не требуется. Для того чтобы представить 
все многообразие фракталов, удобно прибегнуть к 
их классификации. Существуют геометрические, 
динамические и стохастические фракталы [6]. 

Построение геометрических фракталов про-
исходит поэтапно. Сначала изображается основа. 
Затем некоторые части основы заменяются на 
фрагмент. На каждом следующем этапе части 
уже построенной фигуры, аналогичные заменяе-
мым частям основы, вновь заменяются на фраг-
мент, взятый в подходящем масштабе. Всякий 
раз масштаб уменьшается. Когда изменения ста-
новятся визуально незаметными, считают, что 
построенная фигура хорошо приближает фрактал 
и дает представление о его форме. Для получения 
самого фрактала нужно бесконечное число эта-
пов. Меняя основу и фрагмент, можно получить 
много разных геометрических фракталов. 

Основная часть. Фракталы находят все боль-
шее применение в науке по причине того, что они 
описывают реальный мир иногда даже лучше, чем 
традиционная физика или математика. 

Сферы применения фракталов [11]: 
− в радиотехнике используется фракталь-

ная геометрия при проектировании антенных 
устройств; 

− в телекоммуникации в сфере сетевых тех-
нологий проведено множество исследований, 
представляющих самоподобие трафика, переда-
ваемого по разного рода сетям; 

− децентрализованные сети. Система назначе-
ния IP-адресов в сети Netsukuku использует прин-
цип фрактального сжатия информации для ком-
пактного сохранения информации об узлах сети; 

− в физике и других естественных науках 
фракталы возникают при моделировании нели-
нейных процессов, таких как пламя, турбулент-
ное течение жидкости, облака, сложные про-
цессы диффузии – адсорбции и т. п. При моде-
лировании пористых материалов (в нефтехи-
мии) также применяются фракталы; 

− в трейдинге они используются для ана-
лиза состояния биржевых рынков. Фракталы 
рынка являются одним из индикаторов в торго-
вой системе Била Вильямса; 

− фракталы как элементы визуализации и 
спецэффектов [12]. Они притягивают и завора-
живают своей красотой и бесконечностью. 
Именно поэтому (но и не только) их очень часто 
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используют для создания различного рода визу-
ализаций, видеоинсталляций, спецэффектов в 
компьютерной графике и т. д. 

Область применения фракталов обширна и не 
ограничивается лишь их прямыми природными ана-
логами. Ими можно описывать сосуды кровеносной 
системы, ветвление бронхов, нейронную сеть и т. д. 

Фрактальные технологии применяются в 3D-
моделировании [13] и в 3D-печати, поскольку с 
их помощью можно создавать сложные объем-
ные структуры. 

В компьютерной графике фракталы приме-
няются для построения реалистичных изображе-
ний природных объектов, таких как поверхно-
сти морей, деревья, кусты, горные ландшафты и 
т. д. [14, 15]. Применять фрактальные изображе-
ния можно в самых разных сферах, начиная от 
создания обычных текстур и фоновых изображе-
ний и заканчивая фантастическими ландшаф-
тами для компьютерных игр или книжных ил-
люстраций. Создаются подобные фрактальные 
шедевры (как и векторные) путем математиче-
ских расчетов, но, в отличие от векторной гра-
фики, базовым элементом фрактальной графики 
является сама математическая формула – это 
означает, что никаких объектов в памяти компь-
ютера не хранится, и изображение (как бы ни 
было оно замысловато) строится исключи-
тельно на основе уравнений. 

В настоящей статье рассматривается область 
применения фракталов – компьютерная гра-
фика. Фракталы нашли применение в компью-
терном дизайне, в мультфильмах и кино. Мно-
гие крупные достижения науки о фракталах 
стали возможны только с использованием мето-
дов вычислительной математики. Компьютер-
ная графика воссоздает на экране монитора бес-
конечное разнообразие фрактальных форм – 
красоту пейзажей, ландшафтов, облаков. 

Для создания 3D-моделей фракталов можно ис-
пользовать различное программное обеспечение. 
Существуют специализированные программы 
[16–24], имеющие встроенные алгоритмы, реали-
зующие основные этапы построения. Продукты 
разноплановы. Одни представляют собой генера-
торы фракталов в чистом виде, другие, помимо по-
строения фракталов, обеспечивают более широ-
кие возможности построения и визуализации 
изображений, включая внедрение трехмерных 
объектов, расширенный контроль настроек осве-
щения, внедрение теней, размытие краев и пр. 
Имеющиеся программные средства направлены 
на построение фрактальных структур абстрактной 
формы, не позволяют корректно управлять топо-
логией трехмерных объектов. Основной функцио-
нал включает выбор алгоритма генерации фрак-
тала, увеличение / уменьшение фрагмента изобра-
жения, изменение цветовой гаммы, сохранение 

полученного изображения. Также некоторые про-
граммы включают возможность вводить соб-
ственные формулы и осуществлять дополнитель-
ный контроль, такой как фильтрация полученного 
изображения и генерирование фрактальной ани-
мации. Однако ошибки топологической струк-
туры могут сказаться при отображении анимации, 
приводят к проблемам при создании видеофиль-
мов, компьютерных игр и т. п. 

Одной из задач проводимого исследования яв-
ляется рассмотрение математической основы тео-
рии фракталов и изучение способов их внедрения 
в программу трехмерной графики 3DsMax с по-
следующим управлением топологической струк-
турой. Практические особенности задачи построе-
ния динамических трехмерных объектов опреде-
ляют такие требования к алгоритмам формирова-
ния фракталов, как высокое быстродействие и 
низкая ресурсоемкость, а также возможность 
отображения многообразия фрактальной струк-
туры, свойствами которой являются: нерегуляр-
ность, квазипериодичность и высокая масштабная 
инвариантность. Имеется практическая необходи-
мость построения фрактала, удовлетворяющая 
следующим функциональным критериям, таким 
как приемлемая алгоритмическая сложность, дре-
вовидная структура, высокая фрактальная размер-
ность, регулируемая детализация. 

В программе 3DsMax имеется несколько ва-
риантов построения фракталов [23]: 

1) построение фракталов «в ручном ре-
жиме». То есть данный метод не предусматри-
вает автоматизации действий. Например, для со-
здания пирамиды Серпинского необходимо по-
строить пирамиду и поэтапно вырезать из нее 
лишние части; 

2) разработка специального скрипта, позво-
ляющего полностью автоматизировать процесс; 

3) третий способ представляет собой «полу-
автоматический режим» – основа будущего 
фрактала создается вручную, а дальнейшие дей-
ствия выполняет программа (скрипт), составлен-
ная с помощью специального плагина Para 3D. 

Существуют подходы для генерации 2D-дере-
вьев [25, 26]. В них применяют так называемые  
L-системы [27], суть которых заключается в итера-
ционном повторении простого алгоритма рисова-
ния узлов. В итоге получается 2D-фрактал. Однако 
3D-деревья в рамках вышеперечисленных подхо-
дов не рассматриваются. В 3DsMax существует 
возможность строить деревья и растительность из 
расширенной библиотеки AEC Extended. Деревья 
представляют собой сгенерированные объекты, 
полигональная структура которых не поддается 
модификации. Деревья занимают большой объем 
памяти, впоследствии они отображаются в виде 
обобщенных форм. Поэтому требуется разра-
ботка собственного решения. 
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Для генерации простейшего фрактала и пере-
носа алгоритма на построение фрактального де-
рева рассмотрена кривая Коха как типичный гео-
метрический фрактал. Процесс ее построения вы-
глядит следующим образом: берем единичный от-
резок, разделяем на три равные части и заменяем 
средний интервал равносторонним треугольником 
без этого сегмента. В результате образуется ломаная, 
состоящая из четырех звеньев длиной 1/3. На сле-
дующем шаге повторяем операцию для каждого 
из четырех получившихся звеньев и т. д. Предель-
ная кривая и есть кривая Коха. 

Алгоритм построения фрактала заключается 
в следующем:  

1) выбор аксиомы (начального набора сим-
волов). Например, для снежинки Коха это будет 
f + + f + + f;  

2) создание правил для собственно алгоритма 
генерации, в данном случае это будет закон 
f – > f – f + + f – f, а также скрипта, выполняющего 
построение фрактала по этим правилам. 

В данном алгоритме обозначения включают: 
− 𝐹 (переместиться вперед на один шаг, про-

рисовывая след);  
− 𝑓 (переместиться вперед на один шаг, не 

прорисовывая след);  
− [ (открыть ветвь (команда ветвления)); 
− ] (закрыть ветвь (команда ветвления)); 
− + (увеличить угол α на величину θ); 
− – (уменьшить угол α на величину θ).  
Поскольку фракталы позволяют представить 

сложные неевклидовы объекты, образы которых 
похожи на природные, в данном исследовании 
было принято решение о построении дерева Пи-
фагора с помощью внедренного в программу 
трехмерной графики скрипта (листинг 1). Дерево 
Пифагора – разновидность фрактала, основанная 
на фигуре, известной как «Пифагоровы штаны» 
[28–30]. Если в классическом дереве Пифагора 
угол равен 45°, то также можно построить и обоб-
щенное дерево Пифагора при использовании 
других углов. Такое дерево часто называют обду-
ваемое ветром дерево Пифагора. Если изобра-
жать только отрезки, соединяющие каким-либо 
образом выбранные «центры» треугольников, то 
получается обнаженное дерево Пифагора.  

Алгоритм, представленный на рис. 1, со-
стоит из формирования вертикального отрезка, 
рекурсивного построения из верхнего конца 
этого отрезка еще двух под определенными уг-
лами и вызывания функции создания двух по-
следующих отрезков для каждой ветви дерева.  

Реализуется функция (листинг 1) замены 
строки для создания правил собственно алго-
ритма генерации и функция (листинг 2) построе-
ния фрактала по вышеуказанному правилу. 

Реализация приведенного в листингах 1, 2 
скрипта показана на рис. 2.  

Можно реализовать построение дерева и другим 
способом. Для этого скрипт будет содержать функ-
цию с передаваемыми параметрами высоты и про-
цент разветвления дерева, выбора родителя для каж-
дого последующего элемента дерева (листинг 3). При 
этом есть возможность непосредственно в скрипте 
указать формы, которые будут включать деревья, за-
давать их свойства и применять модификаторы.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Алгоритм построения дерева 

branchRoll меньше  
вероятности ветвления 

 
Определение вероятности 
ветвления, начала и конца 

дерева, родительский объект 

Цикл і от начала до конца (maxHeight) 
высоты дерева 

Нет firstbox объекта

\Создать firstbox объект 

Есть parentbox объект 

Создаем newbox, где родителем  
назначаем parentbox 

Задание координат перемещения, размера  
и угла поворота относительно к parentbox 

 
Задание случайных 

переменных branchRoll (0 > 1) 
и yarHeight (i > maxHeight 

Вызов функции построения дерева 
с родителем newbox 

Задание координаты угла поворота 
всей ветки дерева 

Задание для parentbox  
новый объект newbox 

Конец цикла дерева 

Возврат первого созданного  
объекта firstbox 

Конец 

Да 
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Нет 

Начало 
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fn gens str s n= (  str1=copy str   count=0; 

   for j=1 to n do ( for i=1 to str.count 

do ( count+=1 

 if str[i]=="f" then ( str1=replace 

str1 count 1 s 

    count+=s.count-1  )  ) 

 str = copy str1   count=0; ) 

return str1 ) 

Листинг 1. Код функции замены строки 
 

fn CreateFrac str fi theta a= ( 

   VertexArray=#() 

   ArrayC=#() 

   struct p(fi,a,theta,X,Y,Z) 

   append VertexArray [0,0,0] 

   X0=0  Y0=0  X=0  Y=0  Z=0  count=1 

  for i=1 to str.count do  ( if str[i]=="f" 

then ( 

 ss=SplineShape pos:[X,Y,Z] 

 s11 = AddNewSpline ss 

 addKnot ss 1 #corner #line [X,Y,Z] 

 X+=a*(cos theta)*(cos fi) 

 Y+=a*(cos theta)*(sin fi) 

 Z+=a*(sin theta) 

 addKnot ss 1 #corner #line [X,Y,Z] 

 updateshape ss count+=1 ) 

   if str[i]=="+" then ( fi+=random 5 30 ) 

   if str[i]=="-" then ( fi-=random 5 30 ) 

   if str[i]=="&" then ( theta+=random 5 30 

) 

   if str[i]=="^" then ( theta-=random 5 30 

) 

   if str[i]=="[" then ( f1=p fi a theta X 

Y Z append ArrayC f1 ) 

   if str[i]=="]" then ( count1=Ar-

rayC.count 

   if count1>0 then ( 

 f1=ArrayC[count1] 

 fi=f1.fi a=f1.a 

 X=f1.X Y=f1.Y  Z=f1.Z 

 theta=f1.theta; 

 deleteItem ArrayC count1 

)  )  )  ) 

Листинг 2. Код функции генерации фрактала 
 

В результате выполнения скрипта строится де-
рево из самоподобных элементов, которое можно 
использовать для стилизованных сцен, в анимации. 

Для учета всех параметров скрипта и работы с 
ним на уровне пользователя целесообразным явля-
ется внедрение плагина как расширения 3Ds Max.  

Существует огромное количество плагинов для 
3DsMax. Их функционал определяется разработчи-
ками и предназначен для автоматизации процесса 
моделирования сложных 3D-форм. Разработка соб-
ственного плагина для генерации фрактального де-
рева включала в себя следующие этапы. 

 
Рис. 2. Результат выполнения скрипта  

построения дерева Пифагора 

myTree = tree 0 15 branchingChance:0.35 
/* Функция построения */ 
function tree currentHeight maxHeight  
parentbox:undefined branchingChance:0.15 = 
( 
  firstbox = undefined 
  for i = currentHeight to maxHeight do ( 
    newbox = Sphere Segments:20  
    … 
    if parentbox != undefined then ( 
      newbox.parent = parentbox 
      in coordsys parent new-
box.scale=[0.9,0.9,0.9] 
      in coordsys parent newbox.pos=[0, 0, 
40] 
      … 
      about newbox.parent rotate newbox( 
        eulerAngles rotX rotY rotZ ) 
      branchRoll = random 0.0 1.0 
      if branchRoll <= branchingChance 
then ( 
       branchbox = tree i maxHeight 
parentbox:newbox … ) ) 
      parentbox = newbox ) 
  firstbox ) 

Листинг 3. Код функции генерации дерева 
 

Для того чтобы разработанный скрипт доба-
вить в данный список, надо определить в 
скрипте утилиту. Во вкладке Utilities параметр 
Utilities отображает список доступных скрипто-
вых утилит. Сценарная служебная панель созда-
ется с использованием конструкции определе-
ния «utility» в MaxScript. Синтаксис верхнего 
уровня представлен в листинге 4. 
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utility <var_name> <description_string>  

(  

   <utility_body>  

)  

Листинг 4. Синтаксис плагина 
 

Далее оформляется визуальная часть, т. е. 
вставляются элементы управления пользователь-
ского интерфейса (radioButtons, spinner, button 
и т. д.) для управления значениями построения 
фрактальной фигуры. В качестве передачи значе-
ний и обработки построения берутся обработчики 
событий, которые также пишутся в теле utility. В 
результате разрабатывается один файл с вышепере-
численным содержанием и сохраняется с расшире-
нием «.ms». Для того чтобы разработанный плагин 
появился в списке, требуется сохранить в формате 
«.ms» и папке установки 3DsMax / Plugins. Выбран-
ный файл сценария открывается в модальном окне 
командной панели. Файлы дополнительных моду-
лей обязательно должны находиться в папке 
Plugins, иначе 3DsMax их не увидит. 

Разработанный плагин сформирован в виде 
модального окна (рис. 3), в котором пользова-
тель может выбрать форму родительской фи-
гуры, ее размер и вероятность ветвления. Нало-
жение модификатора обеспечивает видоизмене-
ние родительского объекта, а параметры фрак-
тала позволяют управлять итоговой формой 
всего фрактального дерева. 

 

 
Рис. 3. Разработанное окно с плагином Fractal 

Результат выполнения плагина показан на 
рис. 4. Поскольку за основу взят объект Box, не 
содержащий внутренних подразбиений струк-
туры, то результат наложения модификатора 
Bend не оказывает влияния на его структуру. Нали-
чие подразбиений позволит видоизменить базовый 
объект и построенное на его основе дерево. 

 

 
Рис. 4. Результат построения  

фрактального дерева  
 

С позиции пользователя плагин, в частности, 
решает следующую задачу: создает фракталь-
ный объект заданного размера, формы, уровня 
разбиения и применяет выбранный модифика-
тор после нажатия на кнопку «Create Fractal». 
В результате можно управлять всеми необходи-
мыми параметрами результирующих объектов, 
независимо от их форм и типа (геометрические 
формы или плоские кривые), что особенно 
важно для построения 3D-моделей с заданным 
уровнем детализации. Пользователь самостоя-
тельно может выбрать основной элемент, из ко-
торого будет строиться фрактальное дерево, за-
давать его топологию и размеры.  

Использование модификаторов в сочетании 
с алгоритмами построения фрактальных деревь-
ев позволяет добиться управляемой реалистич-
ностью изображений с возможностью измене-
ния топологической структуры. В результате по-
является большое количество разных инстру-
ментов, опций, приемов и способов моделирова-
ния, создания и редактирования текстур, работы 
над реалистичностью изображения. 
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Заключение. Фрактал можно взять за основу 
для формирования разветвленных пространствен-
ных структур, например деревьев, так как фрак-
тальные структуры при различном увеличении не 
претерпевают в среднем значительных изменений, 
имеют ветвления, рассматривают нерегулярные, 
сильно изломанные, изрезанные объекты. Для 
подразбиения геометрической структуры объекта 
целесообразно использовать алгебраические фрак-
талы на основе L-систем. Для построения сложных 
трехмерных объектов требуется разработка соб-
ственных решений, интегрируемых в программное 
обеспечение для трехмерной графики с возможно-
стью управления топологией.  

После исследования готовых программных 
средств было решено внедрить фрактальную струк-
туру в наиболее часто используемую программу 
3D-графики – 3DsMax – с использованием языка 
программирования MaxScript и написать код по по-
строению простейшего фрактала. Так как фракталы 
самоподобны, то наилучшим способом их построе-
ния является использование рекурсивного метода. 
Сравнение реализуемых фрактальных деревьев с 
помощью AEC Extended Foliage и разработанного 
плагина Fractal показано на рис. 5.  

Проанализировав топологию полученных 
объектов, можно заметить, что при создании 
фрактальных деревьев встроенными возможно-
стями 3DsMax не имеет различий при измене-
нии уровня детализации дерева от Low к 
Medium, сами полигоны строятся по принципу 
четырехгранной формы, но при этом имеют не-
пропорциональное соотношение, которым не-
возможно управлять без дополнительного нало-
жения топологического модификатора, что яв-
ляется существенным недостатком в моделиро-
вании сцен для игровой графики.  

Разработанный плагин дает возможность непо-
средственно управлять количеством подразбиений 
и соотношением сторон в полигональной сетке. 
Плагин также позволяет выбирать самоподобный 
элемент и управлять его топологией в зависимости 
от топологической размерности фрактала. 

Таким образом, можно сделать вывод, что 
для оптимизации процесса моделирования по-
строение сложных природных 3D-структур це-
лесообразным является внедрение фрактальной 
графики совместно со специальными плаги-
нами. При этом важно, чтобы построенный 
фрактал имел возможность трансформации, сти-
лизации для низкополигональных сцен.  

 
 
 
 
а 

 
б 

Рис. 5. Сравнение топологии фрактальных деревьев: 
а – в программе 3DsMax;  

б – с помощью разработанного плагина Fractal 
 

Для разработки собственного плагина потре-
бовалось задействовать три различные функции, 
определить три блока группировки groupBox, 
которые отвечают за каждую функцию. Одна 
функция – для кнопки, по нажатию на которую 
вызывается вторая функция. Она очищает рабо-
чее пространство, определяет требуемые пере-
менные до вызова и выполняет функцию по-
строения фрактала. Третья функция отвечает за 
само построение. В итоге предложен способ 
представления сложных неевклидовых 3D-объ-
ектов с управляемой топологией, образы кото-
рых похожи на природные.  
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