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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
 
 
 
 

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 
 
 
 
 
УДК 517.935.2+519.71 

И. М. Борковская, О. Н. Пыжкова 
Белорусский государственный технологический университет 

ПОСТРОЕНИЕ РЕГУЛЯТОРОВ ПО ТИПУ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ  
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ СТАБИЛИЗАЦИИ И УПРАВЛЯЕМОСТИ  

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

Применение линейной обратной связи позволяет проводить исследования таких качествен-
ных свойств систем управления, как стабилизируемость, модальная управляемость, реконструи-
руемость, расцепимость. В работе рассмотрены виды регуляторов, построение которых основа-
но на принципе обратной связи. Они применяются при решении задач стабилизации, модально-
го управления для систем, которые описывают процессы, носящие неоднородный характер. В 
частности, приведены примеры построения регуляторов, стабилизирующих системы с запазды-
ванием, дескрипторные системы, дискретно-непрерывные системы.  Представлен расчет стаби-
лизирующего регулятора разностного типа для реальной системы. Результаты могут быть по-
лезны при синтезе управляющих воздействий в системах управления. 

Ключевые слова: регуляторы по типу обратной связи, стабилизация, модальное управле-
ние, системы с запаздыванием, дискретно-непрерывные системы.    

 
I. M. Borkovskaya, O. N. Pyzhkova 

Belarusian State Technological University 

THE CONSTRUCTION OF REGULATORS ON TYPE OF FEEDBACK 
FOR SOLVING THE PROBLEMS OF STABILIZATION AND CONTROLLABILITY  

OF DYNAMIC SYSTEMS  

The use of linear feedback allows one to study such qualitative properties of control systems as 
stabilizability, modal controllability, reconstructibility, and decoupling. The paper considers the 
types of regulators, the construction of which is based on the principle of feedback, used in solving 
problems of stabilization, modal control for systems describing processes that are heterogeneous in 
nature. In particular, examples of constructing regulators stabilizing systems with delay, descriptor 
systems, discrete-continuous systems are considered. The calculation of a stabilizing regulator of a 
difference type for a real system is presented. The results can be useful in the synthesis of control 
actions in the control systems.   

Key words: regulators on type of feedback, stabilization, modal control, delay systems, discrete-
continuous systems.    

 
Введение. Важную роль в качественной 

теории управления играет принцип обратной 
связи, когда управление формируется в виде 

( ), ,nu x x R∈  функции от текущего состояния 
*( ), ,x t t T∈  объекта исследуемого процесса. 

Принцип обратной связи, по словам Р. Калма-
на [1], составляет «основу всей автоматики» и 
заключает «наиболее важную идею теории 
управления». Принцип обратной связи пропа-

гандировал Р. Беллман [2]. Следует отметить 
работы А. М. Летова по аналитическому конст-
руированию регуляторов [3]. 

Обратная связь – основа основ современной 
техники. Трудно назвать какую-либо ее область, 
где бы не нашла применения обратная связь. Ре-
гуляторы температуры поддерживают нужную 
температуру, регуляторы давления – заданное 
давление, регуляторы скорости – требуемое чис-
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ло оборотов вала, регуляторы напряжения – по-
стоянство напряжения в электросети. 

Обратная связь используется для стабили-
зации и управления положением движущихся в 
пространстве объектов. Ее применение позво-
лило расширить исследования в области таких 
качественных свойств систем управления, как 
модальная управляемость, реконструируемость, 
расцепимость.  

Система 

( ) ( ) ( ), 0,x t Ax t Bu t t= + >  

где A  – постоянная n×n-матрица; ( )x t  – n-век-
тор состояния системы; B  – постоянная        
n×r-матрица; ( )u t  – r-вектор управления, назы-
вается стабилизируемой обратной связью по 
состоянию, если существует такой регулятор 
вида ( ) ( )u t Qx t=  ( Q – постоянная r×n-матрица), 
при которой замкнутая система 

( ) ( ) ( )x t A BQ x t= +  

асимптотически устойчива. Критерий стабили-
зируемости системы состоит в следующем: сис-
тема стабилизируема тогда и только тогда, когда 
неустойчивые движения принадлежат управляе-
мой части, что эквивалентно требованию 

rank[ , ]I A B nλ − =  

для любых комплексных чисел , Re 0λ λ ≥      
(I – единичная матрица размера n×n). 

Так как решение задачи стабилизации не 
единственно, то на линейную обратную связь по 
состоянию можно накладывать дополнительные 
ограничения, например, требовать ее оптималь-
ность по заданному критерию качества. Задача 
возможности стабилизации системы при воздей-
ствии дискретных регуляторов подробно изуча-
лась В. И. Зубовым [4]. Исследовалась также 
стабилизируемость математических моделей 
(с малым параметром) конкретных физических 
процессов, а также изучалась задача построения 
стабилизирующих регуляторов по выходу для 
систем с неполной информацией.  

Проблема модального управления или 
управления спектром является обобщением за-
дачи стабилизации. Теория модального управ-
ления имеет множество практических прило-
жений. Она развивалась совместно с другими 
разделами, например, с теорией аналитического 
конструирования регуляторов. Система называ-
ется модально управляемой (управляемой спек-
тром), если для произвольного наперед задан-
ного допустимого набора комплексных чисел 
существует такая линейная обратная связь, что 
спектр замкнутой системы совпадает с этим 
набором. Истоки проблемы модального управ-
ления лежат в классической теории регулиро-
вания. Современная история этой задачи начи-

нается с первой ее строгой постановки и обос-
нования Уонэмом [5]. Задача была решена для 
систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений при наличии полной информации о 
состоянии. 

Для систем с неполной информацией о со-
стоянии были предложены различные способы 
построения регуляторов, обеспечивающих тре-
буемый спектр в замкнутой системе. 

В литературе получены необходимые и дос-
таточные условия существования интегрально-
го регулятора, решающего задачу модального 
управления при наличии возмущений. Иссле-
довались различные аспекты построения дина-
мических регуляторов: регуляторы минималь-
ного порядка, чувствительность, дискретные 
регуляторы, регуляторы в частотной области. 
Рассматривалась задача частичного модального 
управления, когда задается область расположе-
ния желаемого спектра. Исследовались диффе-
ренциально-разностные системы с точки зрения 
их модальной управляемости дифференциаль-
но-разностными регуляторами по типу обрат-
ной связи.  

В данной работе изучены виды регуляторов, 
построение которых основано на принципе об-
ратной связи. Они решают задачи стабилиза-
ции, модального управления для систем с за-
паздыванием, дескрипторных систем и в общем 
для систем, описывающих процессы, носящие 
неоднородный характер, – гибридных динами-
ческих систем.   

Основная часть. Рассмотрим виды обрат-
ной связи, использующиеся при исследовании 
различных свойств систем с последействием.   

В связи с проблемами стабилизации и мо-
дального управления системы с запаздываю-
щим аргументом вида 

0 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,x t A x t A x t h bu t t= + − + >       (1) 

( ) , ( ) , , , 0,1,n n n n
iu t R x t R b R A R i×∈ ∈ ∈ ∈ =  

где h  – постоянное запаздывание, исследова-
лась интегральная обратная связь в форме 

0

( ) [ ( )] ( ), 0,
h

u t dQ s x t s t
−

= + >  

где  ( )Q s  – (1×n)-матрица-функция, компонен-
тами которой являются функции ограниченной 
вариации на интервале [ , 0]h− , а также более 
общая обратная связь 

0

( ) [ ( )] ( ), 0,u t dQ s x t s t
−θ

= + >  

где hθ ≥  подлежит определению. В случае, 
когда мера Стилтьеса является дискретной и 
сосредоточена в точках  , 0, , ,jh j N− =   при-
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ходим к линейной обратной связи в виде разно-
стного регулятора 

0

( ) ( ).
N

j
j

u t q x t jh
=

′= −  

Такой регулятор более удобен с точки зре-
ния его практической реализации. Частным 
случаем указанного выше регулятора является 
регулятор вида 

              0 1( ) ( ) ( ),u t q x t q x t h′ ′= + −            (2) 

0 1, ,nq q R∈  

не выводящий систему за пределы рассматри-
ваемого класса. 

Также для решения задач стабилизации сис-
тем с последействием находит применение ре-
гулятор вида 

0 0

( ) ( )
N N

j j
j j

p u t jh q x t jh
= =

′− = −   

и обобщающий его интегральный регулятор. 
В статье [6] рассматривается возможность 

стабилизации двумерных динамических систем с 
запаздывающим аргументом с помощью регуля-
торов разностного типа, реализация которых 
существенно проще регуляторов интегрального 
типа. Представлены конструктивные алгоритмы 
построения регуляторов разностного типа, не 
требующие знания характеристических значе-
ний. В случае, когда вопрос о существовании 
разностного регулятора, стабилизирующего ис-
ходную систему, остается открытым, предлага-
ется метод построения интегрального регулято-
ра, основанный на теореме Винера – Пэли из 
теории целых функций конечной степени. Таким 
образом, показано, что в случае разрешимости 
системы относительно производной для 2n =  и 
при условии выполнения представленных доста-
точных условий стабилизируемости, можно 
осуществить стабилизацию системы регулято-
рами разностного типа.  

Рассмотрим систему с запаздывающим ар-
гументом (1) и присоединим к системе регуля-
тор типа обратной связи вида (2), не выводя-
щий систему за пределы заданного класса. Сис-
тему назовем стабилизируемой, если существу-
ет регулятор вида (2) такой, что корни характе-
ристического уравнения замкнутой системы 
имеют отрицательные действительные части. 
Исследуем систему (1) при 2.n =  Необходимое 
для стабилизации системы (1) условие 

0 1rank[ , ] ,hI A e A b n−λλ − − =  
, Re 0,C∀λ ∈ λ ≥  

будем предполагать выполненным. 

В случае 1det[ , ] 0b A b =  преобразование 

,Tyx =  [ , ]T d b=  с произвольным векто-

ром d таким, что ,0det ≠T приводит систему к 
следующему виду: 

+







αα

α
= )(

0
)(

2221

11 tyty  

),(
1

0
)(

0
1
22

1
21

1
11 tuhty 








+−









αα
α

+  

где 11α , 21α , 22α , 1
11α , 1

21α , 1
22α  – некоторые 

действительные числа. 
Если 1det[ , ] 0,b A b =  0det[ , ] 0,b A b =  то сис-

тема (1) стабилизируема регулятором (2) тогда 

и только тогда, когда точка 1
11 11( , )−α − α  при-

надлежит области устойчивости Ω , граница 
которой описывается линиями  

α−=β    и    




=β−
=β+α

,0)sin(

,0)cos(

hgg

hg
    .0

h
g

π<<  

Если 1det[ , ] 0,b A b =  0det[ , ] 0,b A b ≠  то воз-
можно дальнейшее упрощение системы  

+







= )(

00

10
)( tyty  

).(
1

0
)(

00

01
11 tvhty 








+−







α+  

Тогда система (1) стабилизируема обратной 
связью (2) при любом запаздывании , 0.h h >   

В случае 1det[ , ] 0b A b ≠  после преобразова-
ния системы получаем: 

+






 αα= )(
00

)( 1211 tyty  

).(
1

0
)(

00

10
tvhty 








+−








+  

Тогда система (1) стабилизируема регуля-

тором (2), если точка  11 12( , )α α  принадлежит 

области, которая ограничена линиями 12 1,α =  

12 1,α = −  12 11 1.hα = α −  Если точка 

11 12( , )α α не принадлежит указанной области, 
то вопрос о стабилизируемости системы оста-

ется открытым. Но если 012
11 ≠α+α− he  для 

,011 >α  то существует интегральный регуля-
тор, решающий проблему стабилизации. 
В силу теоремы Винера – Пэли с учетом вида 



8  Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿòîðîâ ïî òèïó îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

регулятора его коэффициенты в операторной 
форме достаточно искать в классе линейных 
комбинаций многочленов первой степени по 

отношению к phe−  и целых функций, квадра-
тично интегрируемых вдоль мнимой оси. То-
гда, возвращаясь к оригиналам, получим ис-
комый регулятор. Стабилизирующий регуля-
тор имеет вид 

11

11 1 11 2
1

12

( ) ( )
h

r r
v t y t

e−α
−α − α −= −

α +
 

0

1 11 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) .
h

r y t q y t d
−

− + α + −μ + μ μ  

Рассмотрим дискретно-непрерывную сис-
тему [7]: 

11 12( ) ( ) ( ), [ ,( 1) );x t A x t A y kh t kh k h= + ∈ +      (3) 

21 22( ) ( ) ( ) ( ),y kh h A x kh A y kh Bu kh+ = + +      (4) 
0,1, 2, ...k =  

В формулах (3), (4) ( ) ,nx t R∈ ( ) ,my kh R∈  

( ) ,ru kh R∈  0,h >  11 12 21 22, , , ,A A A A B  −  посто-
янные матрицы соответствующих размеров с 
начальными  условиями  

0 0(0) ( 0) ; (0) .x x x y y= + = =  

Для ее стабилизации в работе [7] использу-
ется регулятор вида 

1 2( ) ( ) ( ), 0,1, ...,u kh Q x kh Q y kh k= + =  

где 1Q  и 2Q – постоянные матрицы размеров 

r×n и r×m соответственно. Замкнутая система 
имеет вид  

11 12( ) ( ) ( ), [ ,( 1) );x t A x t A y kh t kh k h= + ∈ +  

21 1( ) ( ) ( )y kh h A BQ x kh+ = + +  

22 2( ) ( ).A BQ y kh+ +  

Показано, что система (1), (2) является ста-
билизируемой указанным дискретным регуля-
тором тогда и только тогда, когда 

rank[ , ]n m hI n m+λ − Δ = +Σ  

для всех комплексных чисел ,λ  таких что 1.λ ≥  

Рассмотрим теперь такой класс систем, как 
гибридные системы с многомерным (2D-мер-
ным) временем [8, 9]:  

1 11 1 12 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k= + +   (5)                    

[0, );t ∈ + ∞  

2 21 1 22 2 2( , 1) ( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k B u t k+ = + + (6)                             
0, 1, 2, ...,k =                             

где 1
1

( , )
( , ) ;

x t k
x t k

t

∂=
∂

  1
1( , ) ;nx t k R∈  2

2 ( , ) ;nx t k R∈  

1 2( , ), ( , )x t k x t k  – 1n - и n2-векторы состояния 

системы; ( , ) ru t k R∈ – вектор управляющего воз-

действия, 0,t ≥  0,1, 2, ;k =   11 12 21, , ,A A A  

22 1 2, ,A B B  – постоянные матрицы соответст-
вующих размеров с граничными (начальными) 
условиями 

1 1(0, ) ( ),x k x k=  0,1, 2, ...;k =   

2 2( , 0) ( ),x t x t= [0, ).t ∈ + ∞  

Присоединим к системе (5), (6) регуля-
тор, не выводящий ее за пределы заданного 
класса: 

            1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ),u t k Q x t k Q x t k= +         (7) 

где 1Q  – матрица 1;r n×  2Q  – матрица 2.r n×  
Систему (5), (6) назовем стабилизируемой 

(в смысле сильной асимптотической устойчи-
вости) регулятором (7), если найдутся такие 
матрицы 1,Q  2 ,Q  что замкнутая система (5), 
(6), (7) является сильно асимптотически устой-
чивой. Для того чтобы система (5), (6) в ска-
лярном случае была стабилизируема (в смысле 
сильной асимптотической устойчивости) регу-
лятором (7), достаточно [8], чтобы выполнялось 
хотя бы одно из условий 

2 12
22

1

1 21
11

2

1) 1;

2) 0.

b a
a

b

b a
a

b

− <

− <
 

Чтобы система (5), (6) в скалярном случае 
была стабилизируема (в смысле ( , )α γ -устой-
чивости) регулятором (7), достаточно, чтобы 
выполнялось хотя бы одно из условий 

2 12
22

1

1 21
11

2

1) ;

2) .

b a
a

b

b a
a

b

− < γ

− ≤ −α
 

Отметим возможность построения стабили-
зирующих регуляторов в применении к такому 
важному классу систем управления, как деск-
рипторные системы с запаздывающим аргумен-
том [6] вида 

0 1( ) ( ) ( ) ( ), 0,Sx t A x t A x t h bu t t= + − + >      (8) 

( ) , ( ) , , , 0,1,n n n
iu t R x t R S A R i×∈ ∈ ∈ =  

при воздействии линейной обратной связи  
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),()()( 10 htxqtxqtu −′+′=               (9) 

0 1, .nq q R∈  

Такие системы достаточно достоверно опи-
сывают в физически реальных переменных ра-
боту систем автоматического управления и 
технологические процессы.  

Систему (8), где det 0,S =  но S  – ненуле-
вая, назовем Sx(t)-стабилизируемой регулято-
ром вида (9), если существует регулятор (9) та-
кой, что замкнутая система (8), (9) является 
Sx(t)-асимптотически устойчивой. 

Обратную связь (9) запишем в операторной 
форме  

1 2( ) [ ( ); ( )] ( );ph phu t e e x t− −= β β  

1 10 11

2 20 21

10 20 0 11 21 1

( ) ;

( ) ;

[ , ] ; [ , ] ;

ph ph

ph ph

e e

e e

q q

− −

− −

β = β + β

β = β + β
′ ′β β = β β =

 

, 1, 2, 0,1,ij R i jβ ∈ = =   
где phe−  – оператор запаздывания; 

),()( htxtxe ph −=− / .p d dt=  
Используя канонические формы для систем 

с запаздывающим аргументом, проведем анализ 
возможности построения стабилизирующего 
регулятора в двумерном случае. 

Пусть [ ]det , 0.b Sb ≠  Тогда найдется такая 

матрица , det 0,D D ≠  что преобразование x = Dy 
приведет исходную систему (8) к виду 

+






 αα
=








)(

00
)(

00

10 1211 tyty  

1 1
11 12 0

( ) ( ).
10 0

y t h v t
   α α+ − +   

  
          (10) 

Дальнейшее преобразование системы в слу-
чае 011 ≠α  приводит ее к следующему виду: 

2 1 1 1 2 2

10 1 11 1 20 2

21 2

( ) ( ) ( ) ( ),

0 ( ) ( ) ( )

( ).

z t z t z t h z t h

z t z t h z t

z t h

= + α − + α −
 = β + β − + β +
+ β −



 

Из второго уравнения системы получаем: 

1 11 1 20 2
10

21 2

1
( ) ( ( ) ( )

( )),

z t z t h z t

z t h

= − β − + β +
β

+ β −
 

тогда 

2 11 1 20 2
10

21 2 1 1 2 2

1
( ) ( ( ) ( )

( )) ( ) ( ).

z t z t h z t

z t h z t h z t h

= − β − + β +
β

+ β − + α − + α −


 

Выбирая 1011,ββ  таким образом, чтобы 

11011 αβ=β , имеем: 

20 21
2 2 2 2

10 10

( ) ( ) ( ).z t z t z t h
 β β= − + − + α − β β 

  

Для обеспечения асимптотической устой-
чивости последнего уравнения определим ус-
ловия, при которых отрицательны действитель-
ные части корней характеристического уравне-
ния 

20 21
2

10 10

0.he−λ β βλ + − α − = β β 
          (11) 

Корни уравнения  

0=β+α+λ λ− he  

имеют только отрицательные действительные 
части в том и только в том случае, если точка 
( , )α β  принадлежит области устойчивости ,Ω  

описанной ранее. В случае, когда точка c коор-
динатами 20 10 21 10 2( / , / )β β β β − α  принадлежит 

области устойчивости ,Ω  корни уравнения (11) 
будут иметь отрицательные действительные 
части. При соответствующем выборе коэффи-
циентов регулятора всегда можно обеспечить 
попадание точки в требуемую область, а следо-
вательно, и система (8) в этом случае является 
Sx(t)-стабилизируемой. 

Пусть 11 0.α =  Тогда система имеет вид 

120 1 0
( ) ( )

0 0 0 0
y t y t

α   
= +   

   
  

1 1
11 12 0

( ) ( );
10 0

y t h v t
   α α+ − +   

  
 

1 1
2 12 2 11 1 12 2

10 1 11 1 20 2 21 2

( ) ( ) ( ) ( ),

0 ( ) ( ) ( ) ( ).

y t y t y t h y t h

y t y t h y t y t h

 = α + α − + α −


= β + β − + β + β −


 

При 01
11 =α  первое уравнение системы ус-

тойчиво тогда и только тогда, когда точка 
1

12 12( , )−α −α  принадлежит вышеуказанной об-

ласти устойчивости .Ω  

Если 1
11 0,α ≠  то перейдем при помощи не-

вырожденного преобразования к системе вида 

120 1 0
( ) ( )

0 0 0 0

1 0 0
( ) ( ),

0 0 1

z t z t

z t h v t

α   
= +   

   
   

+ − +   
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из которой получаем: 







−β+β+
+−β+β=

−+α=

).()(

)()(0
),()()(

221220

111110

12122

htztz

htztz
htztztz

 

Пусть 10 110, 1,β = β =  тогда 

).()()(0 2202211 tzhtzhtz β+−β+−=  

Имеем: 

).()()()( 221220122 htztztz −β−β−α=     (12) 

Выбирая 20 21,β β  так, чтобы точка 

12 20 21( , )−α + β β  попадала в область устойчиво-
сти ,Ω  обеспечим асимптотическую устойчи-
вость уравнения (12). Исходная система являет-
ся Sx(t)-стабилизируемой. 

Таким образом, для Sx(t)-стабилизируемос-
ти системы (8) регулятором вида (9) достаточ-
но, чтобы выполнялось условие [ ]det , 0b Sb ≠  и 

при этом 11α  из (10) было отлично от нуля. 

В случае [ ]det , 0,b Sb ≠ 11 0α =  систему можно 

стабилизировать либо если 01
11 =α  и точка   

1
12 12( , ) ,−α −α ∈Ω  либо если 1

11 0.α ≠  В процессе 
обоснования утверждения получены коэффи-
циенты стабилизирующего регулятора. 

Проиллюстрируем построение стабилизи-
рующего регулятора на примере реальной сис-
темы. Рассмотрим систему управления числом 
Маха в аэродинамической трубе [10]. Линеари-
зованная модель управления числом Маха 
представляет собой систему трех уравнений с 
запаздыванием в одной из переменных состоя-
ния. В установившемся режиме (постоянной 
скорости вентилятора, степени впрыска жидко-
го нитрогена, степени входа газового нитроге-
на) отклик отклонения числа Маха Mδ на ма-
лое изменение угла поворота привода Aδθ  опи-
сывается следующими уравнениями: 

( ) ( ) ( );M t M t k t hτδ + δ = δθ −  
2( ) 2 ( ) ( ),At t tδθ + ψωδθ = ω δθ   

где ( )tδθ  – угол поворота привода; , , , ,k hτ ψ  ω  – 
параметры, предполагаемые постоянными, когда 
отклонения , , AMδ δθ δθ  малы. Уравнения могут 
быть записаны в форме с переменными состояния: 

1 1 2 ( );x ax kax t h= − + −  
2 3;x x=  

2 2
3 2 32 ,x x x u= −ω − ψω + ω  

где 1 / ,a = τ  1 2 3, , , .Ax M x x u= δ = δθ = δθ = δθ   

Введем управление по типу обратной связи: 

[ ]1 2 3( ) ( ) , , ( ).u t q x t q q q x t′= =  

Присоединим его к системе и рассмотрим 
задачу стабилизации исходной системы управ-
ления. Система станет асимптотически устой-
чивой, если действительные части корней ее 
характеристического уравнения будут отрица-
тельны. Характеристическое уравнение замкну-
той системы имеет вид 

2
1 2 3

0

det 0 1

2

ha kae

q q q

−λ λ + λ −
 λ − = 
 − − + ω λ − + ψω 

 

3 1( ) ( 2 ) ( )ha q q kae−λ= λ + λ λ − + ψω + λ − +  
2

2( )( ) 0.q a+ − + ω λ + =  

Положим 1 0.q =  Имеем: 

2
3 2( )( ( 2 ) ( )) 0.a q qλ + λ λ − + ψω + − + ω =  

Корень aλ = −  лежит в левой полуплоско-

сти. Пусть 2 2
3 2(2 ) ( ) 0.q qλ + λ ψω − + ω − =  

Решая систему 

32 2 ,q aψω − =  
2 2

2 ,q aω − =  

получаем:  
2 2

2

3

,

2 2 .

q a

q a

= ω −
= ψω −

 

Тогда характеристическое уравнение замк-
нутой системы имеет вид 

2( )( ) 0,a aλ + λ + =  

где 0.a >  Таким образом, при помощи разност-
ного регулятора удалось решить задачу стаби-
лизации. 

Заключение. В работе проведен анализ 
возможностей применения регуляторов, по-
строенных по типу обратной связи, для реше-
ния задач качественной теории управления для 
систем, описывающих процессы, носящие не-
однородный характер. В частности, рассмотре-
ны примеры построения регуляторов, стабили-
зирующих системы с запаздыванием, дес-
крипторные системы, дискретно-непрерывные    
системы. Результаты могут быть полезны при 
синтезе управляющих воздействий в реальных 
системах управления. 
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УДК 519.624 

И. Ф. Соловьева 
Белорусский государственный технологический университет 

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ МАЛОГО ПАРАМЕТРА 
НА РЕШЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ 

В данной работе исследуются двухточечные граничные задачи с малым параметром при 
старшей производной. Для их решения предлагается модификация метода дифференциальной 
ортогональной прогонки. Идея метода заключается в переходе от исходной граничной задачи к 
совокупности трех задач Коши. Две задачи Коши решаются в прямом направлении, а третья за-
дача – в обратном. Поскольку малый параметр, стоящий при старшей производной, очень мал, 
то решение вблизи граничных точек начинает быстро расти, и поэтому возникают пограничные 
или внутренние переходные слои. Чтобы замедлить рост решения и особенно рост градиента 
решения, в зонах пограничных слоев вводятся регулирующие множители, нейтрализующие 
профили пограничных слоев вблизи граничных точек. В работе изучается влияние малого пара-
метра на решение граничной задачи с пограничным слоем, наглядная демонстрация которого 
представлена в виде графического решения примера с различным малым параметром при стар-
шей производной.  На графиках показано, как изменяется решение при уменьшении параметра. 
Решение примера получено при использовании пакета Mathcad.  

Ключевые слова: малый параметр, пограничный слой, двухточечные граничные задачи. 
 

I. F. Solov’yeva 
Belarusian State Technological University 

STUDY OF THE INFLUENCE OF A SMALL PARAMETER 
ON THE SOLUTION OF BOUNDARY PROBLEMS WITH A BOUNDARY LAYER 

This paper studies two-point boundary value problems with a small parameter with the highest deriva-
tive. To solve them, a modification of the method of differential orthogonal sweep is proposed. The idea of 
the method is to move from the initial boundary problem to the totality of three Cauchy problems. Two 
Cauchy problems are solved in the forward direction, and the third problem is in the opposite direction. Since 
the small parameter standing at the highest derivative is very small, the solution near the boundary points 
starts to grow rapidly, and therefore, boundary or internal transition layers appear. In order to slow down the 
growth of the solution, and especially the growth of the gradient of the solution, regulating factors are intro-
duced in the zones of the boundary layers, neutralizing the profiles of the boundary layers near the boundary 
points. The paper studies the effect of a small parameter on the solution of a boundary problem with a 
boundary layer, a visual demonstration of which is presented in the form of a graphical solution of an exam-
ple with a different small parameter with the highest derivative. The graphs show how the solution changes 
as the parameter decreases. The solution is obtained using the Mathcad package. 

Key words: small parameter, boundary layer, two-point boundary value problems. 
 
Введение. Граничные задачи с малым па-

раметром при старшей производной являются 
математическими моделями с очень сложным 
характером поведения решений. Решение тако-
го рода задач быстро меняется вблизи гранич-
ных точек, т. е. здесь мы наблюдаем наличие 
пограничных слоев [1].  

Открытие теории пограничного слоя при-
надлежит Людвигу Прандтлю. Он сформулиро-
вал и обосновал большую часть ее развития. 
Самым простым случаем пограничного слоя 
является пример простой твердой стенки, вдоль 
которой протекает жидкая или газообразная 
среда, в непосредственной близости от которой 
стенка захватывает «тонкий» слой. Это и есть 
пограничный слой. Он образуется за счет вяз-
кости анализируемой среды [1].  

Рассмотрим движение частицы массой m, 
закрепленной на линейной пружине с коэффи-

циентом жесткости k и испытывающей сопро-
тивление среды, коэффициент вязкости кото-
рой равен .μ  

Применяя второй закон Ньютона, получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение 
вида 

( ) ( ) ( ) 0,mu t u t ku t′′ ′+ μ + =  

где ( )u t – смещение частицы; t – время. Если 
частица начинает движение без начальной ско-
рости, т. е. из состояния покоя, описываемого 
координатой 0 ,u  то начальные значения будут 

следующими: 0(0) ,u u=  (0) 0.u′ =  Представим, 

что смещение ( )u t – безразмерная величина. 
В качестве характерной длины можно взять на-
чальное смещение 0 ,u  а в качестве характерно-
го масштаба времени принять величину, обрат-
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ную собственной частоте системы, т. е. 

0 .
k

w
m

=  Тогда уравнение, учитывающее на-

чальные условия, примет вид 

0 0 0,mw y y mw y′′ ′+ μ + =  

(0) 1, (0) 0, 0.y y x′= = >  

Здесь  0 1.mw <<  Полученная задача – задача 
с малым параметром при старшей производной. 

Рассмотрим случай, когда упругая сила 
пружины задана в виде нелинейной функции: 

2
1 2 .f k u k u= +  

Тогда уравнение с малым параметром при 
старшей производной примет следующий вид: 

2 2 2
0 0 1 0 2 0 0.mw y w y k u y k u y′′ ′+ μ + + =  

Явление нелинейности данного уравнения 
характеризуется наиболее полно величиной 

2
0

1

.
k

u
k

= ε  Малый параметр ε оказывает очень 

сильное влияние на решение граничных задач. 
Особенно его влияние проявляется в узких зо-
нах вблизи граничных точек. Здесь решение 
начинает очень быстро расти, и процесс его 
нахождения становится затруднительным. 

Постановка задачи. Рассмотрим двухто-
чечные граничные задачи для  обыкновенных 
дифференциальных  уравнений второго поряд-
ка с малым параметром 0>ε  при старшей про-
изводной вида [2] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

(0) , (1) , 0 1,

y x a x y x b x y x f x

y A y B x

′′ ′ε + − =
 = = < <

 (1)

( ) ( ) ( ) ( ),

(0) , (1) , 0 1, 0.

y x b x y x f x

y A y B x

′′−ε + =
 = = < < ε >

 (2)

Задача (1) является задачей с одним погра-
ничным слоем, а задача (2) – задачей с двумя 
пограничными слоями. 

Задачи вида (1), (2) являются математиче-
скими моделями диффузионно-конвективных 
процессов и называются сингулярно возму-
щенными. Их решение может быстро изме-
няться вблизи граничных точек, т. е.  мы имеем 
пограничный слой. Причина трудностей реше-
ния задач с пограничным слоем заключается в 
неустойчивости данного численного процесса и 
быстром росте решения и градиента решения 
вблизи граничных точек.  

Для численного решения граничных задач   
с пограничным слоем вида (1), (2) предлагается 
модификация метода дифференциальной орто-

гональной прогонки с введением в зонах погра-
ничных слоев соответствующих регулирующих 
множителей, стабилизирующих поведение ре-
шения и его градиента. Этот метод позволяет 
применить единый подход к решению гранич-
ных задач с одним и двумя пограничными 
слоями. 

1. Рассмотрим, например, граничную задачу 
вида (2), т. е. задачу с двумя пограничными 
слоями и с малым параметром 0ε >  при стар-
шей производной. Представим ее в виде систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 

1 2

2 1

,

( ) ( )
, 0 1, 0

y y

f x b x
y y x

′ =

 ′ = − + < < ε > ε ε     

(3) 

с заданными граничными условиями: 

1 2(0) , (0) .y A y B= =  (4)

2. Введем в полученную систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений (3) 
множители 2 ( , ) 0,m x ε >  1( , ) 0,m x ε >  регули-
рующие поведение функций ( )y x  и ( ),y x′  т. е. 
самого решения и градиента решения вблизи 
пограничных слоев, где, как правило, решение 
и его градиент быстро растут. При выборе этих 
множителей нужно учитывать, чтобы произве-
дения 1 1 2 2( , ε) ( ), ( , ε) ( )m x y x m x y x  были в необ-
ходимой мере стабилизированы [2]. 

3. Рассмотрим вспомогательную функцию 
( )Q x  и новые неизвестные функции ( )u x  и 

( ).v x  Получим выражение для ( )y x  и ( ):y x′  

1 1

2 2

( , ε) ( ) sin ( ) ( ) cos ( ) ( ),

( , ε) ( ) cos ( ) ( ) sin ( ) ( ).

m x y x Q x u x Q x v x

m x y x Q x u x Q x v x

= +
= − (5)

4. Исходную граничную задачу представим 
в виде совокупности трех соответствующих 
задач Коши для функций ( ),Q x ( ),u x  ( ).v x  При 
решении задач Коши для функций Q(x) и u(x) 
применим прямой ход дифференциальной ор-
тогональной прогонки:  

21 2 2 1

2 2 1 2

sin 2 cos ,
2

m m m mb
Q Q Q

m m m m

′  ′ = + − + ε 

(0) ,
2

Q
π=  

 
(6)

  

21 2 2

2 1 2

2

1

1
sin 2 cos

2

cos ,

(0) (0, ).

m m mb
u Q Q u

m m m

f
m Q

u Am

 ′ ′ = + + −  ε   

−
ε

= ε

   (7) 
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Получив численные значения для нахожде-
ния функций ( )Q х и ( )u x  в каждой точке за-
данного отрезка, будем осуществлять обратный 
ход метода прогонки. 

Обратный ход прогонки для решения зада-
чи Коши и нахождения функции ( )v x  иллюст-
рируют формулы (8). При этом движение идет 
с конца отрезка, в котором начальные условия 
уже получены с учетом значений (1)Q  и (1)u за 
счет прямого хода прогонки. 

Учитываем эти значения функции на правом 
конце интервала как начальные и осуществляем 
обратный ход метода дифференциальной ортого-
нальной прогонки, используя следующие формулы: 

[ ]

22 2 1

2 1 2

21 2 1 2

2 2 2 1

2

sin 2 cos2 2 cos

1
sin sin 2

2

sin ,

1
(1) sin (1) (1), cos (1) 0.

cos (1)

m m mb
v Q Q Q

m m m

m m m m b
u Q Q v

m m m m

f
m Q

v B Q u Q
Q

 ′
′ = − + + −

ε
 ′  

− + − + +   ε    

+
ε

= − =

 

(8)

 

Полученные задачи Коши являются благо-
приятными в вычислительном отношении. При 
этом каждая задача Коши вида (6)–(8) решается 
по формулам известных численных методов, 
например, Рунге – Кутта, а также В-устойчивых 
и Д-устойчивых методов [3]. 

Проследим на примере, как малый параметр 
влияет на решение граничной задачи [4]. Будем 
придавать параметру ε различные значения, на-
чиная с достаточно больших и заканчивая ма-
лыми значениями, и увидим, как меняется при 
этом решение граничной задачи.  

Пример. Методом дифференциальной орто-
гональной прогонки получить решение гранич-
ной задачи с различными значениями малого 
параметра ε:  

2
2 21

(1 ) ( ) ( ) ( exp( )),
2

0 1, (0) 1, (1) 0.

y x y x x y x x x

x y y

 ′′ ′ε + + − − = − + 
 

< < = − =

 

Для решения данной задачи методом диф-
ференциальной ортогональной прогонки вос-
пользуемся математическим пакетом Mathcad, 
главными достоинствами которого являются 
простота использования, возможность создания 
таблиц и графиков. Поэтому решение предста-
вим в виде графиков. 

Для первого решения задачи положим дос-
таточно большое значение для малого парамет-
ра. Пусть ε = 2 (рис. 1). 

Рис. 1. Малый параметр ε = 2 
 
Уменьшим значение малого параметра ε  и 

проследим за полученными результатами ре-
шения (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Малый параметр ε = 0,5 

 
Видно, что решение изменилось. На доста-

точно большом участке от 0,30 до 1,00 оно 
приняло положительные значения. 

Далее, уменьшая малый параметр при 
старшей производной, получили практически 
совершенно новое решение, принимающее ну-
левые или положительные значения на всем 
рассматриваемом участке (рис. 3). 

На рис. 1–3 видно, как изменяется решение 
одной и той же задачи в зависимости от малого 
параметра, стоящего при старшей производной.  

Математики шутят, что малый параметр 
породил большую теорию. Ведь это правда. 
Задачи с малым параметром не теряют своего 
значения и в наши дни. В связи с быстро рас-
тущим техническим прогрессом появляется 
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очень много прикладных задач, математиче-
скими моделями которых становятся гранич-
ные задачи с малым параметром при старшей 
производной [5].  

 

 
Рис. 3. Малый параметр ε ≈ 0,002 

 
Такие задачи широко распространены в ме-

ханике, магнитодинамике, динамике жидко-
стей, в физике и других областях науки и тех-
ники. В качестве примеров задач с малым па-
раметром при старшей производной можно 
привести задачи о течениях Навье – Стокса с 
большими числами Рейнольдса, задачи магнит-
ной гидродинамики с большими числами 
Хартмана и т. д.  

Пограничный слой является очень тонким 
слоем. Например, при полете птиц, бабочек, 
самолетов толщина пограничного слоя будет 
вычисляться в миллиметрах; у пароходов тол-
щина пограничного слоя будет оцениваться в 
сантиметрах. Зато пограничный слой ветра над 
водой или сушей измеряется уже в метрах.  

Задачи с пограничными слоями очень слож-
ны в вычислительном отношении, а так как об-
ласть их применения постоянно расширяется, то 
интерес к их решению неуклонно возрастает. 
Нужно не только применить численный метод 
решения задачи, но и реализовать выбранный 
алгоритм, используя тот или иной математиче-
ский пакет. Большие сложности при решении 
данных задач возникают вблизи граничных то-
чек, т. е. в зонах пограничных слоев, где наблю-
дается неограниченный рост решения, и особен-
но градиентов решения. 

Проследим влияние пограничного слоя на 
решение задач на следующем примере. 

Пример. Рассмотрим двухточечную гра-
ничную задачу с одним пограничным слоем: 

( ) 0, 0 1,

(0) 0, (1) 1,

y y x x

y y

′′ ′ε + = < <
= =

 

где 0ε > – малый параметр, стоящий при стар-
шей производной. 

Решим ее сначала как обыкновенное диф-
ференциальное уравнение второго порядка. Со-
ставим характеристическое уравнение 

2 0ελ + λ = 1 2

1
0, λ = λ = −

ε
. 

Общее решение получим в виде  

1 2( ) .
x

y x C C e
−
ε= +  

С учетом граничных условий ее частное 
решение примет вид  

1

1
( ) .

1

x

e
y x

e

−
ε

−
ε

−=
−

 

Найдем 
0

lim ( ) ( ).y x y x
ε→

=   Понятно, что  

0, если 0,
( )

1, если 0.

x
y x

x

=
=  ≠

  

Функция ( )y x  имеет разрыв в точке 0.x =  
Решение представим в виде графика (рис. 4). 
 

 
 

Рис. 4. Влияние пограничного слоя 
 
Предположим, что в условии примера 0.ε =  

Тогда первое слагаемое обращается в 0, и по-
лучаем редуцированную задачу для заданного 
уравнения вида 

( ) 0,y x′ =    0 1,x< <    (1) 1.y =  

Ее решение: 0 ( ) 1.y x ≡  Если 0,ε →  то 
функция 0( ) ( ),y x y x→  за исключением малой 
окрестности вблизи точки 0.x =  Здесь функция 

( )y x  быстро изменяется в связи с выполнением 
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левого граничного условия (0) 0.y =  Это воз-
можно осуществить только при быстром воз-
растании ( )y x  в окрестности точки 0,x =  сле-
довательно, мы наблюдаем возникновение по-
граничного слоя. Это хорошо видно на рис. 4. 
Пограничный слой находится вблизи окрестно-
сти левой граничной точки 0.x =  На малом 
участке заданного отрезка от точки 0x =  до 
точки 0,2x =  наблюдается быстрый рост ре-
шения. Оно изменяется от значения функции 

0y =  до 1.y =  На оставшемся отрезке значение 
функции остается постоянным. 

Вместе с решением вблизи левого гранич-
ного условия неограниченно быстро растет 
градиент решения. Ширина пограничного слоя 
очень мала, примерно порядка .ε  На правом 
граничном условии при 1x =  пограничный 
слой отсутствует, так как 0 (1) (1).y y=   

Заключение. Любая математическая мо-
дель, описывающая реальные процессы в тер-
минах дифференциальных уравнений, обяза-
тельно будет включать в себя различные пара-
метры. Значения этих параметров в обычной 

ситуации известны лишь приближенно с задан-
ной точностью. Поэтому вопрос о характере 
поведения решений дифференциальных урав-
нений при малом изменении величины входя-
щего в уравнение параметра всегда представля-
ет принципиальный интерес.  

Природа математических моделей такого 
рода задач объясняется сущностью процессов и 
явлений, которые описываются данными урав-
нениями.  

Предложенный метод дифференциальной  
ортогональной прогонки наглядно продемонст-
рировал влияние малого параметра на решение 
граничных задач. Он достаточно прост и пер-
спективен для решения граничных задач с погра-
ничными слоями. Здесь не нужно решать гро-
моздких систем уравнений. Регулирующие мно-
жители, стоящие перед решением и градиентом, 
нейтрализуют их рост непосредственно в зонах 
пограничных слоев. На рис. 1–3 видно изменение 
решения при изменении .ε  Реализация метода с 
помощью пакета Mathcad доступна, удобна в об-
ращении и легко представляется графиками.
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УДК 517.977 

А. А. Якименко 
Белорусский государственный технологический университет 

ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ МОДАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ ДЛЯ СИСТЕМ 
НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА С СОИЗМЕРИМЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ 

В публикации рассмотрено достаточное условие модальной управляемости для стационар-
ной динамической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа с одним входом и 
соизмеримыми запаздываниями. Дано определение задачи модального управления для исследу-
емой системы. Получено новое легко проверяемое условие модальной управляемости. Показано, 
что при выполнении этого условия регуляторы, решающие задачу модального управления, мо-
гут быть выбраны в классе дифференциально-разностных регуляторов. В статье получены такие 
регуляторы, как элементарные функции параметров исходной системы. Приведен пример реше-
ния задачи модального управления для рассматриваемой системы. 

Ключевые слова: системы нейтрального типа, модальное управление, дифференциально-
разностные регуляторы, обратная связь, запаздывание. 

 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

SUFFICIENT CONDITION OF MODAL CONTROLLABILITY 
FOR NEUTRAL TYPE SYSTEMS WITH COMMENSURATE DELAYS 

The publication considers a sufficient modal controllability condition for a stationary dynamical 
system with a delayed argument of a neutral type with one input and commensurate delays. The defini-
tion of the modal control problem for the system under study is given. A new, easily verifiable condi-
tion of modal controllability is obtained. It is shown that when this condition is fulfilled, the regulators 
that solve the modal control problem can be selected in the class of difference-differential regulators. 
The article has obtained such regulators as elementary functions of the parameters of the original sys-
tem. An example of solving the modal control problem for the system under consideration is given. 

Key words: neutral type systems, modal control, differential-difference regulators, feedback con-
trol, delay. 

 
Введение. Задача модального управления 

является одной из основных задач теории 
управления. Такая задача хорошо изучена для 
систем без запаздывания. Для систем с запазды-
вающим аргументом нейтрального типа [1–9] 
решение задачи модального управления значи-
тельно сложнее. Это обусловлено тем, что про-
странство состояний таких систем, как правило, 
бесконечномерно. Для систем запаздывающего 
типа в [4] получено достаточное условие реше-
ния задачи модального управления в классе 
дифференциально-разностных регуляторов. 
В данной статье получено обобщение этих ре-
зультатов на системы нейтрального типа с од-
ним входом и соизмеримыми запаздываниями. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа с одним входом и 
соизмеримыми запаздываниями: 

( ) ( )(
0

N

j
j

x t A x t jh
=

= − +  

         ( ) ( )) , 0,j jD x t jh b u t jh t+ − + − >            (1) 

где ,N ∈  , , 0, 1, ,j jA D j N=   – постоянные 

(n×n)-матрицы, 0 0;D =  0h > – постоянное за-

паздывание; , 0, 1, ,jb j N=   – ненулевые n-век-

торы; u  – скалярное управление. 
Характеристическое уравнение разомкнутой 

(с нулевым управлением) системы (1) имеет 
вид 

1 0

det
N N

j h j h
n j j

j j

I D e A e− λ − λ

= =

  
λ − − ≡      

   

                    
0 0

0,
n nN

i j h
ij

i j

e− λ

= =
≡ α λ =                   (2) 

где j he− λ  – оператор сдвига ( ( ) ( )),j he x t x t jh− λ ≡ −  

0 1.nα =  
Присоединим к системе (1) регулятор вида 

       ( ) ( ) ( ) ( )00
0 1

,
L M

i
ij

i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + −         (3) 

где 00, , 0, ,M L L q∈ ∈ ≥   ijq – n-векторы; 
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( ) ( ) ( );
idef

i
i

d
x t x t

dt
=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡

 

Определение. Система (1) модально управ-
ляема регулятором вида (2), если для наперед за-
данных чисел , 0, 1, , ;ij i nα =   0, 1, , ;j nN=   

0 1nα =  найдется такой регулятор, при котором 
характеристическое уравнение замкнутой си-
стемы (1), (2) будет иметь следующий вид 
(ср. с (2)): 

1 0

det
N N

j h j h
n j j

j j

I D e A e− λ − λ

= =

  
λ − − −     

   

00
0 0 1

N L M
i j h

j ij
j i j

b q q e− λ

= = =

 
′ ′− + λ ≡   

   

0 0

0.
n nN

i j h
ij

i j

e− λ

= =
≡ α λ =   

Система (1) в операторной форме примет вид 

( )
1

N
j h

n j
j

I D e x t− λ

=

 
− =  

 
   

( ) ( )
0 0

.
N N

j h j h
j j

j j

A e x t b e u t− λ − λ

= =
= +             (4) 

Пусть выполнено условие 

             
1

det const 0.
N

j h
n j

j

I D e− λ

=

 
− ≡ ≠  

 
           (5) 

Умножим обе части системы (4) слева на 

матрицу 

1

1

.
N

j h
n j

j

I D e

−
− λ

=

 
−  

 
  Тогда система (4) 

перепишется в виде 

( ) ( ) ( )( )
0

,
K

j h j h
j j

j

x t A e x t b e u t− λ − λ

=
= +         (6) 

где 
1

0 1 0

,
K N N

j h j h j h
j n j j

j j j

A e I D e A e

−
− λ − λ − λ

= = =

 
= −  
 

    

1

0 1 0

.
K N N

j h j h j h
j n j j

j j j

b e I D e b e

−
− λ − λ − λ

= = =

 
= −  
 

    

Введем обозначения 

,hm e−λ=  ( )
0

,
K

j
j

j

A m A m
=

=   ( )
0

.
K

j
j

j

b m b m
=

=   

Тогда система (6) перепишется в виде 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x t A m x t b m u t= +                 (7) 

Пусть выполнено условие 

( ) ( ) ( )det , , ,b m A m b m
    

               ( )( ) ( )1
const 0.

n
A m b m

−  ≡ ≠
             (8) 

Из (8) следует, что имеет место соотношение 

     ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0

,
nn i

i
i

A m b m m A m b m
−

=
= α        (9) 

где ( )i mα  – многочлены переменной .m   

Рассмотрим матрицу  

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nT m t m t m t m=     

где 

( ) ( );nt m b m=   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ;n nt m A m b m m b m− −= − α   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1n nt m A m b m m A m b m− −= − α −    

( ) ( )2 ;n m b m−− α   

  
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

1

j j

n j nt m A m b m m A m b m
−

− −= − α −    

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2

2 ... ;
j

n n jm A m b m m b m
−

− −− α − − α   

0, 1, , 1,j n= −  

где ( ) , 0, 1, , 1i m i nα = −  определены в (9). 

Очевидно, что 

( ) ( ) ( ) ( )det det , , ,T m b m A m b m= 
    

  ( )( ) ( )1
const 0.

n
A m b m

−  ≡ ≠
  

Введем новый вектор переменных y по 
формуле ( ) .x T m y=  Несложно убедиться, что 
с новыми переменными система (7) перепишет-
ся в эквивалентной форме 

              ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,y t A m y b m u t= +             (10) 

где ( ) ( ) ( ) ( )1
1 ;A m T m A m T m−=   ( ) ( ) ( )1

1 .b m T m b m−=   

Нетрудно проверить, что эти матрицы име-
ют вид 
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где ( ), 0, 1, , 1i i m i nα = α = −  определены в (9). 

Возьмем произвольные числа ,ij iα =  

0, 1, , ;n=   0, 1, , ;j nN=  0 1nα =  и присо-
единим к системе (1) регулятор 

      ( ) [ ] ( )0 1 1... ,n nu t y t−= η η η +λη      (11)

 
где ( )

0

,
nN

j
i i ij

j

m m
=

η = −α − α   0, 1, , 1,i n= −  

1

.
nN

j
n nj

j

m
=

η = − α   

Непосредственной проверкой убеждаемся, 
что регулятор (11) решает задачу модального 
управления для системы (10). Выполним в си-
стеме (10) обратную замену переменных 

( )1 .y T m x−=  Тогда, очевидно, регулятор 

( ) [ ] ( ) ( )1
0 1 1... n nu t T m x t−

−= η η η + λη  (12) 

решает задачу модального управления для си-
стемы (7). Умножим обе части системы (7) сле-

ва на матрицу 
1

N
j

n j
j

I D m
=

−  и перейдем от си-

стемы (7) к системе (4), которая в операторном 
виде эквивалентна системе (1). Следовательно, 
регулятор (12) решает задачу модального 
управления для системы (1). Таким образом, 
мы доказали следующую теорему. 

Теорема. Если для системы (1) выполнены 
условия (5) и (8), то она модально управляема 
дифференциально-разностным регулятором (12). 

Пример. Рассмотрим систему (1) с матри-
цами  

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

a m a m a m

A m a m a m a m

a m a m a m

 
 =  
  

 

где  

( ) 2 3 4 5
11 3 3 4 3 ,a m m m m m m= − + − + − +  

( ) 2 3 4 5 6
12 4 9 3 5 ,a m m m m m m m= + + − + − +  

( ) 2 3 4 5 6
13 1 10 11 2 3 ,a m m m m m m m= − − − − + − +  

( ) 2 3 4 5 6
21 4 4 ,a m m m m m m m= + − + − +  

( ) 2 3 4 5 6 7
22 6 3 3 ,a m m m m m m m= − + − + − +  

( ) 3 4 6 7
23 1 6 7 3 ,a m m m m m m= + + − − +  

( ) 2 3 4 5
31 2 8 7 2 5 ,a m m m m m m= − − − + + +  

( ) 2 3 4 5 6
32 3 11 14 6 4 5 ,a m m m m m m m= + + + + + +  

( ) 2 3 4 5 6
33 3 13 27 30 11 3 ,a m m m m m m m= − − − + − + +  

( )
0 2 3

2 2 ,

1 1 3 3

D m m m m

m

− 
 = − − 
 − +     

( )

2

2 3

2

3

.

2 5

m m

b m m m m

m m

 − + −
 

= − + − 
 − − −    

Тогда матрица ( )3I D m−  имеет вид 

1 2 3

1 2 2 .

1 1 2 3

m m m

m

− 
 + − 
 − − −  

  

Ее определитель равен 1, следовательно, 
условие (5) выполнено. После перехода от си-
стемы (1) к системе (4) и умножения обеих ча-
стей системы (4) слева на матрицу ( )( ) 1

3I D m
−

−  
придем к системе (7) с матрицами 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

a m a m a m

A m a m a m a m

a m a m a m

 
 =  
  

  
   

  
 

где  

( ) 2 4 5
11 4 ,a m m m m= − + +  

( ) 2 3 4 5 6
12 1 6 2 ,a m m m m m m m= + + + + + +  

( ) 2 3 4 5 6
13 3 3 11 5 ,a m m m m m m m= − − − − − +  

( ) 4
21 3 ,a m m m= −  

( ) 3 5
22 3 2 ,a m m m m= − − −  

( ) 2 3 4 5
23 1 7 3 2 ,a m m m m m m= + + + + −  

( ) 3
31 1 ,a m m m= + −  

( ) 2 4
32 1 2 ,a m m m m= − − − −  

( ) 2 3 4
33 1 3 4 2 ,a m m m m m= + + + −  

( )
2

.

1

m m

b m m

 − −
 =  
  



 
Нетрудно проверить, что 

( ) ( )

2 3

2

2 2

1 ,

1

m m m

A m b m m m

m

 − − −
 

= + + 
 + 



 

( )( ) ( )

2 3 4

2 2 3

2

1 2 2

1 ,

m m m m

A m b m m m m

m m

 − + + +
 

= − − − 
 − − 
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а определитель  матрицы 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
, ,b m A m b m A m b m 

  
     равен 1.−  

Таким образом выполнено условие (8), следо-
вательно, рассматриваемая система модально 
управляема.  

Столбцы матрицы ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, ,T m t m t m t m=     

имеют вид 

( )

2 3 4

2 3
1

2

1 3 3

2 ,

2

m m m

t m m m m

m m

 + + +
 

= − − − 
 − − 

  

( )

2 3

2
2 1 ,

m m m

t m m

m

 − − −
 

= + 
 
 

 

( )
2

3 .

1

m m

t m m

 − −
 =  
  

 

Матрица ( ) ( ) ( ) ( )1
1A m T m A m T m−=   в (10) 

имеет следующий вид: 

( )1

0 1 0

0 0 1 .

1 1 1

A m

 
 =  
 −  

  

Тогда  регулятор, решающий задачу мо-
дального управления для системы (10), приоб-
ретает вид 

( ) [ ] ( )0 1 2 3 ,u t y t= η η η + λη  

где  
6

0 0
0

1 ,jj
j

m
=

η = − − α   

6

1 1
0

1 ,jj
j

m
=

η = − α   

6

2 2
0

1 ,jj
j

m
=

η = − − α   

6

3 3
0

.jj
j

m
=

η = − α   

Для исходной системы искомый регулятор 
имеет следующий вид: 

( ) [ ] ( ) ( )1
0 1 1... ,n nu t T m x t−

−= η η η + λη  

где  

( )1 2 2

2 2

1

1 .

2 2 1 3

m m

T m m m m m

m m m m

−

 
 = + + 
 + + 

  

Заключение. В статье получен способ 
преобразования системы с запаздывающим 
аргументом нейтрального типа в систему за-
паздывающего типа. При выполнении описан-
ных условий (5), (8) для такой системы полу-
чен регулятор, решающий задачу модального 
управления. Этот регулятор принадлежит к 
классу дифференциально-разностных регуля-
торов, который является наиболее простым в 
реализации. Также рассмотрен иллюстратив-
ный пример.  
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УДК 514.76 

Н. П. Можей 
Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

СПЕЦИАЛЬНО РЕДУКТИВНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

В общем случае задача исследования многообразий различных типов является достаточно 
сложной. Поэтому естественно рассматривать данную задачу в более узком классе многообра-
зий, например, в классе однородных многообразий. В работе приведены результаты по исследо-
ванию трехмерных специально редуктивных однородных пространств. Определены основные 
понятия – изотропно-точная пара, редуктивное пространство, каноническое разложение, аффин-
ная связность, тензоры кривизны и кручения, специально редуктивное пространство, алгебра го-
лономии, форма Киллинга. Локальное изучение однородных пространств равносильно 
исследованию пар, состоящих из алгебры Ли и ее подалгебры. В статье описаны трехмерные 
специально редуктивные однородные пространства; для каждого такого пространства найдены в 
явном виде формы Киллинга, выписаны стандартные однородные псевдоримановы метрики, 
связности Леви-Чивита, тензоры кривизны, алгебры голономии, скалярные кривизны, тензоры 
Риччи, определено, является ли пространство Риччи-плоским, Эйнштейновым, Риччи-парал-
лельным, локально симметрическим, конформно-плоским. Полученные результаты могут найти 
приложения в математике и физике, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях 
сводятся к изучению инвариантных объектов на однородных пространствах. 

Ключевые слова: специально редуктивное пространство, группа преобразований, аффин-
ная связность, тензор Риччи. 
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SPECIALLY REDUCTIVE HOMOGENEOUS SPACES 

In general, the purpose of the research of manifolds of various types is rather complicated. There-
fore, it is natural to consider this problem in a narrower class of manifolds, for example, in the class of 
homogeneous manifolds. The article presents the results of research of three-dimensional specially re-
ductive homogeneous spaces. The basic notions, such as an isotropically-faithful pair, a reductive 
space, a canonical decomposition, an affine connection, curvature and torsion tensors, a specially re-
ductive space, a holonomy algebra, Killing form are defined. The local study of homogeneous spaces is 
equivalent to the investigation of pairs consisting of Lie algebra and its subalgebra. The paper describes 
three-dimensional specially reductive homogeneous spaces. For each such space, Killing forms, stan-
dard homogeneous pseudo-Riemannian metrics, Levi-Chivita connections, curvature tensors, holonomy 
algebras, scalar curvatures, Ricci tensors have been found, it has been determined whether the Ricci-
flat, Einstein, Ricci-parallel, locally symmetric, conformally flat space. The results obtained can find 
applications in mathematics and physics, since many fundamental problems in these fields are reduced 
to the study of invariant objects on homogeneous spaces. 

Key words:  specially reductive space, transformation group, affine connection, Ricci tensor. 
 

Введение. П. К. Рашевский ввел в рассмот-
рение класс пространств аффинной связности с 
кручением, у которых при параллельном пере-
носе сохраняются как тензор кривизны, так и 
тензор кручения; эти пространства он назвал 
симметрическими пространствами с кручени-
ем [1]. Соответствующий класс однородных 
пространств, получивших название «редуктив-
ных пространств», изучается в дифференциаль-
ной геометрии и ее приложениях. Такие про-
странства, широко обобщающие римановы гло-
бально симметрические пространства, обладают 
тем свойством, что все геодезические на них яв-
ляются однородными [2]. М. Берже [3] изучал 
компактные однородные пространства с инвари-

антной римановой метрикой, которые являются 
естественно редуктивными. Естественно редук-
тивны также большинство примеров инвариант-
ных Эйнштейновых метрик на компактных од-
нородных пространствах (см. обзор [4]). Каждое 
односвязное стандартное однородное риманово 
пространство разложимо в прямое риманово 
произведение симметрического и специально 
редуктивного пространства [5, 6]. Поэтому, на-
пример, для изучения стандартных Эйнштейно-
вых многообразий достаточно рассмотреть спе-
циально редуктивные пространства, которые и 
описываются в данной работе. 

Основная часть. Пусть М – дифференциру-
емое многообразие, на котором транзитивно 
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действует группа ,G  = xG G  – стабилизатор 
произвольной точки .x M∈  Пусть g  – алгебра 
Ли группы Ли ,G  а g  – подалгебра, 
соответствующая подгруппе .G  Пара ),( gg  
называется изотропно-точной, если точно 
изотропное представление .g  Там, где это не 
будет вызывать разночтения, будем отождеств-
лять подпространство, дополнительное к g  в ,g  
и фактор-пространство ggm /= . Если под-
группа G  связна, то однородное пространство 

/G G  редуктивно при существовании разло-
жения ,mgg +=  0;=∩mg  ,][ mmg, ⊂  а само 
разложение g = g+m  называется канониче-
ским [2]. Такое разложение определяет на од-
нородном пространстве геодезически полную 
линейную связность с ковариантно постоянны-
ми тензорами кривизны и кручения. Обратно, 
односвязное многообразие с полной линейной 
связностью, имеющей ковариантно постоянные 
тензоры кривизны и кручения, является редук-
тивным однородным пространством относи-
тельно группы автоморфизмов этой связности 
(см. [7]).  

Аффинной связностью на паре ),( gg  
называется отображение )(: mglg→Λ  такое, 
что его ограничение на g  – изотропное 
представление подалгебры, а все отображение 
является g-инвариантным. Если пространство 
допускает инвариантную аффинную связность, 
то оно является изотропно-точным [7]. Редук-
тивные пространства всегда допускают инвари-
антную аффинную связность. Тензор кручения 

)(1
2 mInvTT ∈  и тензор кривизны )(1

3 mInvTR ∈  
имеют вид  

[ ]
[ ]

( , ) = ( ) ( ) , ,

( , ) = ( ), ( ) ([ , ])

T x y x y y x x y

R x y x y x y

Λ − Λ −

Λ Λ − Λ
m m m m m

m m

 

для всех ., g∈yx  
Редуктивное однородное пространство 
= /M G G  с разложением ⊕g m  называется 

специально редуктивным, если пространство m  
с умножением  

* = [ , ]x y x y m  

не содержит нетривиальных идеалов с нулевым 
умножением. 

Одной из важнейших характеристик связно-
сти является группа голономии. Алгебра Ли *h  
группы голономии инвариантной связности 

)(3,: glg→Λ  на паре ),( gg  – это подал-
гебра алгебры Ли )(3, gl  вида 

,]]),([),([]),([ +ΛΛ+Λ+ VVV ggg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  В случае 
специально редуктивного однородного рима-
нова многообразия, которое является голоном-
но неприводимым относительно римановой 

связности (односвязное псевдориманово про-
странство является голономно неприводимым 
относительно канонической связности без кру-
чения тогда и только тогда, когда алгебра m  
проста), алгебра голономии порождается пре-
образованиями вида : 1/2[ , ] , ,xL y x y x y ∈ m m  
и действует неприводимо на m  [8]. 

Будем описывать пару ),( gg  при помощи 
таблицы умножения g  c базисом 1{ , ..., },ne e  

dim=n g  и полагать, что g  порождается 
1 3, ..., ne e − , а 1 2 2 1 3{ , , }n n nu e u e u e− −= = =  – ба-
зис .m  Для нумерации подалгебр используем 
запись . ,d n  для нумерации пар – . . ,d n m  здесь 
d  – размерность подалгебры; n  – номер подал-
гебры в ;)(3, gl  m  – номер пары ).,( gg  Бу-
дем описывать связность через образы базис-
ных векторов 1( ),uΛ  2( ),uΛ  3( ),uΛ  тензор кри-
визны R  – через 1 2( , ),R u u  1 3( , ),R u u  2 3( , ),R u u  
а тензор кручения T  – через 1 2( , ),T u u  

1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  
Теорема. Любое трехмерное специально 

редуктивное однородное пространство имеет 
следующий вид: 

1.8.2 e1 u1 u2 u3  
e1 0 0 u1 u2  
u1 0 0 u1 u2  
u2 –u1 –u1 0 u3  
u3 –u2 –u2 –u3 0  

 

2.21.4 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 e2 u1 0 –u3

e2 –e2 0 0 u1 u2

u1 –u1 0 0 u1 u2

u2 0 –u1 –u1 0 u3

u3 u3 –u2 –u2 –u3 0

Замечание. Здесь предполагается, что 
{0}.≠g  Для = {0}g  получаем следующие 

однородные пространства: 

0.1.6 u1 u2 u3  
u1 0 2u2 –2u3  
u2 –2u2 0 u1  
u3 2u3 –u1 0  

 

0.1.7 u1 u2 u3 
u1 0 u3 –u2 
u2 –u3 0  u1 
u3 u2 –u1 0 

Действительно, трехмерные редуктивные од-
нородные пространства с ненулевой подалгеб-
рой g  изучаются, например, в [9, 10]. Выбираем 
из них пространства, такие, что m  не содержит 
нетривиальных идеалов с нулевым умножением 
(в данном случае одномерных идеалов либо дву-
мерных коммутативных идеалов). 

Рассмотрим, например, случай 1.8.2. 
Очевидно, что m  не содержит нетривиальных 
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идеалов с нулевым умножением. Обозначив 
через tr  след эндоморфизма векторного прос-
транства, рассмотрим билинейную форму  

( , ) = tr(ad ad ), , .K x y x y x y ∈ g  

Форма K  называется формой Киллинга 
алгебры .g  Если форма Киллинга не 
вырождена, то она отрицательно определена. 
В случае 1.8.2 форма Киллинга имеет вид 

0 0 0 2

0 0 0 2
= ,

0 0 2 0

2 2 0 0

K

− 
 − 
 
 

− − 

 

а ограничение формы Киллинга на подалгебру – 

0 0 2

0 2 0 .

2 0 0

− 
 
 
 − 

 

Можно рассмотреть скалярное произведе-
ние ( , ) = tr(ad ad )B x y x y−   алгебры g  и 
ортогональное разложение алгебры = .⊕g g m  
Пара ( , )g g  редуктивна относительно данного 
разложения, т. е. = ⊕g g m  – прямая сумма, а 
ограничение скалярного произведения на m  
индуцирует G-инвариантную риманову мет-
рику на однородном пространстве / .G G  
В случае 1.8.2 получаем, что стандартная 
однородная псевдориманова метрика прини-
мает вид 

0 0 2

= 0 2 0 .

2 0 0

B

 
 − 
 
 

 

Риманова (псевдориманова) связность, 
соответствующая форме ,B  находится из 
соотношения  

1
( ) = [ , ] ( , ),

2
2 ( ( , ), ) = ( ,[ , ] ) ([ , ] , )

x y x y u x y

B u x y z B x z y B z x y

Λ +

+

m m

m m

 

для всех , , .x y z ∈m  Существует единственная 
риманова связность без кручения, называемая 
Леви-Чивита связностью. Тогда связность 
Леви-Чивита примет вид 

0 1/2 0 1/2 0 0

0 0 1/2 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 1/2

−   
   
   
   
   

0 0 0

1/2 0 0 ,

0 1/2 0

 
 − 
 − 

 

а тензор кривизны – 

0 1/4 0 1/4 0 0

0 0 1/4 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 1/4

0 0 0

1/4 0 0 ,

0 1/4 0

−   
   −   
   −   

 
 
 
 
 

 

тензор кручения нулевой.  
Алгебра голономии *h  имеет вид 

2 1

3 1 1 2 3

3 2

0

0 , , .

0

s s

s s s s s

s s

  
   ∈  
  −  

  

Тензор Риччи определяется через тензор 
кривизны следующим образом:  

Ric( , ) = tr{ ( , ) },x y z R z x y→  

где , ,x y z  – произвольные касательные векторы 
на многообразии, в рассматриваемом случае 

0 0 1/2

Ric = 0 1/2 0 .

1/2 0 0

 
 − 
 
 

 

С тензором Риччи связано несколько 
геометрических свойств многообразия. Много-
образие называется Риччи-плоским, если тензор 
Риччи тождественно равен нулю. Более общее 
условие – многообразие является Эйнштей-
новым, если Ric = Bλ  для некоторой констан-
ты λ. Условие Риччи-параллельности – кова-
риантная производная тензора Риччи равна 
нулю. Если ковариантная производная тензора 
кривизны равна нулю, т. е. ( ) = 0,RΛ  мно-
гообразие называется локально симметриче-
ским. Тензор Коттона (тензор Схоутена – Вей-
ля) задается как тензор 3-го ранга, опреде-
ляемый с помощью метрики:  

( )
( , , ) = Ric( , ) Ric( , )

1
( , ) ( , ) ,

2( 1)

z y

y z

C x y z x y x z

RB x z RB x y
n

∇ − ∇ +

+ ∇ − ∇
−

 

где , , ,x y z ∈m  а R – скалярная кривизна. В раз-
мерности = 3n  равенство нулю тензора 
Коттона является необходимым и достаточным 
условием того, что многообразие будет 
конформно-плоским. 

Пространство 1.8.2 не является Риччи-
плоским (так как тензор Риччи не равен нулю), 
является Эйнштейновым (поскольку Ric = Bλ  
при λ = 1/4), Риччи-параллельным (так как 
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ковариантная производная тензора Риччи равна 
нулю), локально симметрическим (поскольку 

( ) = 0),RΛ  конформно-плоским (так как тензор 
Коттона равен нулю), а скалярная кривизна 
R  = 3/4. 

Рассмотрим теперь случай 2.21.4. Очевид-
но, что m  не содержит нетривиальных идеалов 
с нулевым умножением. Форма Киллинга 
имеет вид 

3 0 0 2 0

0 0 0 0 2

= ,0 0 0 0 2

2 0 0 2 0

0 2 2 0 0

K

− 
 − 
 −
 

− 
 − − 

 

а ограничение формы Киллинга на подалгебру –  

0 0 2

0 2 0 .

2 0 0

− 
 
 
 − 

 

Стандартная однородная псевдориманова 
метрика примет вид 

0 0 2

= 0 2 0 ,

2 0 0

B

 
 − 
 
 

 

а связность Леви-Чивита – 

0 1/2 0 1/2 0 0

0 0 1/2 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 1/2

0 0 0

1/2 0 0 ,

0 1/2 0

−   
   
   
   
   

 
 − 
 − 

 

при этом тензор кривизны – 

0 1/4 0 1/4 0 0

0 0 1/4 , 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 1/4

−   
   −   
   −   

 

0 0 0

1/4 0 0 ,

0 1/4 0

 
 
 
 
 

 

тензор кручения нулевой. 
Алгебра голономии *h  имеет вид 

2 1

3 1 1 2 3

3 2

0

0 , , .

0

s s

s s s s s

s s

  
   ∈  
  −  

  

Тензор Риччи – 

0 0 1/2

Ric = 0 1/2 0 .

1/2 0 0

 
 − 
 
 

 

Пространство не является Риччи-плоским 
(так как тензор Риччи не равен нулю), является 
Эйнштейновым (поскольку Ric = Bλ  при 
λ = 1/4), Риччи-параллельным (так как  ковари-
антная производная тензора Риччи равна ну-
лю), локально симметрическим ( ( ) = 0),RΛ  
конформно-плоским (поскольку тензор Котто-
на равен нулю), а R  = 3/4. 

В случае 0.1.6 m  не содержит нетривиаль-
ных идеалов с нулевым умножением, форма 
Киллинга – 

8 0 0

= 0 0 4 ,

0 4 0

K

 
 
 
 
 

 

стандартная однородная псевдориманова 
метрика имеет вид 

8 0 0

= 0 0 4 ,

0 4 0

B

− 
 − 
 − 

 

а связность Леви-Чивита – 

0 0 0 0 0 1/2

0 1 0 , 1 0 0 ,

0 0 1 0 0 0

0 1/2 0

0 0 0 ,

1 0 0

   
   −   
   −   

− 
 
 
 
 

 

тензор кривизны – 

0 0 1/2 0 1/2 0

1 0 0 , 0 0 0 ,

0 0 0 1 0 0

− −   
   
   
   
   

 

0 0 0

0 1/2 0 ,

0 0 1/2

 
 − 
 
 

 

тензор кручения нулевой. 
Алгебра голономии – 

2 1

1 3 1 2 3

2 3

0

2 0 , , ,

2 0

s s

s s s s s

s s

  
  − ∈  
  − −  
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а тензор Риччи – 

2 0 0

Ric = 0 0 1 .

0 1 0

− 
 − 
 − 

 

Пространство не является Риччи-плоским, 
является Эйнштейновым (при λ = 1/4), Риччи-
параллельным, локально симметрическим, 
конформно-плоским, а R  = 3/4. 

Для случая 0.1.7 m  не содержит нетриви-
альных идеалов с нулевым умножением, форма 
Киллинга –  

2 0 0

= 0 2 0 ,

0 0 2

K

− 
 − 
 − 

 

тогда стандартная однородная псевдориманова 
метрика – 

2 0 0

= 0 2 0 ,

0 0 2

B

 
 
 
 
 

 

а связность Леви-Чивита – 

0 0 0 0 0 1/2

0 0 1/2 , 0 0 0 ,

0 1/2 0 1/2 0 0

   
   −   
   −   

 

0 1/2 0

1/2 0 0 ,

0 0 0

− 
 
 
 
 

 

тензор кривизны – 

0 1/4 0 0 0 1/4 0 0 0

1/4 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1/4 ,

0 0 0 1/4 0 0 0 1/4 0

     
     −     
     − −     

 

тензор кручения нулевой. 

Алгебра голономии – 

1 2

1 3 1 2 3

2 3

0

0 , , .

0

s s

s s s s s

s s

  
  − ∈  
  − −  

  

Тогда тензор Риччи – 

1/2 0 0

Ric = 0 1/2 0 ,

0 0 1/2

 
 
 
 
 

 

пространство не является Риччи-плоским, 
является Эйнштейновым (λ = 1/4), Риччи-
параллельным, локально симметрическим, 
конформно-плоским (R  = 3/4). 

Прямыми вычислениями для всех трехмер-
ных редуктивных однородных пространств по-
лучаем, что других специально редуктивных 
трехмерных однородных пространств нет. 
В частности, не существует специально редук-
тивных трехмерных однородных пространств 
со стабилизатором размерности более двух. 

Заключение. Описаны трехмерные спе-
циально редуктивные однородные простран-
ства. Для каждого такого пространства най-
дены в явном виде формы Киллинга, их огра-
ничение на подалгебру, выписаны стандарт-
ные однородные псевдоримановы метрики, 
связности Леви-Чивита, тензоры кривизны, 
алгебры голономии, скалярные кривизны, 
тензоры Риччи, определено, является ли про-
странство Риччи-плоским, Эйнштейновым, 
Риччи-параллельным, локально симметриче-
ским, конформно-плоским. Полученные ре-
зультаты могут найти приложения в матема-
тике и физике, поскольку многие фундамен-
тальные задачи в этих областях сводятся к 
изучению инвариантных объектов на одно-
родных пространствах.  
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УДК 536.758 

И. И. Наркевич  
Белорусский государственный технологический университет 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ ПРЕДСКАЗАННОГО БРАЗОВСКИМ  
ПЕРЕХОДА ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  

ИЗ ОДНОРОДНОГО СОСТОЯНИЯ В НЕОДНОРОДНОЕ  

Ранее с помощью двухуровневого молекулярно-статистического метода [1] было проведено 
изучение микроструктуры и термодинамических характеристик одиночных сферических кри-
сталлических наночастиц. Получено уравнение для радиального дискретного профиля чисел за-
полнения nl элементарных ячеек метода условных распределений, которые определяют локаль-
ную концентрацию частиц в окрестности любой из ячеек, центры которых образуют координа-
ционные сферы с номерами l (l = 1, 2, …, L) для гранецентрированной кубической (ГЦК) 
решетки. Разработана методика численного расчета унарных и бинарных функций распределе-
ния атомов или молекул в окрестности узлов кристаллической решетки. С их помощью рассчи-
таны радиальные смещения узлов деформированной ГЦК решетки и среднеквадратичные откло-
нения атомов (молекул) от новых положений узлов для наночастиц разных размеров (L = 1–6) при 
температуре θ = kT / ε (ε – энергетический параметр потенциала Леннард-Джонса), которая 
меньше температуры тройной точки θтр = 0,7 для простых молекулярных макроскопических си-
стем. В данной статье разработанный для молекулярных систем двухуровневый статистический 
метод обобщается с целью описания структуры и термодинамических характеристик коллоид-
ных систем с конкурирующими взаимодействиями притяжения и отталкивания. 

Ключевые слова: наночастица, коллоидная система, двухуровневый статистический метод, 
коррелятивные функции, потенциалы средних сил, функционалы свободной энергии и энтропии. 

 
I. I. Narkevich 

Belarusian State Technological University 

STATISTICAL JUSTIFICATION OF THE PREDICTED  
BRAZOVIAN TRANSITION OF A COLLOIDAL SOLUTION  
FROM A UNIQUE CONDITION TO A INHOMOGENEOUS 

Previously, using the two-level molecular statistical method [1], the microstructure and thermody-
namic characteristics of single spherical crystalline nanoparticles have been studied. An equation is ob-
tained for the radial discrete profile of the filling numbers of nl elementary cells of the conditional dis-
tributions method, which determine the local concentration of particles in the vicinity of any of the cells 
whose centers form coordination spheres with numbers l (l = 1, 2, ..., L) for the face-centered cubic lat-
tice (fcc lattice). A method for the numerical calculation of the unary and binary distribution functions 
of atoms or molecules in the vicinity of the lattice sites has been developed. With their help, the radial 
displacements of the nodes of the deformed fcc lattice and the standard deviations of atoms (molecules) 
from new sites of nanoparticles of different sizes (L = 1–6) have been calculated at a temperature 
θ = kT / ε (ε is the energy parameter of Lennard-Jones potential), which is less than the triple point tem-
perature θtr = 0.7 for simple molecular macroscopic systems. In this article, the two-level statistical 
method developed for molecular systems is generalized to describe the structure and thermodynamic 
characteristics of colloidal systems with competing interactions of attraction and repulsion. 

Key words: nanoparticle, colloid system, two-level statistical method, correlative functions, poten-
tials of average forces, functionals of free energy and entropy. 

 
Введение. Применение двухуровневого ста-

тистического метода [1] для описания структуры 
и термодинамических характеристик неодно-
родных молекулярных систем, в частности, сфе-

рических кристаллических наночастиц [2, 3], 
позволило установить зависимость температу-
ры плавления θпл наночастиц от их размера, ко-
торая согласуется с экспериментальными дан-
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ными (рис. 1). Полученные этим методом вари-
ационные уравнения оказываются конечно-
разностными аналогами интегрального уравне-
ния Эйлера – Лагранжа, которое использовалось 
в работе [4] для описания фазовых переходов в 
терминах мезоскопических объемных фракций 
для систем, в которых мезоскопические неодно-
родности наблюдаются на масштабах, значи-
тельно превышающих размеры молекул. 

 
Рис. 1. Зависимость температуры плавления θпл  

сферических наночастиц от их радиуса R 

Эти новые результаты для систем заря-
женных частиц с конкурирующими взаимо-
действиями притяжения и отталкивания со-
гласуются с предсказаниями феноменологи-
ческого подхода Бразовского [5] к описанию 
фазового перехода изотропной системы в не-
однородное состояние.  

В работе [6] на границе с ионным кристал-
лом в объеме ионной жидкости обнаружено 
затухающее пространственное колебание плот-
ности, при этом амплитуда и длина затухания 
за счет учета флуктуационного вклада имеют 
качественно иное поведение, чем их аналоги в 
приближении среднего поля (MF). 

В работе [7] для интеркаляционных систем 
статистически рассчитаны равновесные харак-
теристики подсистемы подвижных зарядов.  
В случае достаточно малых электрических по-
лей распределения заряда и концентрации ча-
стиц описываются линейным дифференциаль-
ным уравнением четвертого порядка. 

Основная часть. В данной работе выпол-
нено численное исследование функционала 
свободной энергии F{nl} неоднородной колло-
идной системы с использованием потенциала 
SALR (Short-range Attraction and Long-rang Re-
pulsion) для описания взаимодействия между 
коллоидными частицами в водном растворе  
(l = 1, 2, …, М; М – общее число элементарных 
ячеек, на которые разделен весь макроскопиче-
ский объем V, т. е. M = V / ω, ω – объем одной 
ячейки; nl – числа заполнения ячеек с номерами l, 
т. е. концентрация коллоидных частиц в окрест-
ности ячейки ωl). Установлено, что большой 

термодинамический функционал Ω{nl} = 
= F{nl} – μΣnl таких систем в состоянии равно-
весия в соответствующей области термодина-
мических параметров  имеет несколько мини-
мумов, соответствующих разным значениям 
волновых чисел χ в системе с одномерным 
гармоническим, т. е. неоднородным, распреде-
лением плотности. Для одного из волновых чи-
сел значение функционала Ω{nl} меньше, чем 
для однородного изотропного состояния 
(χ = 0). В расчетах использовался потенциал 
SALR в виде суммы двух членов: потенциала 
Леннард-Джонса и экранированного потенциа-
ла Кулона, которые записывались в безразмер-
ной форме (А = 1,27; ӕ = 0,5): 

 ( ) ( )12 64U r r r− −= − + Ar–1e– ӕr. (1)  

Здесь и далее расстояния и потенциалы рассчи-
тываются соответственно в единицах линейно-
го (σ) и энергетического (ε) параметров потен-
циала Леннард-Джонса. 

В дальнейших расчетах используется си-
стема интегральных уравнений для потенциа-
лов средних сил ϕij, которая в случае одноком-
понентной системы с неоднородным полем чи-
сел заполнения nl (i, j, l = 1, 2, …, М) имеет 
следующий вид [1, 2]: 

( ), { }ij i lf q n =

  ( ) ( )
v

( ) , { } { }.
aa a
ij ij aa

ij i l ij l
i i

n n
f q n f n

n n
= +  (2) 

Здесь μν
ijn  – двухъячеечные числа заполнения 

всевозможных пар ячеек объемами ωi и ωj, опре-
деляющие вероятность нахождения частицы 
сорта μ в ячейке ωi и частицы сорта ν в ячейке ωj 
(μ, ν = а, v; а – для реальных частиц; v – для 
невзаимодействующих квазичастиц, отвечаю-
щих за состояния с вакантными ячейками). 
Функционал ( ) ( ){ }, { } exp ,{ } ,= −βϕ 

ij i l ij i lf q n q n  
а вспомогательные функционалы ( )( ) ,{ }

a
ij i lf q n  

и ( ){ }a
ij lf n  находятся в результате усреднения с 

помощью вспомогательных нормированных на 
единицу унарных функций ( )*

11
ˆ ,{ }j lF q n


 и 
( )*

11
ˆ , { }i lF q n


 соответственно (β = 1 / θ – обрат-
ная безразмерная температура, θ = kT): 

( ) ( ,{ })a
ij i lf q n =

 
 

( ){ } ( )*
11exp , { } ,

j

i j j l jU q q F q n dq
ω

= −β −
   

 (3) 

( ){ }a
ij lf n =

  ( ) ( ) ( )*
11, { } , { } ,

i

a
ij i l i l if q n F q n dq

ω

= 
    (4) 

θ 
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где 

( )
( )

( )

,*
11

,

exp ,{ }

,{ } ,

exp ,{ }
j

M

jk j l
k i j

j l
M

jk j l j
k i j

q n

F q n

q n dq

≠

≠ω

  −β ϕ 
  =
  −β ϕ 
  








 
 (5) 

( )
( )

( )

,*
11

,

exp ,{ }

,{ } .

exp ,{ }
i

M

ik i l
k i j

i l M

ik i l i
k i j

q n

F q n

q n dq

≠

≠ω

  −β ϕ 
  =
  −β ϕ 
  








 
(6) 

В интегральных уравнениях (2) числа за-
полнения aa

ijn  и va
ijn  являются функционалами 

поля одноячеечных чисел заполнения nl, опре-
деляющих локальную концентрацию частиц: 

{v 1
{ } ( ) 1

2
a
ij l i j ij

ij

n n n n A
A

 = − − + 

  
2

( ) 1 4 (1 ) ,i j ij i j ijn n A n n A
 + − − + −   

 (7) 

 { }v ( ){ } { },  1.aa a a
ij l i ij l ij ij ln n n n n A f n= − = −   (8) 

Из физических соображений ясно, и это 
подтверждается структурой уравнений (2)–(7), 
что в связи с короткодействующим экраниро-
ванным потенциалом (1) потенциалы средних 
сил ϕij должны наиболее сильно зависеть от 
локальной концентрации в ближайших ячейках, 
окружающих выделенную пару ячеек ωi и ωj.  
В связи с этим в численных расчетах достаточно 
учесть зависимость потенциалов ( ),{ }ϕ 

ij i lq n  
только от чисел заполнения в ячейках ωi, ωj и 
воспользоваться ранее разработанной [2] мето-
дикой усреднения в выражениях (3), (4). В соот-
ветствии с этой методикой запишем аппрокси-
мированные выражения для вспомогательной 
нормированной на единицу унарной *

11F  функ-
ции и бинарной (1)

11F  функции, описывающих 
распределения центров тяжести коллоидных 
частиц внутри сфер с радиусами bi, центры ко-
торых совпадают с узлами используемой решет-
ки 3( 4 / 3,υ = πi ib 34 / 3,υ = πj jb  ):aa

ij ijn n=  

 * (1)
11 11

1
,  exp{ ( )},ij

i ij

n
F F U r

Q
−β

υ
   (9) 

где нормирующий множитель 

( ), ,ij i ij jQ b bρ =

  ( ) ( , ) ,
i j i

U r
i j ij i j id e d I b d−β

υ υ υ

= υ υ = ρ υ    (10) 

 ( )( , ) .−β

υ

ρ = υ
j

U r
ij i j jI b e d  (11) 

Здесь ρi  – расстояние от центра коллоидной 
частицы до узла с номером i, а ρij  – расстояние 
между узлами i и j. 

С помощью бинарной функции (1)
11 ,F  опи-

сывающей распределения центров коллоидных 
частиц в объемах υi и υj, рассчитаем среднее 
значение их энергии взаимодействия: 

(1)
11( ) ( )

i j

ij i jU U r F r d d
υ υ

= υ υ =   

 ( ), , .ij ij i ij jn U b b= ρ  (12) 

Здесь 

    

( , ) ( , )

( , , ) ,
( , )

υ

υ

ρ ρ υ

ρ =
ρ υ




i

i

a
ij i j ij i j i

ij i ij j
ij i j i

U b I b d

U b b
I b d

  (13) 

            

( )

( )

( )

( , ) .
( , )

−β

υ

υ

ρ =
ρ


j

U r
j

a
ij i j

ij i j

U r e d

U b
I b

  (14) 

Далее запишем аппроксимированные выра-
жения для функционалов ( )a

ijf  из уравнений (2): 

     { }( ) ( )( ) ( ) ( , )
, , ,

ρ
ρ =

υ
  ij i ja a

ij i l ij i j
j

I b
f q n f b   (15) 

( ) { } ( ) ( , , )a a
ij l ij i ij jf n f b bρ =

  ( )( )1
, .

i

a
ij i j i

i

f b d
υ

= ρ υ
υ   (16) 

Введем функцию / ( ),=ij ij i jg n n n  которая 
является дискретным аналогом радиальной 
функции g(r) для однородных систем и опреде-
ляется уравнениями (7), (8) с учетом (16): 

 
v v

1
,

−
= = = −

a a
ij i ij ij

ij
i j i j j i j

n n n n
g

n n n n n n n
  (17) 

 ( )v 2 10,5 0,5 4 1 ,−= + + −a
ij ij ij i j ijn B B n n A   (18) 

 
( ) ( )1( ) ,  ,  ,  1.a

ij i j ij ij ij i ij jB n n A A f b b−= − − = ρ − (19) 

В результате интегральное уравнение (2) 
перепишем в следующем виде: 

( ) ( )( ), ( , , ) ,a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +

  ( ) ( )1 ( , , ) ( , , ).a
j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ   (20) 

ˆ

ˆ̂̂

ˆ

ˆ
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Здесь ( ) ( ) ( ){ },  exp ( ,  ) ,a a
ij i j ij i jf b bρ = −βϕ ρ  а 

( ) ( ),ϕ ρa
ij i jb  – потенциал средней силы, дей-

ствующий на молекулу в ячейке ωi со стороны 
молекулы, равномерно распределенной внутри 
сферы радиуса bj в ячейке ωj. 

Численные расчеты выполнены для колло-
идных систем с полем плотности, которое изме-
няется в направлении, совпадающим с направ-
лением осей элементарных ячеек гексагональ-
ной решетки, так что одномерное поле чисел 
заполнения зависит от номера р монослоев, об-
разованных наборами из Z ячеек с одинаковыми 
числами заполнения np (p = 1, 2, …, P). 

Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U, свободной энергии F и химического по-
тенциала μ рассчитывались по формулам 

        { } { } { }( )1 2 ,  ,= + =p p pS n M s n s n M ZP   (21) 

1{ }ps n =  

 
( ) ( )( )

1

1
ln 1 ln 1 ,

P

p p p p
p

n n n n
P =

= − + − −  (22) 

 2
1

1
{ } ln ,

= ≠
= −  

P J

p p j pj pj
p j p

s n n n g g
P

  (23) 

{ }pU n =

 

 

( )( ) { }
1

, , ,
P J

p j pj pj p pj j p
p j p

Z n n g U b r b Mu n
= ≠

= = 
 

(24) 

 { }{ } { } { } ,= − θ =p p p pF n U n S n Mf n   (25) 

 
{ }

{ } .
∂

μ =
∂

p
l p

l

f n
n

n
  (26) 

В формулах (23), (24) суммирование по j ≠ p 
выполняется по узлам j, принадлежащим плос-
ким монослоям с номерами p; J – число узлов, 
принадлежащих сфере с центром, совпадающим 
с центром ячейки ωp в слое с номером р и радиу-
сом R, который равен радиусу действия сил от-
талкивания в потенциале SALR (формула (1)).  
В формуле (21) для энтропии S функционал 

{ }1 ps n  учитывает вклад неоднородности поля 
унарной плотности, а функционал { }2 ps n  учи-
тывает аналогичный вклад неоднородного рас-
пределения частиц в окрестностях ячеек ωр, 
описываемого функцией gpj. 

На рис. 2–4 изображены зависимости эн-
тропии s = S / М, внутренней энергии u = U / М, 
свободной энергии f = F / М, а также химиче-
ского потенциала μ = df / dn от концентрации n 
однородной коллоидной системы при безраз-
мерной температуре θ = 5. 

 

Рис. 2. Зависимости вкладов s1 и s2 в энтропию 
s = s1 + s2 от концентрации n  

Из рис. 2, 3 видно, что в области малых 
концентраций (n < 0,3) энтропия s растет быст-
рее, чем внутренняя энергия u, так что свобод-
ная энергия f уменьшается в этой области кон-
центраций. При концентрациях n > 0,3 энтро-
пия s растет медленнее, а затем уменьшается.  
В результате на графике свободной энергии по-
является минимум, а химический потенциал μ 
монотонно возрастает от –∞ при n → 0 до +∞ 
при n → 1, что указывает на отсутствие фазово-
го перехода первого рода газ – жидкость с про-
межуточной гетерогенной областью, как это 
обычно происходит в молекулярных системах. 

Рис. 3. Зависимости u и f  
от концентрации n  

Рис. 4. Зависимость μ  
от концентрации n 
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На рис. 5 приведены графики зависимостей 
относительной вариации εΩ = ΔΩ{nр} / |Ω(n)| 
функционала { } { }Ω = − μp p pn F n n  от вол-
нового числа χ = 2π / λ для разных значений 
средней концентрации n коллоидной системы 
при безразмерной температуре θ = 5. В расче-
тах амплитуда В гармонической неоднородно-
сти поля чисел заполнения np = n + Bcos(χxp) с 
волновым числом χ принималась равной 10% 
от средней концентрации n.  

       

Рис. 5. Зависимости вариации εμ функционала Ω 
от волнового числа χ при температуре θ = 5  
для разных значений средней концентрации n,  
равной числам заполнения ячеек гексагональной 

решетки с параметрами a = b = c = 1  
в единицах линейного параметра σ  
потенциала Леннард-Джонса: 

1 – n = 0,25, B = 0,025; 2 – n = 0,30, B = 0,03;  
3 – n  = 0,40, B = 0,04; 4 – n = 0,50, B = 0,05;  

5 – n = 0,60, B = 0,06; 6 – n = 0,70, B = 0,07;  
7 – n = 0,80, B = 0,08; 8 – n = 0,90, B = 0,09

Из рис. 5 видно, что положения двух первых
минимумов с волновыми числами χ1 и χ2 прак-
тически не зависят от средней концентрации
частиц коллоидной системы (χ1   0,22; λ1 
  28,5 (χ2   0,66; λ2   9,5). Расчеты показы-
вают, что их значения зависят от радиуса R
сферы, определяющей область, на которую 
распространяется действие сил отталкивания 
между коллоидными частицами. 

Из рис. 5 также видно, что гармоническая 
неоднородность поля плотности с волновым 
числом χ1 и длиной волны λ1 при увеличении 
концентрации n приводит к уменьшению зна-
чения функционала εΩ в точке минимума. 

В результате коллоидная система с мезоско-
пическими неоднородностями λ1 оказывается 
термодинамически более устойчивой в интерва-
ле концентрации n от n1   0,42 до n2   0,81 по 
сравнению с однородной системой. 

Аналогичные расчеты при других температурах 
θ позволили построить теоретическую фазовую
диаграмму температура θ – плотность ρ (рис. 6, 
ρ = n / ω) для перехода системы из однородного 
состояния  в неоднородное, который является фа-
зовым переходом второго рода. 

Рис. 6. Фазовая диаграмма  
перехода коллоидного раствора из однородного 

состояния в неоднородное с одномерным  
гармоническим распределением плотности  

с длиной волны λ1 = 2π / χ1   28  
(в единицах линейного параметра σ  

потенциала Леннард-Джонса) 

Заключение. Исследования выполнены в 
рамках Международного проекта CONIN науч-
ной программы Евросоюза HORIZON-2020. 
Автор благодарен координатору проекта  
А. Цях за выбор направления исследований, а 
также доктору физико-математических наук  
А. В. Пацаган за плодотворное обсуждение ре-
зультатов проведенных расчетов. 
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РАЗРАБОТКА КОМПЬЮТЕРНОЙ ПРОГРАММЫ ДЛЯ РАСЧЕТА  
СТРУКТУРНЫХ И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ НАНОЧАСТИЦ РАЗНЫХ РАЗМЕРОВ 

В работе используются статистические уравнения и формулы для неоднородных многоком-
понентных молекулярных систем, полученные в рамках двухуровневого статистического мето-
да, который является симбиозом метода коррелятивных функций Боголюбова – Борна – Грина – 
Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных распределений Ротта и метода термодинамиче-
ских функционалов плотности. На основе общих статистических уравнений и соотношений  
составлена замкнутая система уравнений, описывающих микро- и макроструктуру, а также тер-
модинамические характеристики кристаллических неоднородных систем, решение которой 
определяет одночастичные потенциалы средних сил. Эти потенциалы, к которым относятся 
одиночные наночастицы, либо системы из наночастиц разных размеров являются функционала-
ми искомого поля унарной плотности. 

В данной работе на основе ранее разработанной методики усреднения потенциала Леннард-
Джонса составлена полная система интегральных и алгебраических уравнений, позволяющая 
статистически рассчитать энтропию, внутреннюю энергию и свободную энергию сферических 
наночастиц, которые являются функционалами искомого радиального профиля унарной плотно-
сти. На ее основе разработана компьютерная программа расчета структурных и термодинамиче-
ских характеристик кристаллических сферических наночастиц с заданным неоднородным ради-
альным профилем плотности и проведены расчеты их параметров при заданной температуре. 

Ключевые слова: двухуровневый молекулярно-статистический подход, потенциал средних 
сил, неоднородная система, наночастица. 

I. I. Narkevich, E. V. Farafontova 

Belarusian State Technological University 

DEVELOPMENT OF A COMPUTER PROGRAM FOR THE CALCULATION  
OF THE STRUCTURAL AND THERMODYNAMIC CHARACTERISTICS  

OF CRYSTALLINE NANOPARTICLES OF DIFFERENT SIZES 

The paper uses statistical equations and formulas for heterogeneous multicomponent molecular sys-
tems obtained in the framework of the two-level statistical method. This method is based on the Bo-
golyubov – Born – Green – Kirkwood – Ivon (BBGKI) method of correlation, the Rott conditional dis-
tributions method, and the density thermodynamic functionals method. Based on general statistical 
equations and ratios, a closed system of equations is compiled that describes the micro-, macrostruc-
ture, and thermodynamic characteristics of crystalline heterogeneous systems. Its solution determines 
the single-particle potentials of average forces. The potentials in the case of inhomogeneous systems, 
such as nanoparticles or systems of nanoparticles, are functionals of the desired unary density field.  

On the basis of the developed method of averaging the Lennard-Jones potential, a complete system of 
integral and algebraic equations has been compiled, whose solution allows calculating the entropy functio- 
nals, the internal and free energies of spherical nanoparticles. A computer program has been developed for 
calculating the structural and thermodynamic characteristics of a crystalline spherical nanoparticle with the 
desired inhomogeneous radial density profile, and its parameters are calculated at a given temperature. 

Key words: two-level molecular-statistical approach, mean force potential, inhomogeneous sys-
tem, nanoparticle. 

Введение. Двухуровневый статистический 
метод [1, 2], который ранее применялся для 
описания равновесных свойств однородных 
макроскопических систем, в данной работе ис-
пользуется для разработки компьютерной про-
граммы расчета структурных и термодинами-
ческих параметров неоднородных систем, в 
частности сферических наночастиц. Он базиру-
ется на совместном использовании метода кор-

релятивных функций Боголюбова – Борна – 
Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода 
условных распределений Ротта [3] и метода 
термодинамических потенциалов, которые в 
случае неоднородных систем являются функ-
ционалами поля плотности среды. Двухуровне-
вый молекулярно-статистический подход поз-
воляет реализовать учет неоднородного рас-
пределения чисел заполнения ni микроячеек 
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объемами ωi (i = 1, 2, …, M), на которые в соот-
ветствии с основной идеей метода условных 
распределений Л. А. Ротта мысленно разделен 
весь объем V системы. Эти ячейки образуют 
гипотетическую кристаллическую решетку, 
причем их форма и размеры претерпевают су-
щественные изменения вблизи границ наноча-
стиц. При этом используется F11-приближение, 
учитывающее множество наиболее вероятных 
состояний конденсированной системы из N мо-
лекул в объеме V, где в каждой микроячейке 
может содержаться не более одной частицы. 
Количество микроячеек М превышает число N 
частиц в наночастице так, что некоторые мик-
роячейки с определенной вероятностью могут 
быть вакантными. В результате средние числа 
заполнения ячеек меньше единицы, а поле их 
распределения по объему отражает неоднород-
ность распределения плотности наночастицы.  

В процессе последовательной реализации 
двухуровневого статистического подхода ра-
нее получена замкнутая система интеграль-
ных уравнений, решение которой определяет 
одночастичные потенциалы средних сил φij, 
которые описывают взаимодействие выделен-
ной молекулы конденсированной среды в 
ячейке ωi с другими молекулами, статистиче-
ски распределенными в ячейках ωj. Центры 
этих ячеек образуют соответствующую гипо-
тетическую кристаллическую решетку – регу-
лярную для однородных и нерегулярную для 
неоднородных макроскопических систем или 
систем из малого числа атомов или молекул 
(кластеров), представителями которых и яв-
ляются наночастицы. В случае неоднородных 
систем одночастичные потенциалы φij явля-
ются функциями радиус-векторов iq


 и одно-

временно функционалами по отношению к 
унарному полю чисел заполнения nk, т. е. 

( , { })ij ij i kq nϕ = ϕ 
 (i, j, k = 1, 2, …, M). 

Основная часть. В работах [4, 5] изложены 
результаты, которые получены в предположе-
нии, что заполнение ячеек ωi и ωj молекулами 
или коллоидными частицами системы происхо-
дит независимо друг от друга, т. е. двухъячееч-
ные числа заполнения .ij i jn n n  В данной рабо-
те и последующих расчетах будем учитывать 
корреляцию при заполнении всевозможных пар 
ячеек в объеме сферических наночастиц. Потен-
циалы средних сил таких наночастиц являются 
функционалами от искомого радиального поля 
унарной плотности, т. е. чисел заполнения nl  
(l – номер координационной сферы относи-
тельно центра наночастицы, l = 1, 2, …, L).  

Для наночастицы, являющейся однокомпо-
нентной системой с вакансиями, интегральное 
уравнение для потенциалов средних сил запи-
шем в следующем виде: 

v
( )( ,  { }) ( ,  { }) { }.

aa a
ij ija

ij i l ij i l ij l
i i

n n
f q n f q n f n

n n
= + 

 (1) 

Здесь ( , { }) exp{ ( ,{ })},ij i l ij i lf q n q n= −βϕ 
 β = 1 / θ, 

θ = kT, ijnμν – двухъячеечные числа заполнения 
пар ячеек с номерами i и j, которые опреде-
ляют вероятность того, что частица сорта μ 
гипотетической двухкомпонентной системы, 
состоящей из реальных молекул и вакансий, 
находится в ячейке с номером i, а другая ча-
стица сорта ν находится в ячейке с номером j 
(i, j = 1, 2, …, M), μ, ν = а, v (а – для реальных 
молекул, v – для вакантных ячеек, в которых 
находятся квазичастицы, не взаимодейству-
ющие между собой и с реальными молекула-
ми сорта а). 

Вспомогательные функционалы ( ) ( ,{ })a
ij i lf q n


 

и { }ij lf n  из выражения (1) рассчитываются в 
результате усреднения, выполняемого с помо-
щью вспомогательных унарных функций 

*
11( )jF q


 и *
11( )iF q


 соответственно: 

( ){ }( ) *
11( ,{ }) exp ( ) ,

j

a
ij i l i j j jf q n q q F q dq

ω

= −βΦ −
    

(2) 

{ } *
11{ } exp ( ,{ }) ( ) ,

i

ij l ij i l i if n q n F q dq
ω

= −βϕ
  

   
(3) 

где ( )i jq qΦ − 
 – парный потенциал взаимодей-

ствия двух частиц, находящихся в двух разных 
ячейках с номерами i и j ( iq


 и jq


 – радиус-

векторы частиц). Вспомогательная нормирован-
ная на единицу унарная функция *

11( )iF q


 распре-
деления молекулы в ячейке ωi выражается через 
искомые одночастичные потенциалы средних  
сил φik и определяется следующим выражением: 

,*
11

,

exp ( ,{ })

( ) .

exp ( ,{ })
i

M

ik i l i
k i j

i M

ik i l i
k i j

q n dq

F q

q n dq

≠

≠ω

  −β ϕ 
  =
  −β ϕ 
  





 


 
    (4) 

Функция *
11( )jF q


 рассчитывается аналогично. 
Двухъячеечные числа заполнения всевоз-

можных пар ячеек определяются следующими 
соотношениями [2]: 

 
v{ } { },aa a

ij l i ij ln n n n n= −
 

(5) 

{v 1
{ } ( ) 1

2
a
ij l i j ij

ij

n n n n A
A

 = − − + 

  
2

( ) 1 4 (1 ) ,i j ij i j ijn n A n n A
 + − − + −   

 (6) 

 
{ }( ) 1,a

ij ij lA f n= −  (7) 

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
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( ) ( ) *
11{ } ( ,{ }) ( ) .

i

a a
ij l ij i l i if n f q n F q dq

ω

= 
  

 (8) 

Из физических соображений ясно, и это 
подтверждается структурой уравнений (1), что 
в связи с короткодействующим межмолекуляр-
ным потенциалом ( )i jq qΦ − 

 все потенциалы 
средних сил ϕij в неоднородной среде должны 
наиболее сильно зависеть от плотности в бли-
жайших ячейках, окружающих выделенную па-
ру ячеек ωi и ωj. Вследствие этого достаточно 
учесть зависимость потенциалов ( , { })ij i lq nϕ 

только от чисел заполнения в ячейках ωi, ωj, а в 
численных расчетах при выполнении суммиро-
вания по k ≠ i, j в формуле (4) можно ограни-
читься вкладами от взаимодействия с ячейками, 
принадлежащими первым трем концентриче-
ским координационным сферам (l = 1, 2, 3) с 
центрами в центре ячейки ωi.  

Преобразование системы интегральных 
уравнений для последующего численного 
решения. На основе общих статистических 
уравнений и соотношений (1)–(8), полученных 
в рамках двухуровневого статистического ме-
тода описания свойств неоднородных систем, 
составим замкнутую систему уравнений, опи-
сывающих микро-, макроструктуру и термоди-
намические характеристики кристаллической 
наночастицы с искомым неоднородным ради-
альным профилем плотности. Поле плотности в 
используемом методе задается соответствую-
щим полем чисел заполнения ячеек, принадле-
жащих координационным сферам с центрами, 
совпадающими с центром сферической наноча-
стицы. Основная трудность практической реа-
лизации этого подхода связана с тем обстоя-
тельством, что функционал свободной энергии 
неоднородной системы зависит от искомого 
профиля плотности, т. е. набора чисел заполне-
ния nl неявно, через посредство потенциалов 
средних сил φij, которые можно рассчитать 
только численно, в процессе решения доста-
точно сложной системы интегральных уравне-
ний (1)–(8). Поэтому далее воспользуемся 
предложенной ранее методикой усреднения 
парного межмолекулярного потенциала Лен-
нард-Джонса (уравнение (2)) и других потенци-
алов (выражения (3), (8)) для системы в кри-
сталлическом состоянии [4], для которого 
вспомогательные унарные функции распреде-
ления *

11F  имеют четко выраженную локализа-
цию в окрестности узлов кристаллической ре-
шетки. Суть этой методики состоит в том, чтобы 
усреднение соответствующих функций прово-
дить по областям локализации функций рас-
пределения в виде шаров с радиусами bl, внут-
ри которых аппроксимированные унарные 
функции *

11F  считаются постоянными. Эти ра-

диусы связаны со среднеквадратичными откло-
нениями σp молекул от узлов, принадлежащих 
координационным сферам с номерами p отно-
сительно центра наночастицы (p = 1, 2, …, P).  
В результате макроструктура сферической на-
ночастицы с неоднородным радиальным про-
филем плотности описывается дискретными 
наборами чисел заполнения np и радиусов bp 
сфер. Поэтому искомые потенциалы средних сил 
φij окажутся зависящими от значений чисел np и 
радиусов bp сфер в ячейках, центры которых 
принадлежат соответствующим координацион-
ным сферам. Учитывая вышесказанное, выпи-
шем все соотношения и уравнения, образую-
щие замкнутую систему интегральных и алгеб-
раических уравнений, для решения которой 
разработана компьютерная программа с при-
влечением пакета Mathcad.  

Все формулы и уравнения далее записаны в 
безразмерном виде, когда геометрические раз-
меры определены в единицах линейного пара-
метра σ потенциала Леннард-Джонса, а все ве-
личины, имеющие размерность энергии, найде-
ны в единицах энергетического параметра ε 
этого же потенциала: 

 

12 6

12 6
( ) 4 .

 σ σΦ ρ = ε − ρ ρ   
 (9) 

В безразмерной форме выражение (9) при-
мет следующий вид: 

 
12 6

( ) 1 1
( ) 4 ,  .U r r

r r

Φ ρ ρ = = − = ε σ 
  (10) 

Учитывая вышеизложенное, запишем ап-
проксимированные формулы для унарной F11 и 
бинарной (1)

11F  функций, описывающих равно-
мерное распределение молекул внутри всех 
сфер с радиусами bi, центры которых совпада-
ют с узлами кристаллической решетки наноча-
стицы 3( 4 / 3,i ibυ = π  34 / 3,j jbυ = π  ):aa

ij ijn n≡  

      

* (1)
11 11 11,  exp{ ( )}.iji

i
i ij

nn
F n F F U r

Q
= −β

υ
 

 
 (11) 

Здесь Qij – нормирующий множитель бинарной 
функции (1)

11 ,F  которая нормирована так, чтобы 
интеграл от (1)

11F  по объемам сфер радиусов bi и 
bj был равен nij, т. е. 

     

( ) ( , ) .
i j i

U r
ij i j ij i j iQ d e d I b d−β

υ υ υ

= υ υ = ρ υ  
  

(12) 

Здесь и далее ρi – безразмерное расстояние от мо-
лекулы в объеме υi до центра объема υj, а интеграл 

 

( )( , ) .
j

U r
ij i j jI b e d−β

υ

ρ = υ   (13) 

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
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С помощью бинарных функций распреде-
ления двух молекул в объемах υi и υj рассчита-
ем среднее значение их энергии взаимодей-
ствия внутри этих объемов: 

(1)
11

( )

( ) ( )

( )

i j

i j

ij i j

ij U r
i j

ij

U U r F r d d

n
d U r e d

Q

υ υ

−β

υ υ

= υ υ =

= υ υ =

 

 

  

( ) ( , ) ( , )

.
( , )

i

i

a
ij i j ij i j i

ij

ij i j i

b I b d

n
I b d

υ

υ

ϕ ρ ρ υ
=

ρ υ



  

(14) 

 

Здесь 
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( )

( )

( , ) j

j
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j
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ij i j U r
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U r e d

b
e d

−β

υ

−β

υ

υ

ϕ ρ = =
υ




 

 

( )( )

.
( , )

j

U r
j

ij i j

U r e d

I b

−β

υ

υ

=
ρ


 (15) 

В результате получим, что 

 
( ) ( , ) ( , , ),a

ij ij i j ij i ij ji
U n b n b b= ϕ ρ = ψ ρ

 
(16) 

где ρij – безразмерное расстояние между цен-
трами объемов υi и υj, а среднее значение для 
функции ( ) ( , )a

ij i jbϕ ρ  получается в результате ее 
усреднения, выполненного с помощью Iij(ρi, bj): 

     

( ) ( , ) ( , )

( , , ) .
( , )

i

i

a
ij i j ij i j i

i ij j

ij i j i

b I b d

b b
I b d

υ

υ

ϕ ρ ρ υ
ψ ρ =

ρ υ




  (17) 

Переходя к расчету потенциалов средних сил 
φij, запишем выражения для функционалов (2), 
(3), которые входят в правую часть интеграль-
ного уравнения (1) и рассчитываются с учетом 
аппроксимированных функций *

11F  (форму- 
лы (11)): 

 

( )

( ) ( )

( , )
( , ) ,

1
( , , ) ( , ) .

i

ij i ja
ij i j

j

a a
ij i ij j ij i j i

i

I b
f b

f b b f b d
υ

ρ
ρ =

υ

ρ = ρ υ
υ 

 (18) 

Далее учтем, что средние значения функций 
( ,{ })ij i lf q n


 и ( ) ( ,{ })a
ij i lf q n


 равны [2]: 

   
( ) ( ) ( ), ( , ) ( , , ).a a

ij i j ij i j ij i ij jf b f b f b bρ = ρ = ρ  (19) 

Здесь 
( , )

( , ) ,ij i jb
ij i jf b e

−βϕ ρρ =  а ( , )ij i jbϕ ρ  – по-
тенциал средней силы, действующий на моле-
кулу в ячейке ωi со стороны молекулы, равно-
мерно распределенной внутри сферы радиуса bj 
в ячейке ωj, а gij – аналог радиальной функции 
для кристаллической наночастицы, которая 
усреднена по объемам υi и υj: 

 
,ij

ij
i j

n
g

n n
=      v,a

ij i ijn n n= −   (20) 

  

1
( ) ,ij i j

ij

B n n
A

= − −  ( ) ( , , ) 1,a
ij ij i ij jA f b b= ρ −  (21) 

 
v 2 10,5 0,5 4 (1 ) .a

ij ij ij i j ijn B B n n A−= + + −  (22) 

С учетом соотношений (19)–(22) интеграль-
ное уравнение (1) перепишем в следующем  
виде: 

( )( , ) ( , , ) ( , )a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +

 
 

( )(1 ( , , )) ( , , ).a
j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ  (23) 

Решение системы уравнений (23) относи-
тельно набора радиусов bp сферической нано-
частицы при заданном наборе чисел заполне-
ния np для ячеек, принадлежащих координаци-
онным сферам с номерами p (p = 1, 2, …, P), 
находится методом итераций. Для этого по за-
данному набору пробных значений bp в правой 
части (23) рассчитываются значения функции 

( , ).ij i jf bρ  С их помощью находятся нормиро-
ванные на единицу унарные функции 11F  рас-
пределения молекул в ячейках, принадлежащих 
координационным сферам с номерами p, а за-
тем рассчитываются радиальные смещения Δrp 
узлов и среднеквадратичные отклонения σp мо-
лекул от смещенных узлов, принадлежащих 
сферам с номерами p: 

 
2 2 2 ,p p p pr X Y ZΔ = Δ + Δ + Δ   (24) 

где 
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Здесь унарная функция распределения частиц в 
ячейке ωp определяется выражением 

    

11

exp ( , )

( , , ) .

exp ( , )
p

M

pj p j
j p

M

pj p j p
j p

b

F x y z

b d

≠

≠υ

 
−β ϕ ρ 
 =
 
−β ϕ ρ υ 
 




  (29) 

По полученным значениям среднеквадратич-
ных отклонений σp с помощью формулы (28) 
находятся новые значения радиусов н

pb   
н( 5 / 3 ).p pb = σ  Итерации продолжаются до тех 

пор, пока новые значения не совпадут с задан-
ной относительной погрешностью с предыду-
щими значениями. 

Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U и свободной энергии F сферической нано-
частицы определяются по следующим формулам: 

(
1

{ } ln (1 )ln(1 )
P

p p p p p p
p

S n Z n n n n
=

= − + − − +

 
 

)
1

ln ,
J

p j pj pj
j
j p

n n g g
=
≠

+

 

 (30) 

 

( )
1 1

{ } ( , , ) ,
P J

p p p j pj p pj j
p j

j p

U n Z n n g b r b
= =

≠

= ψ    (31) 

 { } { } { }.p p pF n U n S n= − θ   (32) 

Здесь Zp – число узлов, принадлежащих коор-
динационной сфере с номером p; J = 42 – число 
узлов, принадлежащих трем координационным 
сферам с центрами, совпадающими с центром 
ячейки ωp, по узлам которых выполняется сум-
мирование в уравнениях (30), (31). 

В табл. 1 приведены полученные после вы-
полнения итераций с относительной погрешно-
стью ε = 10 –3 результаты расчетов параметров 
сферической наночастицы, состоящей из 201 уз-
ла, принадлежащего десяти координационным 
сферам (P = 10), при температуре θ = 0,6. Зна-
чения функционалов энтропии s, внутренней u 
и свободной f энергий, приходящиеся на одну 
молекулу, представлены в табл. 2. 

Таблица 1 
Среднеквадратичные отклонения σp  

и радиальные смещения Δrp для разных  
координационных сфер с номерами р  

для наночастицы при температуре θ = 0,6 

Номер  
координа-
ционной 
сферы р 

nр σр σр
н Δrр Δrр

н 

0 0,99 0,103 0,106 0 0 
1 0,99 0,105 0,106 0,086 0,008 
2 0,95 0,109 0,110 0,117 0,129 
3 0,85 0,106 0,106 0,136 0,140 
4 0,80 0,106 0,108 0,165 0,160 
5 0,70 0,113 0,110 0,198 0,178 
6 0,50 0,123 0,119 0,181 0,176 
7 0,30 0,115 0,114 0,190 0,186 
8 0,20 0,130 0,132 0,209 0,223 
9 0,15 0,125 0,151 0,214 0,252 

10 0,10 0,138 0,138 0,220 0,251 

Таблица 2 
Значения функционалов энтропии s,  

внутренней u и свободной f энергий наночастицы  
при температуре θ = 0,6 

s u f F N 

0,432 –4,228 –3,969 –368,164 93 

 
Заключение. С помощью двухуровневого 

статистического метода составлена полная си-
стема интегральных и алгебраических уравне-
ний, решение которой позволяет рассчитывать 
структурные характеристики, функционалы эн-
тропии, внутренней и свободной энергий сфе-
рических кристаллических наночастиц с задан-
ным радиальным профилем плотности. На ос-
нове разработанной методики итерационного 
решения системы интегральных уравнений для 
потенциалов средних сил написана компьютер-
ная программа расчета структурных и термо-
динамических характеристик кристаллической 
сферической наночастицы с искомым неодно-
родным радиальным профилем плотности. 
Проведен расчет параметров наночастицы при 
температуре θ = 0,6. 
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Т. Б. Карлович, А. Б. Сухоцкий, Е. С. Данильчик 

Белорусский государственный технологический университет 

ТЕМПЕРАТУРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ В СЛОЕ ЗАГРЯЗНЕНИЯ  
ОРЕБРЕННОЙ ТРУБЫ С УЧЕТОМ НЕРАВНОМЕРНОГО  

НАГРЕВА ТЕПЛООТДАЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Рассмотрена стационарная задача теплопроводности в кольцевом слое загрязнения конечной 
толщины, плотно прилегающем к основанию оребренной трубы в межреберном пространстве.  
В решении задачи учитывается неравномерность нагрева ребристой поверхности. Получено ана-
литическое решение для температурной зависимости внутри загрязнителя, рассчитана средняя 
температура на его поверхности. Проведено сравнение температурного распределения в цилин-
дрическом слое загрязнения для случая постоянной температуры на реберной поверхности и для 
случая ее линейного уменьшения по высоте ребра. 

Ключевые слова: теплообменник, оребренная труба, коэффициент теплопередачи, тепло-
проводность, теплоотдача, функции Бесселя, функции Ломмеля. 

 
T. B. Karlovich, A. B. Sukhotskii, E. S. Danilchik 

Belarusian State Technological University 

TEMPERATURE DISTRIBUTION IN THE CONTAMINATION LAYER 
OF THE FINNED PIPE TAKING INTO ACCOUNT THE UNEVEN HEATING  

OF THE HEAT-RELEASE SURFACE 

The paper considers the problem of heat conduction in an annular layer of contamination of finite 
thickness, tightly adjoining the base of the finned pipe in the intercostal space. In the solution of the 
problem, the uneven heating of the ribbed surface is taken into account. An analytical solution was ob-
tained for the temperature dependence inside the pollutant, the average temperature on its surface was 
calculated. The temperature distribution in the cylindrical layer of pollution is compared for the case of 
a constant temperature along the height of the rib and for the case of its linear decrease. 

Key words: heat transfer, finned pipe, heat transfer coefficient, heat conductivity, heat transfer, 
Bessel functions, Lommel functions. 

 
Введение. Оребренные трубы являются ос-

новным элементом различных теплообменни-
ков, предназначенных для охлаждения техно-
логических жидкостей. Оребрение использует-
ся для увеличения площади теплоотдающей 
поверхности и отведения максимального коли-
чества теплоты от охлаждаемой жидкости. Ча-
сто оребренные трубы формируются в трубные 
пучки различных компоновок, что еще в боль-
шей степени способствует интенсификации 
процесса теплообмена. Основной характери-
стикой теплообменного аппарата является ко-
эффициент теплопередачи, который, однако, не 
остается постоянным в течение всего времени 
эксплуатации теплообменника и имеет тенден-
цию к снижению из-за всевозможного рода за-
грязнений межреберного пространства. Так, в 
аппаратах воздушного охлаждения (АВО), ши-
роко применяемых в химической и нефтегазо-
вой промышленности, вместо охлаждающей 
жидкости используется атмосферный воздух. 
АВО, находящиеся на открытом воздухе, с те-
чением времени загрязняются пылью, пыльцой 
растений, пухом, насекомыми и др., что приво-

дит к увеличению потребления электрической 
энергии на привод вентилятора, разгоняющего 
поток воздуха до определенной скорости, и 
снижению экономичности работы АВО. На се-
годняшний день существует ряд методик, учи-
тывающих степень загрязнения межреберного 
пространства [1–3]. Часть из них использует 
модель равномерного тонкого слоя загрязнения 
по всей ребристой поверхности теплообменни-
ка, что, однако, не соответствует реальному 
распределению загрязнения в межреберном 
пространстве. В методиках [4, 5] рассматрива-
ется кольцевой слой загрязнения, прилегающий 
к поверхности оребренной трубы, и равномер-
ный тонкий слой загрязнения на остальной 
оребренной поверхности. Однако в этих мето-
диках теплопроводность материала ребер пред-
полагается бесконечной величиной, вследствие 
чего температура остается постоянной на всей 
поверхности ребра. В многочисленных экспе-
риментальных исследованиях обтекания возду-
хом как одиночных труб [6–8], так и трубных 
пучков [9–11] было показано, что температура 
у основания ребристой трубы и на вершине ребер 
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может значительно отличаться. Это связано, по 
крайней мере, с двумя  причинами: уменьшени-
ем температуры вследствие конечной тепло-
проводности материала ребер и разной скоро-
сти течения воздуха в межреберном простран-
стве. Скорость воздуха между ребрами зависит 
не только от расположения трубного пучка (го-
ризонтальный, вертикальный или наклонный), 
но и от расстояния между ребрами. В случае 
свободной конвекции и тесного расположения 
ребер пограничный слой воздуха будет препят-
ствовать нарастанию скорости потока. Поэтому 
температура поверхности ребра будет резко 
изменяться только на вершинах  ребер. В то же 
время для разреженных ребер нарастание ско-
рости воздушного потока будет происходить 
более плавно из-за более равномерного течения 
воздуха в межреберном пространстве. 

Основная часть. В настоящей работе мы 
воспользуемся линейным приближением для 
описания температурного поля на ребристой по-
верхности трубы. Также будем предполагать, что 
ребра представляют собой круглые диски с до-
статочно большими расстояниями между ними 
для свободного прохода охлаждающего воздуха. 

Расчет коэффициента теплопередачи. 
Для расчета коэффициента теплопередачи 
удобно использовать методику [4], основанную 
на применении электротепловой аналогии для 
моделирования тепловых потоков через много-
слойную поверхность. При этом учитывается 
равномерный тонкий слой загрязнения внутри 
трубы и цилиндрический слой загрязнения ко-
нечной толщины, прилегающий снаружи к ос-
нованию трубы вместе с тонким равномерным 
слоем загрязнения на всей оставшейся поверх-
ности оребренной трубы.  

Общий тепловой поток Q, отводимый от теп-
лоносителя, складывается из трех независимых 
составляющих: теплового потока от торцов ребер 
Qʹ, теплового потока с наружной поверхности 
кольцевого слоя загрязнения Qʹʹ и теплового по-
тока с боковой поверхности ребер Qʹʹʹ (рис. 1): 

 1 2( ),Q Q Q Q Fk t t′ ′′ ′′′= + + = −  (1) 

где F – площадь чистой наружной поверхности 
незагрязненной ребристой трубы, м2; t1 – тем-
пература теплоносителя внутри трубы, °С; t2 – 
температура окружающего воздуха, °С; k – ко-
эффициент теплопередачи, Вт/(м2 · К), опреде-
ляемый по формуле  

 2 2
2 2 2

,
1 / / fk

′ ′′′ϕ + ϕ ′′= + α θ ϕ
α + δ λ

 (2) 

здесь φʹ = F' / F – отношение площади торцевой 
поверхности загрязненного ребра к площади 
незагрязненной поверхности оребрения; φ'' =  

= F'' / F – отношение площади контакта ребер и 
основания с кольцевым слоем загрязнения к 
площади незагрязненной поверхности оребре-
ния; φ''' = F''' / F – отношение площади плоской 
боковой поверхности загрязненного ребра к 
площади незагрязненной поверхности оребре-
ния; α2  – коэффициент теплоотдачи охлажда-
ющего воздуха, Вт/(м2 · К); δ2 – толщина тонко-
го слоя загрязнения, м; λ2 – теплопроводность 
внешнего загрязнителя, Вт/(м · К); θf2 – средняя 
безразмерная температура на поверхности ци-
линдрического слоя загрязнителя, равная  

 2 2
2

1 2

,f
f

f

t t

t t

−
θ =

−
 (3) 

где tf1 – температура основания ребристой тру-
бы, °С. 

Средняя температура на поверхности коль-
цевого слоя tf2 может быть рассчитана на осно-
ве температурного распределения внутри слоя 
загрязнения t путем усреднения по осевой ко-
ординате.  
 

 
Рис. 1. Схема тепловых потоков  

для загрязненной ребристой трубы: 
1 – слой внутреннего загрязнения;  

2 – несущая труба; 3 – ребристая оболочка;  
4 – кольцевой слой загрязнения;  

5 – тонкий слой загрязнения 
 

Задача теплопроводности в слое загряз-
нения. Температурное распределение в кольце-
вом слое загрязнителя удовлетворяет стацио-
нарному уравнению теплопроводности, запи-
санному в цилиндрических координатах r (ра-
диальная координата) и z (осевая координата):  
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Граничные условия для полого ограничен-
ного цилиндра с нулевой температурой на по-
верхности трубы в межреберном пространстве 
имеют вид 

 0 0 1( ) при 0,  ,t r r z r r r= −κ − = ≤ ≤  (5) 

 0 1 0 1( ) при ,  ,t r r z z r r r= −κ − = ≤ ≤   (6) 

 0 10 при ,  0 ,t r r z z= = ≤ ≤    (7) 

( )2 12 11 2  при 0 ,,  f r r z
r

z
t

t t t
∂−λ = α = ≤ ≤+ −
∂

  (8) 

где κ – коэффициент линейной зависимости 
температуры вдоль поверхности ребра, C° /м;  
r0, r1 – минимальное и максимальное значения 
радиальной координаты соответственно, м; z1 – 
максимальное значение осевой координаты, м.  

Убывающее линейное температурное рас-
пределение по высоте ребра выбрано для упро-
щения записи граничных условий (5) и (6).  
В общем случае оно определяется из модели для 
разреженных чистых ребер, описанной в [12].  

Решение задачи (4)–(8) можно искать в виде 
неоднородного периодического ряда по коор-
динате z с неоднородностью, повторяющей 
температурное распределение вдоль поверхно-
сти ребра: 

 0
1 1

( , ) sin  ( ) ( ),n
n

n z
t r z r r r

z

∞

=

π= ϕ − κ −  (9) 

где суммирование осуществляется только по не-
четным n. В этом случае граничные условия (5) и 
(6) выполняются автоматически. Подставляя 
разложение (9) в уравнение (4), получаем неод-
нородное уравнение для функции φn(r): 

    

2

1

1 4 1
( ) ( ) ( ) 0.n n n

n
r r r

r z n r

 π κ′′ ′ϕ + ϕ − ϕ − =  π 
   (10) 

Замена переменной  

 1zr x
n

=
π

  (11)  

приводит уравнение (10) к неоднородному мо-
дифицированному уравнению Бесселя: 

          
2

1
2 2

1 4
0,

( )
n n

n

d d z

x dx xdx n

ϕ ϕ κ+ − ϕ − =
π

        (12) 

а замена переменной и функции  

                      1
2

4
,  

( )
n n

i z
x i y

n

κ= ξ ϕ =
π

                   (13) 

позволяет записать уравнение (12) в виде неод-
нородного уравнения Бесселя: 

 
2

2

1 1
.n n

n

d y dy
y

dd
+ + =

ξ ξ ξξ
   (14) 

Частным решением уравнения (14) является 
функция Ломмеля нулевого порядка s0,0(ξ) [13]. 
Функция Ломмеля связана с обобщенной ги-
пергеометрической функцией 1F2 следующим 
соотношением: 

 2
0,0 1 2

3 3 1
( ) 1;  ,  ; .

2 2 4
s F

 ξ = ξ ⋅ − ξ 
 

  (15) 

Общее решение неоднородного уравне-
ния (14) представимо в виде суммы частного 
решения (15) и общего решения однородного 
уравнения Бесселя: 

 0,0 1 0 2 0( ) ( ) ( ),n n ny s c J c H= ξ + ξ + ξ    (16) 

где в качестве двух линейно независимых ре-
шений выступают J0 и H0 – соответственно по-
линомы Бесселя и Ханкеля нулевого порядка; 
с1n  и с2n – произвольные постоянные.  

С учетом введенных обозначений (11), (13) 
для функции φn(r) будет справедливо разложение 

1
0,02

1

4
( )

( )
n

n

zi n
r s i r

A zn

  κ πϕ = − +  π   

  1 0 2 0
1 1

 ,n n

n n
C I r C K r

z z

   π π+ +    
   

  (17) 

где С1n  и С2n – произвольные мнимые постоян-
ные; I0 и K0 – линейно независимые модифици-
рованные функции Бесселя.  

Несмотря на то, что постоянный множи-
тель в формуле (17) является мнимой величи-
ной, в целом функция φn(r) будет принимать 
действительные значения, так как функция 
Ломмеля s0,0 мнимого аргумента также будет 
мнимой функцией. 

Постоянные C1n и C2n могут быть определены из 
граничных условий (7) и (8). Граничное условие (7) 
с учетом (9) трансформируется в равенство 

0,0 0
1

n
s i r

z

 π− + 
 

             1 0 0 2 0 0
1 1

0.n n

n n
C I r C K r

z z

   π π+ + =   
   

 (18) 

Воспользовавшись рекуррентными соотно-
шениями для функций Ломмеля и модифици-
рованных функций Бесселя: 

 
0,0 1,1 0 1

0 1

( ) ( ),  ( ) ( ),

( ) ( ),

s z s z I z I z

K z K z
−′ ′= − =

′ = −
  (19) 
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из граничного условия (8) имеем:  

1,1 1 1 1 1
1 1
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2 1 1 2 1

1 2

2 2 1
1 0 0,0 1

2 2 1
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2 1

1 0 1 2 0 1
2 1 1
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n z z

    α π π+ +    λ π      
 (20) 

Объединяя равенство (18) и (20) в систему 
уравнений для постоянных C1n и C2n, получаем 
следующее матричное соотношение: 
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с коэффициентами 
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 2 2
2 1 1 0

2 2

( ) ( ) 1.ft t r r
α α+ − + − +
λ κ λ  

Тогда постоянные С1n  и С2n определяются 
из обратного матричного соотношения 
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Средняя температура на поверхности за-
грязнения tf2 находится путем интегрирования 
по осевой координате z: 

( )
1

1 1 02 1
11 0

11 ( ) ( ).,
z

nf
n

r r rt t r r z dz
nz

∞

=
ϕ − κ −= = =

π   (24) 

Таким образом, решение задачи теплопро-
водности в цилиндрическом слое загрязнения в 
случае линейного убывания температуры вдоль 
поверхности ребра может быть получено в ана-
литическом виде с использованием функций 
Ломмеля и модифицированных функций Бессе-
ля. На рис. 2 представлена зависимость темпе-
ратуры от радиальной и осевой координаты для 
случая постоянной температуры вдоль поверх-
ности ребра и линейно убывающей температу-
ры. Из рис. 2 следует, что снижение температу-
ры по высоте ребра влечет за собой уменьше-
ние и минимальной температуры, достигаемой 
на поверхности между ребрами, равноудален-
ной от соседних ребер. 

 
Рис. 2. Распределение температуры  
в цилиндрическом слое загрязнения: 

1 – без учета температурного распределения  
вдоль ребра; 2 – с учетом температурного  

распределения вдоль ребра. 
Параметры: κ = 100; r0 = 0,013 м; r1 = 0,018 м;  

z1 = 0,003 м; α2 = 10 Вт/(м2 · К); λ2 = 0,05 Вт/(м · К) 
 
Заключение. В работе получено анали-

тическое решение для задачи теплопровод-
ности в кольцевом слое загрязнения для реб-
ристых труб в случае редкого расположения 
ребер. Показано, что уменьшение температу-
ры вдоль поверхности ребра от основания к 
вершине по линейному закону приводит к 
снижению температуры в слое загрязнения по 
сравнению с равномерным температурным 
распределением вдоль ребра. Также опреде-
лена средняя температура на поверхности за-
грязнения, позволяющая рассчитывать коэф-
фициент теплопередачи для теплообменников 
с учетом загрязнения. 

Литература 

1. Müller-Steinhagen H. Heat Exchanger Fouling. Mitigation and Cleaning Technologies. Essen: 
PUBLICO Publications, 2000. 382 p. 

2. Дифференцированный учет термического сопротивления внешнего загрязнителя оребрения труб 
шахматных пучков в тепловом расчете воздухоохлаждаемых теплообменников / А. Б. Сухоцкий [и др.] // 

1 
2 

t–tf1 

z 
r 0 

0,015 
0,017 

1 
2 

3 

  

–2 

0 

–4 



44 Òåìïåðàòóðíîå ðàñïðåäåëåíèå â ñëîå çàãðÿçíåíèÿ îðåáðåííîé òðóáû ñ ó÷åòîì íàãðåâà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

XV Минский международный форум по тепло- и массообмену: тез. докл. и сообщ., Минск, 23–26 мая 
2016 г.: в 3 т. / ИТМО имени А. В. Лыкова НАН Беларуси. Минск, 2016. Т. 3. С. 424–426.  

3. Исследование теплопроводности внешних загрязнителей теплообменных секций аппаратов 
воздушного охлаждения / В. Б. Кунтыш [и др.] // Химическая техника. 2013. № 11. С. 40–43. 

4. Карлович Т. Б. Теплопередача круглых ребристых труб при неравномерном эксплуатацион-
ном загрязнении межреберного пространства // Инженерно-физический журнал. 2018. Т. 91, № 5.  
С. 1278–1286. 

5. Дударев В. В., Филатов С. О., Карлович Т. Б. Методика расчета и анализ коэффициента теп-
лопередачи биметаллических ребристых труб аппаратов воздушного охлаждения с неравномерным 
внешним загрязнением // Энергетика. Известия высших учебных заведений и энергетических объ-
единений СНГ. 2017. Т. 60, № 3. С. 237–255. 

6. Kayansayan N. Thermal characteristics of fin-and-tube heat exchanger // Exp. Therm. Fluid Sci. 
1993. Vol. 7. P. 177–188. 

7. Hahne E., Zhu D. Natural convection heat transfer on finned tubes in air // Int. J. Heat Mass Transf. 
1994. Vol. 37. P. 59–63. 

8. Chen H.-T., Hsu W.-L. Estimation of heat transfer coefficient on the fin of annular-finned tube heat 
exchangers in natural convection for various fin spacing // Int. J. Heat Mass Transf. 2007. Vol. 50. 
P. 1750–1761. 

9. Study on free convection heat transfer in a finned tube array / R. Katsuki [et al.] // Int. J. Ai-
Condition. Refrig. 2015. Vol. 23. P. 1–9. 

10. Unger S., Krepper E., Hampel U. Numerical analysis of heat exchanger designs for passive spent 
fuel pool cooling to ambient air // Nucl. Eng. Des. 2018. Vol. 333. P. 224–234. 

11. Влияние внешнего загрязнения на эффективность теплообменных аппаратов воздушного 
охлаждения / В. И. Володин [и др.] // XIV Минский международный форум по тепло- и массообме-
ну: тез. докл. и сообщ. Минск, 10–13 сент. 2012 г.: в 3 т. / ИТМО имени А. В. Лыкова НАН Белару-
си. Минск, 2012. Т. 3. С. 315–317.  

12. Керн Д., Краус А. Развитые поверхности теплообмена. М.: Энергия, 1977. 464 с. 
13. Ватсон Г. Н. Теория Бесселевых функций. В 2 ч. Ч. 1. М.: Изд-во ин. лит-ры, 1949. 798 с. 

References 

1. Müller-Steinhagen H. Heat Exchanger Fouling. Mitigation and Cleaning Technologies. Essen, 
PUBLICO Publications, 2000. 382 p. 

2. Sukhotskii A. B., Kuntysh V. B., Bessonnyi A. N., Minnigaleev A. Sh., Zhdanovich A. Yu. [Diffe- 
rentiated Account of Thermal Resistance of an External Contaminant of Tube Fins of Staggered Bundles in 
the Thermal Calculation of Air-Cooled Heat Exchangers]. XV Minskiy mezhdunarodnyy forum po teplo- i 
massoobmenu: tezisy dokladov i soobshcheniy [XV Minsk International Forum on Heat and Mass Transfer: 
Abstracts of Presentations and Communications]. Minsk, 2016, vol. 3, pp. 424–426 (In Russian). 

3. Kuntysh V. B.,  Sukhotskii A. B., Filatov S. O., Zhdanovich A. Yu. Investigation of thermal conduc-
tivity of external pollutants of heat exchange sections of air-cooling apparatuses. Khimicheskaya tekhnika 
[Chemical Engineering], 2013, no. 11, pp. 40–43 (In Russian). 

4. Karlovich T. B. Heat Transfer of round finned tubes at Irregular operational Contamination of inter-
costal space. Inzhenerno-fizicheskiy zhurnal  [Journal of Engineering Physics and Thermophysics], 2018, 
vol. 91, no. 5, pp. 1278–1286 (In Russian). 

5. Dudarev V. V., Filatov S. O., Karlovich T. B. The Method of Calculation and Analysis of Heat 
Transfer Coefficient of Bimetallic Finned Tubes of Air Cooling Units with Irregular External Contamina-
tion. Energetika. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy i energeticheskikh ob’edineniy SNG [Enеrgеtika. 
Proс. СIS Higher Educ. Inst. аnd Power Eng. Assoc.], 2017, vol. 60, no. 3, pp. 237–255 (In Russian). 

6. Kayansayan N. Thermal characteristics of fin-and-tube heat exchanger. Exp. Therm. Fluid Sci., 
1993, vol. 7, pp. 177–188. 

7. Hahne E., Zhu D. Natural convection heat transfer on finned tubes in air. Int. J. Heat Mass Transf., 
1994, vol. 37, pp. 59–63. 

8. Chen H.-T., Hsu W.-L. Estimation of heat transfer coefficient on the fin of annular-finned tube heat ex-
changers in natural convection for various fin spacing. Int. J. Heat Mass Transf., 2007, vol. 50, pp. 1750–1761. 

9. Katsuki R., Shioyama T., Iwaki C., Yanazawa T. Study on free convection heat transfer in a finned 
tube array. Int. J. Ai-Condition. Refrig., 2015, vol. 23, pp. 1–9. 

10. Unger S., Krepper E., Hampel U. Numerical analysis of heat exchanger designs for passive spent 
fuel pool cooling to ambient air. Nucl. Eng. Des., 2018, vol. 333, pp. 224–234. 



Ò. Á. Êàðëîâè÷, À. Á. Ñóõîöêèé, Å. Ñ. Äàíèëü÷èê 45 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

11. Volodin V. I., Kuntysh V. B., Petreeva N. G.,  Bessonnyi A. N., Bessonnyi E. A. [Influence of Ex-
ternal Contamination on Efficiency of Air Cooling Units]. XIV Minskiy mezhdunarodnyy forum po teplo- i 
massoobmenu: tezisy dokladov i soobshcheniy [XIV Minsk International Forum on Heat and Mass Trans-
fer: Abstracts of Presentations and Communications]. Minsk,  2012, vol. 3, pp. 315–317 (In Russian). 

12. Kern D., Kraus A. Razvityye poverkhnosti teploobmena [Extended surface heat transfer]. Moscow, 
Energiya Publ., 1977. 464 p. 

13. Vatson G. N. Teoriya Besselevykh funktsiy [A treatise on the theory of Bessel functions]. Moscow, 
Izdatel’stvo inostrannoy literatury Publ., 1949. 798 p. 

Информация об авторах 

Карлович Татьяна Борисовна − кандидат физико-математических наук, старший преподава-
тель кафедры энергосбережения, гидравлики и теплотехники. Белорусский государственный техно-
логический университет (220006, г. Минск, ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: 
tbkar@mail.ru 

Сухоцкий Альберт Борисович − кандидат технических наук, доцент кафедры энергосбереже-
ния, гидравлики и теплотехники. Белорусский государственный технологический университет 
(220006, г. Минск, ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: alk2905@mail.ru 

Данильчик Екатерина Сергеевна − аспирант кафедры энергосбережения, гидравлики и теп-
лотехники. Белорусский государственный технологический университет (220006, г. Минск,  
ул. Свердлова, 13а, Республика Беларусь). E-mail: katya.156.156@gmail.com  

Information about the authors 

Karlovich Tatyana Borisovna  − PhD (Physics and Mathematics), Senior Lecturer, the Department of  
Energy-Saving, Hydraulics and Heat Engineering. Belarusian State Technological University (13a, Sverd-
lova str., 220006,  Minsk,  Republic of Belarus). E-mail: tbkar@mail.ru 

 Sukhotskii Albert Borisovich  − PhD (Engineering), Assistant Professor, the Department of Energy-
Saving, Hydraulics and Heat Engineering. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 
220006,  Minsk,  Republic of Belarus). E-mail: alk2905@mail.ru 

Danilchik Ekaterina Sergeevna  − PhD student, the Department of  Energy-Saving, Hydraulics and 
Heat Engineering. Belarusian State Technological University (13a, Sverdlova str., 220006, Minsk, 
Republic of Belarus). E-mail: katya.156.156@gmail.com 

Поступила 15.05.2019 



46 Òðóäû ÁÃÒÓ, 2019, ñåðèÿ 3, № 2, ñ. 46–50 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев 

Белорусский государственный технологический университет 

ВЛИЯНИЕ ПЛОТНОСТИ ПОТОКА АССИСТИРУЮЩИХ ИОНОВ  
НА ТОЛЩИНУ ПОКРЫТИЯ, ПОЛУЧЕННОГО МЕТОДОМ  
ДИНАМИЧЕСКОГО АТОМНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ 

В данной работе обсуждаются экспериментальные результаты по изучению распределения 
элементов в приповерхностных слоях Cu/Al- и Pd/Fe-структур, сформированных методом дина-
мического атомного перемешивания (ДАП). Метод ДАП заключается в осаждении покрытия на 
подложку при одновременном облучении формируемой структуры ускоренными ионами инерт-
ных газов. Осаждение покрытий происходило в вакууме (0,2−2,0 ⋅ 10−6 торр). В качестве асси-
стирующих ионов использовались ионы аргона. 

Состав и распределение элементов по глубине в сформированных покрытиях изучались ме-
тодом резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия в сочетании с компьютерным моде-
лированием. 

При осаждении Cu-покрытия на алюминий и Pd-покрытия на железо методом динамического 
атомного перемешивания, в котором в качестве ассистирующих ионов использовались ионы Аr+ с 
энергией 6 кэВ, и интегральными потоками (0,7−1,6) ⋅ 1016 ион/cм2 формируется покрытие толщиной 
∼(10−25) нм. В состав покрытия входят атомы осаждаемого металла (Cu, Pd), атомы из подложки 
 (Al, Fe), атомы аргона и в случае Cu/Al-структур − атомы сопутствующей примеси кислорода. 

Установлено, что толщина сформированного покрытия зависит от параметра Ji / Ja (отношение 
плотности потока Ji ассистирующих ионов к плотности потока Ja атомов осаждаемого покрытия). 
Следует отметить, что при расчете толщины покрытия необходимо учитывать не только процессы 
распыления атомов осаждаемой пленки, но и процессы распыления атомов подложки. 

Ключевые слова: динамическое атомное перемешивание, плотность потока, ассистирую-
щие ионы, палладий, железо, медь, алюминий.  

V. V. Tul’ev 
Belarusian State Technological University 

EFFECT OF THE DENSITY OF THE FLOW OF ASSISTANT IONS  
ON THE COATING THICKNESS OBTAINED  

BY THE DYNAMIC ATOMIC MIXING METHOD 

In this paper, we discuss experimental results on the study of the distribution of elements in the sur-
face layers of Cu/Al and Pd/Fe structures formed by the method of dynamic atomic mixing. The method 
of dynamic atomic mixing consists in the deposition of a coating on a substrate while simultaneously ir-
radiating the structure formed with accelerated ions of inert gases. The deposition of coatings has taken 
place in a vacuum (0.2−2.0 ⋅ 10−6 Torr). Argon ions have been used as assisting ions. 

Rutherford back scattering and computer simulation RUMP code have been applied to investigate 
the composition of the modified surface. 

In the deposition of Cu coatings on aluminum and Pd coatings on iron by the dynamic atomic  
mixing method, in which Ar+ ions with an energy of 6 keV have been used as assisting ions, and inte-
grated fluxes (0.7−1.6) ⋅ 1016 ion/cm2, a coating with a thickness of ∼(10−25) nm is formed. The com-
position of the penetration includes atoms of the deposited metal (Cu, Pd), atoms from the substrate 
(Al, Fe), argon atoms, and in the case of Cu/Al structures, atoms of the accompanying impurity O. 

It is established that the thickness of the formed coating depends on the parameter Ji / Ja (the ratio 
of the flux density Ji of the assisting ions to the flux density Ja of the atoms of the deposited coating).  
It should be noted that when calculating the thickness of the coating, it is necessary to take into account 
not only the sputtering of atoms of the deposited film, but also the sputtering of atoms of the substrate. 

Key words: dynamic atomic mixing, flux density, assisting ions, palladium, iron, copper, aluminum. 

Введение. Ионно-лучевые методы моди-
фицирования структуры и свойств припо-
верхностных слоев материалов и изделий до-
статочно широко исследуются и применяются 
в последние десятилетия. Эти методы позво-
ляют изменять структуру и состав поверхно-

сти материалов; формировать слой с повы-
шенными физико-механическими, физико-
химическими и другими свойствами; полу-
чать сплавы и соединения, состав которых 
невозможно получить традиционными спосо-
бами, и т. д. [1−4]. 
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На структуру и свойства приповерхностных 
слоев материалов, модифицированных ионно-
лучевыми методами, влияют разнообразные 
факторы: природа атомов подложки, покрытия 
и сопутствующих примесей, плотность ионного 
тока, скорость и время осаждения покрытий, 
энергия и интегральный поток ассистирующих 
ионов, коэффициенты распыления покрытия и 
подложки и др. [1−4]. В данной работе изуча-
лось влияние плотности потока Ji ассистирую-
щих ионов на распределение элементов по глу-
бине и на толщину покрытия, сформированного 
методом динамического атомного перемешива-
ния (ДАП). Суть метода ДАП состоит в том, что 
процесс осаждения покрытий на подложку со-
провождается облучением ионами инертных га-
зов. Применение этого метода также обеспечи-
вает хорошее сцепление осаждаемого покрытия 
с подложкой, при этом размеры по толщине и 
состав наносимых слоев не ограничиваются [5]. 

Основная часть. В качестве подложек ис-
пользовалось железо чистотой 99,5% и алюми-
ний чистотой 99,995%. На железную подложку 
наносилось палладиевое покрытие, а на алюми-
ниевую − медное покрытие. Осаждение покры-
тий происходило в вакууме (0,2−2,0 ⋅ 10−6 торр). 
Параметры осаждения покрытий представлены 
в таблице.  

 
Параметры осаждения покрытий методом ДАП  

Подложка Fe Al 
Покрытие Pd Cu 
Скорость r осаждения 
покрытия, нм/с 0,120 ± 0,005 0,150 ± 0,005
Время осаждения по-
крытия, с 130 ± 2 130 ± 2 
Максимальная толщи-
на покрытия d0, нм 15,6 ± 0,3 19,8 ± 1,1 

 
В качестве ассистирующих ионов использо-

вались ионы аргона с энергией 6 кэВ. Диаметр 
ионного пучка составлял ∼10 см. Плотность то-
ка j в центре ионного пучка была равна 
(20,2 ± 0,2) мкА/см2. По мере удаления от цен-
тра пучка плотность ионного тока уменьша-
лась. Зависимость плотности j ионного тока от 
расстояния до центра ионного пучка представ-
лена на рис. 1. 

Изменение плотности тока в ионном пучке 
приводит к тому, что интегральный поток асси-
стирующих ионов аргона в пределах ионного 
пучка изменяется от 0,7 ⋅ 1016 до 1,6 ⋅ 1016 ион/см2. 
Используя плотность ионного тока и скорость 
осаждения покрытия, можно рассчитать пара-
метр Ji / Ja (отношение плотности потока асси-
стирующих ионов к плотности потока атомов 
осаждающегося покрытия): 

1 M
,i

a

J j

J F r
=

ρ
 

где F – постоянная Фарадея; j – плотность ион-
ного тока; r – скорость осаждения покрытия; 
М – молярная масса; ρ − плотность. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Зависимость плотности ионного тока  
от расстояния до центра ионного пучка 

 
Расчеты показали, что используемый ион-

ный пучок позволяет изменять параметр Ji / Ja в 
интервале от 0,04 до 0,12 (рис. 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Зависимость параметра Ji / Ja  
от расстояния до центра ионного пучка 

 
Толщина осажденного покрытия была рас-

считана на основе d0, параметра Ji / Ja, с учетом 
процесса распыления формирующегося покры-
тия ассистирующими ионами [6]. 

Элементный состав, распределение ком-
понентов покрытия по глубине и толщина по-
крытия определялись методом резерфордов-
ского обратного рассеяния (РОР) ионов гелия 
в сочетании с компьютерным моделировани-
ем. Энергия ионов гелия составляла 2 МэВ, 
угол влета 0°, угол вылета 15°, угол рассеяния 
165°. Энергетическое разрешение анализиру-
ющей системы было 15 кэВ. Моделирование 
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экспериментальных спектров резерфордов-
ского обратного рассеяния выполнялось с 
использованием программы RUMP [7]. Ис-
следуемый образец представлял собой пла-
стину длиной 4 см. Спектры РОР снимались 
в четырех различных точках образца: на рас-
стоянии 0,5, 1,5, 2,5 и 3,5 см от края пласти-
ны (при осаждении покрытия один край об-
разца располагался под центром ионного 
пучка). Это позволило анализировать рас-
пределение элементов по глубине в покры-
тии, полученном при различных потоках ас-
систирующих ионов Ji . 

Экспериментальные спектры РОР ионов ге-
лия от структур Cu/Al и Pd/Fe, сформирован-
ных при интегральном потоке ассистирующих 
ионов Ф = 0,7 ⋅ 1016 ион/см2 (Ji / Ja = 0,04), пока-
заны на рис. 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Спектр РОР ионов гелия 
от структур Cu/Al (1) и Pd/Fe (2),  
полученных при Ji / Ja = 0,04 

 
На спектрах РОР полученных от образцов 

с осажденным покрытием (рис. 3), наблюда-
ются сигналы от атомов подложки (Al, Fe), 
атомов осаждаемого покрытия (Cu, Pd) и 
атомов аргона. Отличительной особенно-
стью является наличие атомов кислорода в 
структуре Cu/Al. Этот эффект характерен 
при осаждении покрытий на алюминий [8].  
В структурах Pd/Fe атомы кислорода отсут-
ствуют, или их содержание меньше чувстви-
тельности метода. 

На основе данных РОР с помощью компью-
терного моделирования RUMP [7] были по-
строены концентрационные профили элементов 
структур (рис. 4).  

Используя методику [4], по концентрацион-
ным профилям экспериментально определили 
толщину покрытия, сформированную при раз-
личных значениях Ji / Ja. Сравнительные дан-
ные приведены на рис. 5, 6. 

 
 
 
 
 
 
 
 

а 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

б 
Рис. 4. Профили распределения элементов  
по глубине в Cu/Al- (а) и Pd/Fe-структуре (б) 

при Ji / Ja = 0,12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 5. Толщина покрытия в Cu/Al-структуре  
в зависимости от параметра Ji / Ja 

 
Из рис. 5, 6 видно, что для структур Cu/Al 

при значениях параметра Ji / Ja = 0,07−0‚13, а 
для структур Pd/Fe при значениях Ji / Ja = 
= 0,04−0‚10 экспериментально определенная 
толщина покрытия выше теоретически рассчи-
танной толщины. Так как при расчете толщины 
покрытия мы учитывали только распыление 
атомов подложки ассистирующими ионами ар-
гона, то наблюдаемое различие, по нашему 
мнению, связано с тем, что, помимо распыле-
ния атомов покрытия (Cu, Pd), происходит 
также распыление атомов из подложки. Атомы 
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подложки (Al, Fe) в покрытии присутствуют 
вследствие атомного перемешивания в каска-
дах атомных столкновений на границе раздела 
покрытие – подложка при ионном ассистирова-
нии процесса осаждения и встречной диффузии 
атомов подложки в покрытие [1, 4, 6, 8]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 6. Толщина покрытия в Fe/Pd-структуре  
в зависимости от параметра Ji / Ja 

 
Для структур Cu/Al (рис. 5) при уменьшении 

плотности потока Ji ассистирующих ионов 
(Ji / Ja < 0,07) толщина осажденного покрытия 
приближается к теоретически рассчитанной. 
При уменьшении Ji происходит преимуществен-
но процесс распыления атомов покрытия Cu, 
вследствие этого толщина осажденного слоя 
приближается к теоретически рассчитанной. 

Для структур Pd/Fe (рис. 6) при увеличении 
плотности потока Ji ассистирующих ионов 
(Ji / Ja > 0,10) толщина осажденного покрытия 
сравнима с рассчитанной в пределах погрешно-
сти измерений метода. При увеличении плотно-
сти потока Ji ассистирующих ионов усиливают-
ся  процессы распыления как атомов покрытия, 
так и атомов подложки, поэтому коэффициент 
распыления атомов палладия приближается к 
теоретически ожидаемому. Вследствие этого 

толщина осажденного покрытия соответствует 
рассчитанной. 

Различное влияние плотности потока Ji ас-
систирующих ионов на толщину формируемого 
покрытия для Cu/Al- и Pd/Fe-структур мы свя-
зываем также с различием в коэффициентах 
распыления атомов Cu и Pd ионами аргона, ко-
торые при энергии ионов Ar+ 6 кэВ равны соот-
ветственно 4 и 6 ат./ион. 

Заключение. Методом резерфордовского 
обратного рассеяния ионов гелия в сочетании 
с компьютерным моделированием определе-
но, что при осаждении Pd-покрытия на Fe и  
Cu-покрытия на Al методом динамического 
атомного перемешивания, в котором в качестве 
ассистирующих ионов использовались ионы 
Аr+ с энергией 6 кэВ, и интегральными потока-
ми (0,7−1,6) ⋅ 1016 ион/cм2 формируются покры-
тия толщиной ∼(10−25) нм. В состав покрытия 
входят атомы осаждаемого металла (Cu, Pd), 
атомы из подложки (Al, Fe), атомы аргона и в 
случае Cu/Al-структур − атомы сопутствующей 
примеси кислорода.  

Установлено, что толщина сформированно-
го покрытия зависит от параметра Ji / Ja (отно-
шение плотности потока I ассистирующих 
ионов к плотности потока A атомов осаждаемо-
го покрытия), а при фиксированной скорости 
осаждения покрытий – от плотности потока Ji 
ассистирующих ионов. Следует отметить, что 
при расчете толщины покрытия необходимо 
учитывать не только процессы распыления 
атомов осаждаемой пленки, но и процессы рас-
пыления атомов подложки и сопутствующих 
примесей. 

Различное влияние плотности потока Ji ас-
систирующих ионов на толщину формируемого 
покрытия для Cu/Al- и Pd/Fe-структур обуслов-
лено различием в коэффициентах распыления 
атомов покрытия ионами аргона. 
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П. П. Урбанович 
Белорусский государственный технологический университет 

(в сотрудничестве с Люблинским католическим университетом Иоанна Павла II, Польша) 

МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ НАДЕЖНОСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ  
ПОЛУПРОВОДНИКОВОЙ ПАМЯТИ  

ИНФОРМАЦИОННО-ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ 

Приведен анализ некоторых подходов в моделировании технологичности и надежности кри-
сталлов и модулей полупроводниковой памяти. Один из существующих подходов основан на со-
вершенствовании отдельных приборов (чипов) для повышения их надежности и выхода годных 
(технологичности); другой – на анализе фактической надежности приборов с целью получения до-
стоверных данных, необходимых для расчета надежностных характеристик модулей памяти или 
иной аппаратуры с памятью. Подчеркнуто, что дефекты и отказы в кристаллах и модулях полу-
проводниковой памяти, разработка адекватных моделей для описания указанных неисправностей, 
а также разработка и использование эффективных структурно-избыточных средств для нейтрали-
зации неисправностей следует рассматривать и решать как единую комплексную проблему. Име-
ющиеся сведения о характере ошибок при обращении к модулям памяти (при считывании данных) 
персонального компьютера позволяют сделать предположение, что этот информационный канал 
можно рассматривать с точки зрения группирующегося характера информационных ошибок и свя-
занного с этим группирования отказов в микросхемах памяти и каналах передачи информации с 
подключением полупроводниковой памяти. С учетом выявленных аналогий между распределени-
ями ошибок и отказов (дефектов) в телефонных и телеграфных каналах передачи и в системах по-
лупроводниковой памяти в статье рассмотрены подходы к моделированию распределения отказов 
в кристаллах памяти. Сформулирован вывод: для обобщенного отрицательного биномиального 
распределения средняя площадь кристалла, в которой содержится х отказов, тем меньше, чем 
больше само число отказов, или, чем больше отказов, тем сильнее они должны группироваться.  

Ключевые слова: полупроводниковая память, дефекты и отказы, моделирование, надежность. 

P. P. Urbanovich 
Belarusian State Technological University 

(in cooperation with the John Paul II Catholic University of Lublin, Poland) 

MODELING AND ANALYSIS OF RELIABLE PARAMETERS  
OF SEMICONDUCTOR MEMORY OF INFORMATION AND COMPUTING DEVICES 

The analysis of some approaches in modeling of the manufacturability and reliability of chips and 
modules of semiconductor memory is given. One of the existing approaches is based on the improve-
ment of individual devices (chips) to increase their reliability and yield (manufacturability); the other is 
based on an analysis of the actual reliability of devices in order to obtain reliable data necessary for cal-
culating of the reliability characteristics of memory modules or other memory equipment. It was em-
phasized that defects and failures in crystals and modules of semiconductor memory, the development 
of adequate models for describing these faults, and the development and use of effective structural re-
dundant means for neutralizing of faults should be considered and solved as a unified complex problem. 
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The available information on the nature of errors in accessing the memory modules (readings) of a per-
sonal computer allow us to make an assumption, that this information channel can be analyzed from the 
point of view of the clustering nature of information errors, and the associated grouping of failures in 
memory chips and information channels with semiconductor memory. Taking into account the identi-
fied analogies between the distribution of errors and failures (defects) in the telephone and telegraph 
transmission channels and in semiconductor memory systems, the article considers approaches to the 
modeling of the distribution of failures in memory chips. The conclusion was formulated: for a genera- 
lized negative binomial distribution, the average chip area, which contains x failures, the less, the more 
the number of failures. Or, the more failures, the stronger they should be clustered. 

Key words: semiconductor memory, defects and failures, modeling, reliability.  

Введение. Поступательное увеличение слож-
ности решаемых радиоэлектронными и вычисли-
тельными  устройствами (прежде всего, это от-
носится к бортовым средствам, компьютерным 
системам и сетям) задач требует соответствую-
щего увеличения надежности и быстродействия 
как отдельных чипов (кристаллов), так и модулей 
(блоков) полупроводниковых запоминающих 
устройств (ЗУ), составляющих основу оператив-
ной памяти аппаратуры.  

В теоретических и прикладных исследова-
ниях, касающихся, например, надежности памя-
ти компьютера на основе полупроводниковых 
структур, используются, в основном, две мето-
дики [1]. Одна из них основана на совершен-
ствовании отдельных приборов (чипов) и по-
вышении их надежности. Другая – на анализе 
фактической надежности приборов с целью по-
лучения достоверных данных, необходимых для 
расчета надежностных характеристик модулей 
памяти или иной аппаратуры с памятью.  

Указанная комплексная, двуединая задача: 
повышение надежности модулей памяти, с од-
ной стороны, и отдельных кристаллов памяти, 
с другой, – решается, прежде всего, уменьше-
нием геометрических размеров элементов, т. е. 
размер ячейки памяти накопителя непрерывно 
сокращается. Структура ячеек памяти тоже со-
вершенствуется, но характерные для них огра-
ничения и отрицательные черты остаются 
неизменными: указанные тенденции сказыва-
ются на заметном усилении электрических по-
лей и увеличении плотности токов в кристалле, 
ужесточении требований по теплоотводу, по-
вышенной восприимчивости кристалла к раз-
личным дестабилизирующим факторам, при-
водящим к появлению отказов и/или сбоев в 
работе блоков памяти. Исследованию физики, 
причинно-следственных связей указанного яв-
ления, поиску эффективных средств локализа-
ции информационных ошибок, появляющихся 
в результате неисправностей в ЗУ, ранее по-
свящались многие исследования, широко опи-
сывались основные результаты таких исследо-
ваний как за рубежом (множественные ссылки 
на зарубежные публикации можно найти в [2]), 
так и у нас (например, [3–8]). 

Причем основной причиной интереса к ука-
занному объекту исследования являлась, по-
видимому, необходимость обеспечить экономи-
ческую эффективность производства кристаллов 
ЗУ [9]. Эта эффективность зависела в определя-
ющей степени от качества технологического 
процесса производства изделий, которое прояв-
лялось в уровне выхода годных (ВГ) либо в 
наличии большего или меньшего числа отказав-
ших (неправильно функционирующих) элемен-
тов накопителя и других структурных блоков ЗУ.  

Указанная выше ссылка [1] на комплексное 
исследование надежности полупроводниковых 
устройств памяти, выполненное известной 
корпорацией Toshiba, содержит достаточно 
глубокий анализ практически всего спектра 
современного состояния проблемы обеспечения 
функциональной надежности ЗУ. Содержание 
этой книги свидетельствует о том, что разработ-
чики полупроводниковых ЗУ должны держать в 
поле своего зрения те же вопросы, что и их 
предшественники несколько десятилетий назад. 
Причем, в силу вышеупомянутых особенностей, 
эти вопросы приобрели новое качество. 

Новизна, среди прочего, связана с необходимо-
стью учета последствий влияния на ЗУ электро-
магнитных и ионизирующих излучений [10, 11]. 
Для радиоизлучения (как непрерывного, так и 
импульсного различной длительности) проведе-
но достаточно много исследований по воздей-
ствию на материалы и приборные структуры.  
И было установлено, что на стойкость инте-
гральных микросхем существенно влияют пара-
метры радиоизлучения (несущая частота, дли-
тельность и частота повторения импульсов, ори-
ентация относительно электромагнитных полей) 
и конструктивно-технологические особенности 
кристаллов (технология изготовления, топология 
микросхем, тип корпуса, выводов и т. п.). 

Описанные результаты указывают на суще-
ственную роль преобразований точечно-
дефектной структуры кристаллов, токоведущих 
линий, которые могут стимулироваться при 
воздействии радиоимпульсов. 

В последнее время появляются публика-
ции, в которых анализируются и моделиру-
ются отказы модулей памяти компьютеров и 
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иных информационно-вычислительных средств  
(см., например, [12]). 

Достаточно эффективным средством для 
повышения ВГ стало размещение на кристалле 
дополнительных (резервных) ячеек памяти, 
которые соответствующими коммутациями за-
меняли выявленные дефектные элементы. Дру-
гой подход состоял в использовании избыточно-
го (помехоустойчивого) кодирования (записыва-
емой в накопитель) и, соответственно, декодиро-
вания (считываемой из накопителя ЗУ) инфор-
мации [5, 8 ,9]. Использование избыточных бит 
(бит паритета) в компьютерах было изначально 
предусмотрено на уровне шинного обмена дан-
ными между процессором и блоками оператив-
ной и внешней памяти. При этом каждый байт 
данных «сопровождался» битом четности или 
паритета (parity bit), дополняющим количество 
единиц в байте до нечетного (или четного). 

Стандарт, введенный IBM, предусматривал, 
что информация в банках памяти хранится 
фрагментами по девять бит, причем восемь из 
них (составляющих один байт) предназначены 
собственно для данных, а девятый является би-
том четности (parity). При обнаружении ошибки 
паритета схемой контроля (при чтении данных) 
вырабатывалось немаскируемое прерывание 
(NMI) и его обработчик обычно выводил на 
экран сообщение «Parity Error Check» (ошибка 
паритета) с указанием адреса сбойной ячейки и 
останавливал процессор командой Halt. Класси-
ческим примером архитектуры ЗУ с битом па-
ритета является модуль SIMM (Single In 
Memory Module), в котором обычно один кор-
пус (чип) памяти предназначался под хранение 
бит паритета. Если биты паритетов позволяли 
лишь обнаруживать одиночные (или даже 
большее число ошибок, если это число нечетно) 
ошибки в каждом байте данных, то избыточный 
код (ЕСС – Еrror Сorrecting Сode – код, коррек-
тирующий ошибки), о котором мы упоминали 
выше, позволяет также исправлять ошибки. 

Обозначенные проблемы: дефекты и отказы 
в кристаллах и модулях полупроводниковой 
памяти, разработка адекватных моделей для 
описания указанных неисправностей, а также 
разработка и использование эффективных 
структурно-избыточных средств для нейтрали-
зации неисправностей (дефектов и отказов) – 
следует рассматривать и решать как единую 
комплексную проблему. В настоящей статье 
проанализируем особенности моделирования 
надежности устройств памяти с учетом харак-
тера распределения отказов и вызванных ими 
(а также иными, внешними факторами) ошибок 
в хранимой информации. 

Основная часть. При моделировании 
надежности обычно оперируют тремя элемента-

ми: определением отказа (дефекта) или ошибки, 
временем (площадью, если речь идет о распре-
делении по площади кристалла), параметрами 
окружающей среды и условиями эксплуатации 
изделия [1, 4, 7, 8, 13]. Понятно, что надежность 
является функцией времени при константных 
значениях остальных параметров. Здесь приве-
дено некоторое отождествление времени с пло-
щадью с учетом того, что была установлена  
некоторая схожесть между распределением 
ошибок в телефонных каналах [14, 15], с одной 
стороны, и распределением дефектов в кристал-
лах памяти и на целых полупроводниковых пла-
стинах [4, 6–8, 16–18] – с другой. Указанная 
схожесть базируется на использовании одного 
общего для обоих классов аппаратуры парамет-
ра – степени группирования ошибок в каналах 
связи и степени группирования дефектов в кри-
сталлах памяти. Имеющиеся сведения о харак-
тере ошибок (считывания) при обращении к мо-
дулям памяти персонального компьютера  
[12, 19–21] позволяют сделать предположение, 
что и этот информационный канал можно рас-
сматривать с точки зрения группирующегося 
характера ошибок и связанного с этим группи-
рования отказов в микросхемах памяти. 

Следует отметить, что для описания ха-
рактера распределения отказов и информаци-
онных ошибок применяются как непрерывные 
функции (экспоненциальное, логарифмиче-
ское нормальное и нормальное распределения, 
распределение Вейбулла, а также гамма-
распределение), так и дискретные (геометри-
ческое, биномиальное, отрицательное биноми-
альное (ОБР), обобщенное отрицательное би-
номиальное распределения (ООБР), распреде-
ление Пуассона) [1, 4–9, 16–18, 22]. 

Далее, с учетом выявленных аналогий меж-
ду распределениями ошибок и отказов (дефек-
тов) в каналах передачи и в системах полупро-
водниковой памяти, рассмотрим модель рас-
пределения отказов в кристаллах памяти, т. е. 
изменяющимся параметром будет являться 
площадь кристалла. 

Пусть x – случайная величина, обозначаю-
щая число отказов, относящихся к площади S 
кристалла. Обозначим вероятность возникнове-
ния x отказов в области S как P(x, S). Зададим 
для S приращение ∆S. Тогда можно записать: 

( , ) ( , | 0, )

 – –( 1, |1, ) ( 2, | 2, )

P x S S P x S S

x xP S S P S S

+ Δ = Δ +

+ Δ + Δ +
   ,... (0, | , )P S x S+ + Δ  (1)  

где Р(.|.) означают условные вероятности. 
Например, ( –1, |1, )P x S SΔ  – вероятность воз-
никновения x – 1 отказов в области площадью S 
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при наличии одного отказа в области ∆S. Если предположить, что ∆S достаточно мало, то веро-
ятность появления в ∆S двух и более отказов так-
же мала и в пределе ею можно пренебречь. Тогда 
выражение (1) можно записать в следующем виде: 

( , ) ( , | 0, ) ( –1, |1, ).P x S S P x S S P x S S+ Δ = Δ + Δ  (2)  
Используя соотношения для условных ве-

роятностей, преобразуем правую часть (2): 

( , ) ( , ) (0, | , )P x S S P x S P S x S+ Δ = ⋅ Δ +
   ( –1, ) (1, | 1, ).P x S P S x S+ ⋅ Δ −   (3) 

Если возникновение отказов считать про-
цессом независимым, то условные вероятности 
в (3) можно заменить безусловными: 

( , ) ( , ) (0, | , )P x S S P x S P S x S+ Δ = ⋅ Δ +
   ( –1, ) (1, ).P x S P S+ ⋅ Δ  (4) 

Легко показать, что при P(1, ∆S) = λ∆S даль-
нейшие преобразования последнего выражения 
приведут к распределению Пуассона (см. [7, 21]). 
Условные вероятности в выражении (3) можно 
аппроксимировать следующим образом: 

 (1, | 1, ) ( ) ,P S x S c bx SΔ − = + Δ   (5) 

где с и b – некоторые безразмерные коэффициенты.  
Использование подобной аппроксимации и 

дальнейшие преобразования выражения (4) 
приводят к ООБР:  

(   / )1 ( / )
( ,  ) (  1)

! ( )
xx c b bS bSx c b

P x S e e
x x

− +Γ += −
Γ

 

c производящей функцией вида 

 ( ,  ) ( 1),bS bSG z S e z e= − −  (6) 

где Г() – гамма-функция. 
Используя производящую функцию, опреде-

лим среднее и дисперсию ООБР соответственно: 

1
λ ( ,,  ) z

G z S =
′=  

11 1

2( (,  ) ,( , )   ,)( )x z z zz S z SD G z S G G
= ==′′ ′ ′= + −  

где ,  G G′ ′′ – соответственно первая и вторая 
производные производящей функции.  

С учетом этого получим: 

 λ ( 1) ,bS c
e

b
= −    (7)     

 λ
λ 1 ,

α
xD

 = + 
 

   (8) 

где α .
c

b
=  Подстановка (7) и (8) в выражение 

для Р(x, S) после некоторых корректных упро-
щений приведет к следующему соотношению: 

 
α

1 ( α) (λ / α)
( ) .

! (α) (1 λ / α)

x

x

x
P x

x +
Γ +=

Γ +
 (9) 

Однако использование выражения для Р(x, S) 
при моделировании распределения отказов яв-
ляется предпочтительным по сравнению с (9). 
Это связано с тем, что первое позволяет учесть 
экспоненциальный рост среднего числа отказов 
на кристалле с увеличением площади кристалла 
при введении в него избыточных схем для обна-
ружения и нейтрализации отказов [5, 6, 18, 22], 
т. е. предполагается, что предлагаемый здесь 
подход повышает точность вычисления. 

Сравнивая (7) и (8), легко заметить, что для 
конечных значений α среднее и дисперсия раз-
личны. Аналогичное различие характерно и 
для реальных данных [4–6, 8], в то время как 
для пуассоновского распределения эти величи-
ны совпадают.  

Представляется целесообразным проанали-
зировать использование ООБР и пуассоновского 
распределений с позиции учета группирования 
отказов. Для этого определим среднее значение 
площади, содержащей x отказов для обоих рас-
пределений. Сравнение таких величин для этих 
случаев может служить оценкой степени группи-
рования. Для пуассоновского распределения: 

,

0

0

1
( )

!

.
!

x DS
ns x

x
x DS

dSDSm e
x

D dSS e
x

∞
−

∞
−

= =

=




 

После несложных преобразований получим:  

,
1

.ns xm
D

=
 

Определим аналогичную величину для 
ООБР: 

(   α)
,

0

( α)
( 1)

! (α)
xx bS bS

os x

x
m dSe e

x

∞
− +Γ += =−

Γ

  (   α)
0

1 ( α) ( 1)
.

! (α)

xbx

x bS

x e dS
x e

∞

+
Γ + −=

Γ    (10) 

В последнем выражении делаем замену 
1 ,bSe t− =  тогда 

1
ln( 1),S t

b
= +  

и, кроме того, формально 

,  .bS
bS

dt
dt be dS dS

be
= =  

С учетом указанной замены и подстановок 
перепишем (10): 
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(   α)
0

(   α)ln( 1)
0

(1 ( α) 1)

! (α)

1 ( α) .
( 1)! (α)

xbS

x bS

x

x t

ex
dS

x e

x t dt
b tx e

∞

+

∞

+ +

Γ + − =
Γ

Γ +=
+Γ




 

Принимая во внимание, что  
α 1( α)ln( 1)( 1) ,( 1)xx tt te

+ ++ ++ = +  

соотношение (10) примет вид 

α 1
0

1 ( α) 1

! (α) ( 1)

x

x

x t dt
x b t

∞

+ +
Γ + =

Γ +

  
1

α
0

1 ( α) 1
.

! (α) ( 1)

z

z

x t dt
x b t

∞ −

+
Γ +=

Γ +   (11) 

В последнем интеграле величину x + 1 обо-
значим как z, тогда 

α 1
0

1 ( α) 1

! (α) ( 1)

x

x

x t dt
x b t

∞

+ +
Γ + =

Γ +

  
1

α
0

1 ( α) 1
.

! (α) ( 1)

z

z

x t dt
x b t

∞ −

+
Γ +=

Γ +   (12) 

Интеграл в (12) есть бета-функция с аргу-
ментами z и α, которая определяется следую-
щим образом: 

 
1

α
0

( ,α).
( 1)

z

z
t dt z

t

∞ −

+ = Β
+   (13) 

Выразим бета-функцию через гамма-функцию: 

( ) (α)
( ,α) .

( α)

z
z

z

Γ ΓΒ =
Γ +

 

С учетом последнего выражения соотноше-
ние (12) примет следующий вид: 

α 1
0

1 ( α) 1

! (α) ( 1)

x

x

x t dt
x b t

∞

+ +
Γ + =

Γ +

  1 ( α) 1 ( 1) (α)
.

! (α) ( 1 α)

x x

x b x

Γ + Γ + Γ=
Γ Γ + +

         (14) 

Используя формулы приведения для гамма-

функций при α ,
с

b
=  выражение (14) можно 

преобразовать к следующему виду: 

1 ( / ) ( 1)

! ( 1 / )

( / ) !

! ( / ) ( / )

x c b x

x b x c b

x c b x

x b x c b x c b

Γ + Γ + =
Γ + +

Γ += =
+ Γ +

  1 1
.

( / )b x c b c bx
= =

+ +
  (15) 

Таким образом, окончательно получили: 

,
1

.os xm
c bx

=
+

 Из этого следует важнейший 

вывод: для ООБР средняя площадь, в которой 
содержится х отказов, тем меньше, чем больше 
само число отказов.  

Иными словами, чем больше отказов, тем 
сильнее они должны группироваться. Зная па-
раметры c и b, можно определить среднее зна-
чение размеров скоплений отказов. 

Заключение. С учетом выявленных анало-
гий между распределениями ошибок и отказов 
(дефектов) в телефонных и телеграфных кана-
лах передачи и в системах полупроводниковой 
памяти в статье рассмотрены подходы к моде-
лированию распределения отказов в кристал-
лах памяти. Это важно с учетом того, что ха-
рактер распределения отказов и информацион-
ные ошибки модулей памяти в информационно-
вычислительных системах взаимосвязаны.  

Отмечается, что для описания характера 
распределения отказов и информационных 
ошибок в системах полупроводниковой памяти 
применяются как непрерывные функции (экс-
поненциальное, логарифмическое нормальное 
и нормальное распределения, распределение 
Вейбулла, а также гамма-распределение), так и 
дискретные (геометрическое, биномиальное, 
отрицательное биномиальное (ОБР), обобщен-
ное отрицательное биномиальное распределе-
ния (ООБР), распределение Пуассона). Сфор-
мулирован вывод: для ООБР средняя площадь 
кристалла с х отказами уменьшается при уве-
личении числа отказов. Это означает следую-
щее: чем больше отказов сосредоточено на не-
которой площади кристалла, тем сильнее они 
должны группироваться. 

С учетом этого фактора должны проектиро-
ваться одно- и многокристалльные ЗУ. При этом 
параметр группирования должен учитываться при 
выборе избыточного (помехоустойчивого) кода, 
корректирующего наиболее вероятные ошибки. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ФОРМИРОВАНИЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНОГО СИГНАЛА  

В ЭЛЕКТРОКИНЕТИЧЕСКОМ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕ ПЕРЕМЕННОГО СДВИГА 

В статье рассмотрен вариант построения математической модели для электрокинетического 
преобразователя, который использует устройство на основе переменного сдвига. Приведена ос-
новная структурная схема построения первичного преобразователя. Использование измеритель-
ных преобразователей со сдвиговым эффектом при определенных конструкционных подходах 
позволяет повысить частоту полезного сигнала и, таким образом, уменьшить влияние парази-
тивных явлений, а также одновременно выполнять измерения электрокинетического потенциала 
и тока течения.  

Математическая модель основана на совместном решении уравнений гидродинамики Навье – 
Стокса и распределении заряда в двойном электрическом слое в щелевом капилляре с учетом 
уравнения Пуассона. Рассмотрен случай щелевого капилляра с различными значениями элек-
трокинетического потенциала на стенках. Показано, что постоянный сдвиговый поток может 
формировать ζ-потенциал/ток течения только при различии электрокинетических свойств по-
верхностей щелевого капилляра и/или при наличии перепада давления. 

Использование простейшей аппроксимации распределения заряда позволило получить вре-
менную зависимость тока течения от нестационарного сдвига. Для этого было применено из-
вестное решение развития сдвигового движения вязкой жидкости и простейшая аппроксимация 
распределения заряда в двойном электрическом слое. 

Для контроля полученных результатов использованы измерения электрокинетического по-
тенциала в растворах солей. 

Ключевые слова: математическая модель, электрокинетический преобразователь, перемен-
ный потенциал течения. 

 
D. A. Hryniuk, N. M. Oliferovich, I. O. Orobei, I. G. Suhorukova  

Belarusian State Technological University 

MATHEMATICAL MODEL OF FORMATION OF MEASURING 
SIGNAL IN ELECTROKINETIC CONVERTER OF VARIABLE SHIFT 

The article discusses the option of constructing a mathematical model for an electrokinetic converter 
that uses a device based on a variable shift. The main block diagram of the sensing device’s construction 
is given. The use of measuring transducers with a shear effect under certain structural approaches allows 
to increase the frequency of the useful signal and thus reduce the influence of parasitic phenomena, as 
well as simultaneously measure the electrokinetic potential and streaming current. 

Obtaining a mathematical model is based on the joint solution of the Navier – Stokes hydrodyna- 
mics equations and the charge distribution in the double electrical layer in the slit capillary taking into 
account the Poisson equation. The case of a slit capillary with different values of the electrokinetic po-
tential on the walls is considered. It is shown that a constant shearing flow can form a ζ-potential/ 
streaming current only if the electrokinetic properties of the surfaces of the slit capillary are different 
and/or in the presence of a pressure drop. 

The use of the simplest approximation of the charge distribution allowed us to obtain a time de-
pendence of the streaming current on a nonstationary shift. For this, a well-known solution was used to 
develop the shear motion of a viscous fluid and the simplest approximation of the charge distribution in 
an double electrical layer. 

To control the results obtained, measurements of the electrokinetic potential in salt solutions were used. 

Key words: mathematical model, electrokinetic converter, alternating stream potential.  

Введение. В основе технологий дисперс-
ных систем, в том числе и коллоидных, лежат 
процессы, которые зависят от параметров 
двойного электрического слоя (ДЭС). Наибо-
лее доступной характеристикой ДЭС является 
ζ-потенциал, что определяет его использова-

ние в качестве параметра для построения си-
стем оптимального управления технологиче-
скими процессами [1]. 

Широкое применение данного параметра в 
технологических процессах сдерживается 
сложностью построения измерительных пре-
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образователей. Несмотря на отработанную ме-
тодику измерения электрокинетических харак-
теристик в научных исследованиях и учебных 
лабораториях [2], для построения систем 
управления получили широкое распростране-
ние приборы на основе переменного потенци-
ала течения (The Streaming Current Detector). 
Использование устройств с формированием 
переменного сигнала позволяет нивелировать 
паразитивные явления, которые сопутствуют 
устройствам измерения электрокинетического 
потенциала на постоянном значении тока. 

The Streaming Current Detector получил 
наиболее широкое распространение в технике 
использования ζ-потенциала для управления 
процессами очистки сточных вод [3, 4], для 
производства бумаги [5, 6], в пищевой про-
мышленности [7] и т. д. 

Измерительный преобразователь. По со-
вокупности параметров (быстродействие, не-
прерывность процесса измерения, возмож-
ность самоочистки) для построения приборов 
по измерению электрокинетического потенци-
ала (ЭКП) в промышленных условиях предпо-
читают метод переменного потенциала (тока) 
течения. На основе этого метода разработаны 
детекторы тока течения, принцип действия ко-
торых состоит в придании жидкости с помо-
щью поршня возвратно-поступательного дви-
жения, в результате чего, благодаря адсорби-
рованным на его внутренних поверхностях ча-
стицам, генерируется переменный ток тече-
ния, который впервые был предложен в [10]. 
Данное направление получило наибольшее 
распространение и продолжает совершенство-
ваться [11–13]. Однако из-за сложности про-
цессов измерения существуют и другие подхо-
ды формирования переменного потенциала с 
использованием переменного давления [14, 15] 
либо путем формирования сигнала механиче-
ским сдвигом [16].  

Для улучшения метрологических характе-
ристик при измерении ЭКП создан первичный 
преобразователь [16], в котором потенциал 
(ток) течения генерируется с помощью вра-
щающегося элемента – ротора 2, образующего 
с внутренней стенкой корпуса (стакана) 3 ще-
левой капилляр (рис. 1). Благодаря определен-
ной ширине ротора и расположению измери-
тельных электродов 4, 5 на внутренней стенке 
стакана на них формируется переменный  
измерительный сигнал. Штуцеры 1 предназна-
чены для организации обмена исследуемой 
среды. Резистор R1 формирует сигнал тока те-
чения, который усиливается электронным уси-
лителем 6. Пара электродов 5 служит для кон-
троля потенциала течения, который нормиру-
ется усилителем 7. 

Образование ротором с корпусом несколь-
ких щелевых капилляров с расположением 
двух и более пар измерительных электродов на 
внутренних стенках стакана позволяет кратно 
повысить конечную частоту измерительного 
сигнала без увеличения влияния межэлек-
тродной емкости (рис. 2). Согласно [17], элек-
трокинетические преобразователи работают в 
области относительно низких частот (до 
10 Гц), поэтому известные детекторы тока те-
чения работают на частоте 4 Гц [10, 11]. Ча-
стотные ограничения усложняют процессы 
фильтрации измерительного сигнала и быст-
родействие самого преобразователя. 

 

Рис. 1. Структурная схема измерительного 
преобразователя ЭКП: 

1 – штуцеры; 2 – ротор; 3 – корпус;  
4, 5 – электроды; 6, 7 – усилители 

 
Рис. 2. Конструктивные способы увеличений  

частоты измерительного сигнала: 
а – посредством геометрии ротора; б – за счет  

увеличения количества пар измерительных электродов: 
1 – ротор; 2 – электроды; 3 – корпус 

Модель электрокинетических процессов в 
сдвиговом потоке для предлагаемого преобра-
зователя требует учета влияния свойств иссле-
дуемой среды, геометрических и коллоидных 
характеристик поверхностей материалов ячейки, 
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параметров согласующих цепей. Проведение 
измерений с помощью предложенного преоб-
разователя и сравнение с известными литера-
турными данными подтвердили наличие пря-
мой зависимости между электрокинетически-
ми характеристиками поверхности раздела фаз 
и сигналом, генерируемым на измерительных 
электродах. Для правильной интерпретации 
результатов измерений возникла необходи-
мость в приблизительной оценке основных 
геометрических и электрофизических факто-
ров, оказывающих влияние на измерительный 
сигнал. Это предполагает решение задачи о 
перераспределении зарядов при наличии в ще-
левом капилляре сдвигового потока и перепа-
да давления. Первоначально была решена ста-
ционарная задача о перераспределении веще-
ства и зарядов в щелевом капилляре в услови-
ях сдвигового потока с использованием из-
вестного подхода, который был применен для 
нахождения коэффициентов переноса для 
круглых капилляров [17]. 

Измерительный сигнал при постоянном 
сдвиговом потоке. Рассмотрим щелевой ка-
пилляр с шириной 2h (рис. 3), формируемый 
вращающимся с частотой ω ротором и непо-
движной поверхностью, который заполнен не-
сжимаемой ньютоновской жидкостью с дина-
мической вязкостью η и относительной ди-
электрической проницаемостью  ε. Каждая из 
образующих капилляр поверхностей равно-
мерно заряжена, но удельные плотности заря-
дов и значения ЭКП на поверхности скольже-
ния ζ1 и ζ2 различны, что приводит к неодина-
ковым функциям распределения потенциалов 
ϕ1 и ϕ2. Учитывая, что радиус ротора R0 >> 2h, 
можно рассматривать течение жидкости меж-
ду двумя параллельными стенками. На стенках 
капилляра отсутствует шероховатость, а плос-
кость скольжения жидкости относительно 
твердого тела лежит за пределами плотной ад-
сорбированной части ДЭС и смещена в об-
ласть диффузной ионной атмосферы. Движе-
ние жидкости в щелевом капилляре обуслов-
лено действием вдоль него постоянного гра-
диента давления, движением одной из стенок 
и электрическим полем E. Напряжение на 
электродах при измерении не влияет на рабо-
ту механической части, так как электроосмо-
тическим давлением, увеличивающим гидрав-
лическое сопротивление (электровязкостный 
эффект), можно пренебречь [17]. Градиент 
концентрации вдоль капилляра и диффузия 
униполярных заряженных ионов не влияют 
на процесс электрокинетического преобра-
зования и на ионный ток, а также сохраняет-
ся суммарный поверхностный заряд в капил-
ляре [18]. 

 

Рис. 3. Щелевой капилляр: 
1 – ротор; 2 – электроды; 3 – корпус 

Из-за неравноценности вклада в результи-
рующий эффект стенок капилляра его ширину 
следует разбить на два участка, введя для каж-
дой половины отдельные декартовы системы 
координат (x1, y) и (x2, y), с последующим 
сращиванием решений на границе участков. 
Уравнения Навье – Стокса для скоростей 
v1(x1), v2(x2) при стационарном течении жидко-
сти через капилляр и низких числах Рейнольд-
са могут быть записаны в виде [19]: 
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где ρ1(x1) и ρ2(x2) – плотность заряда в щелевом 
капилляре на участках 0 < x1 < h и 0 < x2 < h со-
ответственно.  

Уравнения Пуассона для каждой полу-
плоскости, разделяющей капилляр, можно 
представить как: 
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Функции v1(x1), v2(x2), ϕ1(x1) и ϕ2(x2) долж-
ны удовлетворять следующим граничным 
условиям: 
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Подставляя ρ1(x1) и ρ2(x2) из (2) в (1) и ин-
тегрируя их с использованием граничных 
условий с учетом того, что 
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Первые два члена в (4), (5) выражают кон-
вективный, а третий – электроосмотический 
перенос жидкости. Объемный расход жидко-
сти через капилляр на единицу его высоты:  
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Примем, что носителями заряда в жидко-
сти являются однозарядные катионы и анионы 
с одинаковой подвижностью. С учетом того, 
что в предлагаемом устройстве диффузия не 
оказывает существенного влияния на перенос 
ионов в капилляре, плотность электрического 
тока в аксиальном направлении можно пред-
ставить в виде 

     1,2 1,2 0 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2( ) ( ) ( ) ( ),J x Ech x v x= λ ϕ + ρ  (9) 

где  λ0 определяется выражением 
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(11) – это приведенный электрический по-
тенциал ДЭС. 

Электрический ток I в растворе между 
стенками капилляра на единицу его высоты 
обусловлен действием электрического поля, 
градиента давления и движением ротора: 
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Последнее слагаемое в уравнении (12) учи-
тывает перенос связанного и противоположно-
го по знаку заряда движущейся стенкой. 

Подставляя в (12) значения J1(x1) и J2(x2) из 
(10), а v1(x1), v2(x2), ϕ1(x1) и ϕ2(x2) из (3), (4), 
(6), (7) и проводя интегрирование, получаем: 
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Значения K1,2, G1,2, F1,2, Q1,2, а вместе с ни-
ми и L, могут быть рассчитаны лишь после 
нахождения распределений электрических по-
тенциалов ϕ1,2(x1,2) внутри капилляра.  

При условии ΔN = 0 и равенстве электро-
кинетических характеристик поверхностей, 
образующих щелевой капилляр, уравнения (6), 
(13) приобретают вид, аналогичный выраже-
ниям для круглых капилляров [18]:  
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Для описания гидродинамических и элек-
трических потоков при несовпадении градиен-
тов давления и силы по направлению в урав-
нениях (6), (13) следует поменять на противо-
положные знаки перед ΔP. При условии 
ΔP = 0, ϕ1(x1) = ϕ2(x2) = ϕ(x), ζ1 = ζ2 возмож-
ность возникновения электрического тока при 
сдвиговом потоке исключается. В то же время 
при разнице электрокинетических свойств по-
верхностей может вносить существенное вли-
яние на формирование измерительного сигна-
ла на электродах. 

Измерительный сигнал при переменном 
сдвиговом потоке. В предложенном устрой-
стве для водных растворов только при боль-
шом отношении между длиной и шириной ка-
пилляра может наблюдаться стационарное со-
стояние, поэтому была рассмотрена нестацио-
нарная задача возникновения тока течения в 
процессе развития гидродинамического тече-
ния в щелевом капилляре при резком сдвиге 
одной из границ капилляра. 

Из литературы [20] известно решение о 
развитии течения в щелевом капилляре: 

( )
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где V = ωR0. 
Для расчета используется допущение ме-

тода тока течения, что ΔU → 0 и на гидроди-
намическое поле наличие ДЭС не оказывает 
существенного влияния. Тогда конвективную 
составляющую плотности можно определить 
как v(y, t)ρ(y), т. е. 
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где ρ0 – плотность раствора. 
Для нахождения амплитуды тока по длине 

капилляра необходимо проинтегрировать по 
ширине конвективную составляющую плотно-
сти тока. Для первого стационарного слагаемо-
го решение уже получено, поэтому в дальней-
шем будет рассматриваться только нестацио-
нарный член. 

Для первой половины капилляра может 
быть получено следующее решение с учетом 
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Для дальнейшего интегрирования была 
принята аппроксимация: 

2 2 2 2 2( ) exp( ),x xϕ = ζ −χ  

что привело к следующему решению: 
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Для второй половины щелевого канала 
имеем: 
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Если учитывать, что 
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n

n
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то мгновенное значение электрического тока по 
сечению канала можно определить по следую-
щей формуле: 
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Для нахождения интегральной составляю-
щей тока, формируемой между электродами, 
один из которых помещен в точку начала дви-
жения движущейся стенки капилляра, а другой 
в бесконечности, необходимо проинтегриро-
вать уравнение (6): 
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Если учитывать, что 
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то окончательно получается следующее выра-
жение: 
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Полученное уравнение для I(t) имеет от-
личия от результатов, описанных [22] для The 
Streaming Current Detector. Хотя следует отме-
тить наличие особенностей в возникновении 
переменного токового сигнала у двух преобра-
зователей. 

Последняя формула была использована для 
исследования электрокинетических свойств 
поверхности при различных концентрациях 
солей и показала хорошую корреляцию с ли-
тературными данными (рис. 4) [23]. 

 
Рис. 4. Зависимость ζ-потенциала  
для фторопластовой поверхности  

от концентрации:  
1 – NaCl; 2 – KCl 

Также следует отметить, что расчетная 
формула использует идеализированные усло-
вия гидравлики. В реальном преобразователе 
будут наблюдаться различные эффекты, кото-
рые приведут к расхождению. Проведенные ис-
следования показали прямо пропорциональное 
влияние скорости движения и ширины щелево-
го капилляра на амплитуду измерительного 
сигнала. 

Заключение. Результаты совместного ре-
шения уравнений Навье – Стокса и Пуассона 
для щелевого капилляра показали, что измери-
тельный сигнал на электродах может формиро-
ваться только в результате нестационарного 
сдвига, разности электрокинетических свойств 
поверхности или искривления профиля скоро-
стей вследствие возникновения перепада дав-
ления. Приближенная аппроксимация распре-
деления зарядов в двойном электрическом слое 
позволила оценить значения величины элек-
трического тока.  

Таким образом, предлагаемая концепция 
построения первичных преобразователей с ис-
пользованием сдвигового потока может быть 
применима при разработке приборов измерения 
электрокинетических свойств, а полученная си-
стема уравнений использована для оптимиза-
ции конструктивных параметров преобразова-
телей в зависимости от особенности области 
применения. 
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УДК 681.53 

Д. А. Гринюк, Н. М. Олиферович, И. Г. Сухорукова 
Белорусский государственный технологический университет 

МЕТОД НАСТРОЙКИ ПИД-РЕГУЛЯТОРА ЧЕРЕЗ DEADBEAT-РЕГУЛЯТОР 
НА РАЗЛИЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ КРИТЕРИИ 

В статье рассматривается метод настройки ПИД-регулятора. Для этого предлагается исполь-
зовать deadbeat-регулятор с различными вариантами синтеза. В основе синтеза лежит аппрокси-
мация переходной характеристики deadbeat-регулятора ПИД-регулятором. Предложенные вари-
анты позволяют легко настроить замкнутую систему регулирования на различные качества пе-
реходного процесса. В качестве параметра вариации выступает время квантования цифрового 
регулятора. Используя только один данный параметр, можно подстраивать все три параметра 
настройки ПИД-регулятора. Параметры, получаемые в результате настройки, оказываются близ-
кими к оптимальным выбранным критериям.  

Выполнен сравнительный анализ настройки замкнутых контуров регулирования для четы-
рех различных объектов управления с использованием данного метода. Параллельно проводи-
лась численная оптимизация трех настроек ПИД-регулятора по четырем различным интеграль-
ным критериям. Для настройки могут быть использованы различные варианты цифрового регу-
лятора с ограничением на управляющее воздействие. Результаты показали, что вариант 
прототипа цифрового регулятора для настройки ПИД-регулятора зависит от выбранного крите-
рия. Установлено, что оптимизацию ПИД-регулятора по квадратичному интегральному крите-
рию целесообразно проводить по параметрам  классического deadbeat-регулятора. Другие инте-
гральные критерии имеют лучшую корреляцию с deadbeat-регулятором с ограничением на 
управляющее воздействие. Энергетические интегральные критерии наилучшим образом опти-
мизируются с помощью предложенного метода настройки. Наименьшие отличия между 
настройками ПИД-регулятора двумя методиками наблюдались с определением времени инте-
грирования и коэффициента усиления. 

Ключевые слова: ПИД-регулятор, deadbeat-регулятор, настройка регулятора, интегральные 
критерии.  

 
D. A. Hryniuk, N. M. Oliferovich, I. G. Suhorukova  

Belarusian State Technological University 

METHOD OF PID-CONTROLLER TUNING THROUGH DEADBEAT-REGULATOR  
FOR VARIOUS INTEGRAL CRITERIA 

The method of the PID-controller tuning is discussed in the article. For this purpose, it is proposed 
to use the deadbeat-regulator with various synthesis options. The synthesis is based on the approxima-
tion of the transient response of the deadbeat-regulator to the PID-controller. The proposed variants al-
low to easily configure a closed system of regulation on the various qualities of the transition process. 
The variation parameter is the quantization time of the digital controller. Using only one of this parame-
ter, you can adjust all three parameters of the PID-controller tuning. The resulting controller settings are 
close to the optimal selected criteria. 

A comparative analysis of closed control loops tuning for four different control objects has been 
carried out by this method. In parallel, the numerical optimization of the three PID-controller settings 
was carried out according to four different integral criteria. For tuning, various variants of a digital 
controller with a limitation on the control action can be used. The results showed that the prototype 
version of the digital controller for the PID-controller tuning depends on the selected tuning criteria. 
It is shown that the optimization of the PID-controller by the quadratic integral criterion is best car-
ried out by the parameters of the classical deadbeat-controller. Other integral criteria have a better 
correlation with a deadbeat-regulator with a limitation on the control action. Energy integral criteria 
are best optimized using the proposed tuning method. The smallest differences between the PID-
controller tuning by the two techniques were observed with the determination of the integration time 
and the gain. 

Key words: PID-controller, deadbeat-regulator, regulator tuning, integral criterion.  

Введение. ПИД-регулятор продолжает 
оставаться одним из популярных решений для 
построения систем управления. Его универ-

сальность для большого класса объектов спо-
собствует широкому использованию как в тех-
нологических процессах в промышленности, 
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так и в технических электронных системах. За 
время векового применения предложено мно-
жество решений по развитию классического 
метода построения ПИД-регулирования. Одно-
временно происходит и развитие методов 
настройки регуляторов данного типа. Основ-
ными методами настройки являются коэффи-
циент усиления K, время интегрирования I и 
дифференцирования D передаточной функции 
регулятора: 

 ( ) 1
.RW s K Ds

Is
= + +  (1) 

В литературе можно найти большое коли-
чество методов настройки. Среди них выде-
ляют два основных полюса. Один полюс – это 
обеспечение требуемого запаса по устойчиво-
сти, другой – обеспечение желаемого качества 
переходного процесса. Большинство наиболее 
популярных методик настройки ПИД-регуля-
тора используют один из полюсов как отправ-
ную точку, а затем, по необходимости, обес-
печивают компромисс в отношении другого 
полюса. 

Среди популярных критериев устойчиво-
сти различают частотные (критерий Найкви-
ста и Михайлова) и критерии, основанные на 
анализе характеристического уравнения пе-
редаточной функции канала управления (кор-
невой критерий, критерий Стодолы и Гурви-
ца). Соответственно, среди частотных методов 
можно выделить модифицированный метод 
Ziegler – Nichols [1–3], Takahashi [4], метод 
расширенных частотных характеристик [5], 
использование логарифмических частотных 
характеристик [6]. Принцип настройки [7] ос-
нован на обеспечении декремента затухания 
переходного процесса. На основе данного 
подхода базируется также метод Schaedel [8]. 
Корневой метод настройки лежит в основе ме-
тода Дудникова [9].  

На обеспечении апериодического переход-
ного процесса основан метод настройки ампли-
тудного оптимума [10] и метод Skogestad [11]. 
Сюда можно отнести метод Cohen – Coon [12] с 
нахождением эквивалентной передаточной 
функции и метод с использованием таблиц 
Chien – Hrones – Reswick [13].  

Однако вышеуказанные методы для обеспе-
чения качества переходного процесса требуют 
последующей коррекции настроек.  

По этой причине, а также благодаря широ-
ким возможностям современных компьютеров 
и контроллеров происходит развитие онлайн-
методов анализа настройки с использованием 
различных поисковых методов. Среди них 
можно выделить как методы, основанные на 
классических подходах минимизации инте-

гральных критериев [14], так и широко приме-
няемые нечеткие [15, 16] и генетические алго-
ритмы [17]. Эти методы более универсальны, 
могут использоваться для линейных и нелиней-
ных объектов управления. С помощью онлайн-
методов настраиваются нелинейные регулято-
ры [18, 19]. Однако они требуют высокой вы-
числительной мощности. 

Метод настройки. В [20] предложено осу-
ществлять настройку ПИД-регулятора через 
deadbeat (в русскоязычной литературе встреча-
ются различные варианты перевода: апериоди-
ческий, компенсационный и т. д.). Однако были 
отмечены ограничения этого подхода. Данный 
метод прямого проектирования для дискретных 
ПИД-регуляторов может представлять интерес 
для следующих случаев: 

1. Применение самонастраивающегося управ-
ления для уникальной настройки параметров 
ПИД-контроллеров. 

2. Определение подходящих начальных зна-
чений для оптимизации числовых параметров. 

Предложенный в [21] подход основан на 
анализе коэффициентов передаточной функ-
ции объекта управления. Однако это не при-
менимо, если мы используем для синтеза 
deadbeat-регулятор с ограничением на управ-
ляющее воздействие [22, 23]. Для нахождения 
коэффициентов K, I, D можно воспользоваться 
прямой аппроксимацией передаточной функции 
deadbeat-регулятором ПИД-регулятора. Постро-
ение импульсной характеристики цифрового ре-
гулятора по его передаточной функции 

         
( )

1 2
1 2

1
0 1

...

...

m
m

DB m
m

p z p z p z
W z

q q z q z

− − −

− −
+ + +

=
+ + +

       (2) 

не требует решения дифференциального урав-
нения. В (2) z – переменная z-преобразования, 
z = exp(T0s); T0 – время квантования; m – поря-
док полинома. Значение на каждом такте может 
быть найдено путем простейших арифметиче-
ских операций. Особенно если учитывать, что 
значение на входе всегда равно 1.  

После построения импульсной характеристи-
ки deadbeat на количестве тактов, когда градиент 
приращения становится постоянным (рис. 1), 
можно взять два соседних значения управления 
и вычислить время интегрирования: 

 
0

( 1) ( )
,

u k u k
I

T

+ −=  (3) 

где k – дискретные отсчеты (k = t / T0 = 0, 1, 2, ...;  
t – время). 

Коэффициент усиления рассчитывается как 

 ( ) 0.K u k IkT= −  (4) 
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Рис. 1. Переходная характеристика deadbeat  
и ПИД 

Время дифференцирования зависит от фор-
мы записи регулятора. Для идеального регуля-
тора формула следующая: 

 0 .D q K= −  (5) 

В случае формы реального регулятора, как 
наиболее интересной с практической точки 
зрения: 

 ( ) 1
.

1R

Ds
W s K

Is Fs
= + +

+
 (6) 

Тогда расчетная формула будет иметь сле-
дующий вид: 

 0 .
q K

D
F

−
=  (7) 

Для вариации настроек можно воспользо-
ваться изменением времени T0 и величины пер-
вичного управляющего воздействия на различ-
ном количестве тактов N. В качестве критерия 
выбора можно использовать различные инте-
гральные критерии. При этом полученные 
настройки ПИД-регулятора не требуют обяза-
тельного применения simple time, который ис-
пользовался для синтеза deadbeat (DBC).  

Методика сравнительного анализа мето-
да настройки ПИД-регулятора. Рассмотрим в 
качестве примера несколько объектов управле-
ния. За основу возьмем передаточную функцию 
WO1(s) из [21]: 

( ) ( )
( )( )( )1

2 1

10 1 7 1 3 1O

s
W s

s s s

+
= ×

+ + +
 

 

( )exp 4 ,s× −  (8) 

а также варианты с небольшим запаздыванием 
WO2(s), его отсутствием WO3(s) и отрицатель-
ным коэффициентом в передаточной функции 
WO4(s): 

( ) ( )
( )( )( )2

2 1

10 1 7 1 3 1O

s
W s

s s s

+
= ×

+ + +
 

 ( )exp 0,4 ;s× −  (9) 

 ( ) ( )
( )( )( )3

2 1
;

10 1 7 1 3 1O

s
W s

s s s

+
=

+ + +
 (10) 

( ) ( )
( )( )( )4

1 2

10 1 7 1 3 1O

s
W s

s s s

−
= ×

+ + +
 

 ( )exp 0,4 .s× −  (11) 

Последняя передаточная функция характер-
на для таких технологических объектов, как 
стабилизация уровня в парогенераторах, тепло-
обменниках с фазовыми превращениями и др. 

Качество настройки будем оценивать с по-
мощью интегральных критериев: 

 ( )2
1

0

min;
tf

J e t dt= →  (12) 

 ( )2
2

0

min;
tf

J t e t dt= →  (13) 

 ( )2
3

0

min;
tf

J u t dt= →  (14) 

 ( ) ( )( )2 2
4

0

0,5 0,5 min,
tf

J e t u t dt= + →  (15) 

где e(t) – отклонение выхода сигнала задания; 
u(t) – сигнал управления на выходе регулятора; 
tf – врема моделирования. 

Для моделирования использован непрерыв-
ный ПИД-регулятор (6) F = 0,01. Данный пара-
метр оказывает влияние на качество переход-
ного процесса [24], однако чаще всего его зна-
чение на практике определяется особенностью 
технической реализации ПИД-регулятора. 

Время переходного процесса оценивалось 
по уровню 3% от сигнала задания.  

Также для сравнения проведена численная 
оптимизация интегральных критериев в про-
граммном пакете MATLAB.  

Следует отметить, что для каждой из пере-
даточных характеристик существует критиче-
ское значение величины F, при котором рас-
четное значение D выходит за рамки реализа-
ции. В некоторых случаях для достижения 
минимального значения интегрального крите-
рия приходилось уменьшать значение F. 

Результаты моделирования и настройки 
ПИД-регулятора. Характер зависимости ос-
новных параметров качества переходных про-
цессов от времени переходного процесса tp при-
веден на рис. 2, перерегулирования A – на рис. 3 
и интегральных критериев J1–J4 – на рис. 4–7. 

t 

q0 

deadbeat 

u(k) u(k + 1)

ПИД 

T0 
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Рис. 2. Время переходного процесса tp для WO1. 

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

 
Рис. 3. Перерегулирование A для WO1.  

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

 
Рис. 4. Интегральный критерий J1 для WO1. 

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

 
Рис. 5. Интегральный критерий J2 для WO3.  

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

 
Рис. 6. Интегральный критерий J3 для WO2.  

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

 
Рис. 7. Интегральный критерий J4 для WO1.  

Сплошная линия – ПИД;  
штриховая линия – deadbeat 

Наибольшие отличия в зависимостях вы-
бранных параметров наблюдаются между объ-
ектом WO3 и остальными. 

Ступеньки на графиках переходных про-
цессов указывают на наличие колебательности. 
Нижняя ступенька соответствует апериодиче-
скому характеру переходного процесса.  

Графики показывают, что в случае необхо-
димости минимизации времени tp переходного 
процесса для поиска настроек ПИД-регулятора 
следует использовать deadbeat-регулятор с 
N = 0. Запуск поискового алгоритма желательно 
начинать со значений T0, которые близки к зна-
чению большей постоянной времени. При нали-
чии запаздывания deadbeat лучше справляется с 
обеспечением минимального значения данного 
критерия настройки регулятора. Но следует от-
метить, что его применение имеет существенные 
ограничения по сравнению с ПИД.  

Минимальное значение классического ин-
тегрального критерия J1 наблюдается при N = 0. 
Расположение минимума зависит от величины 
запаздывания. В этом случае минимум нахо-
дится близко к зоне неустойчивых значений 
настройки. Влияние времени квантования на 
настройки достаточно незначительно. В данном 
методе настройки J1 может быть использован 
только как дополнительный фактор при ком-
плексном рассмотрении. 
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J2  имеет более сильный минимум в сравне-
нии с J1. По этому критерию deadbeat-регулятор 
на порядок превосходит ПИД при наличии за-
паздывания. Минимальное значение J2 наблю-
дается при N = 3. 

Минимальное значение J3 отмечается также 
при N = 3. Для его представления, как и для J3, 
также использована логарифмическая шкала. 
Критерий J3 имеет сравнимые значения для 
ПИД и deadbeat.  

Соотношения между значениями ПИД и 
deadbeat для последнего интегрального крите-
рия существенно разняться только при малых 
значениях T0. По мере увеличения T0 в исследу-
емом диапазоне они начинают сближаться.  
В области малых значений J4 для ПИД значи-
тельно ниже, чем для deadbeat-регулятора. 

Сравнение результатов настройки ПИД- 
регулятора разными методами. Результаты 
настройки с использованием deadbeat-регуля-
тора J*,DB и численной оптимизации J*,C отра-
жены на рис. 8, 9 и в табл. 1–4, где * – номер 
критерия. В последней колонке табл. 1–4 пока-
зано время квантования, которое соответству-
ет минимальному значению интегрального 
критерия.  

 
Рис. 8. Оптимальные переходные процессы для WO1. 

Сплошная линия – через deadbeat-регулятор;  
штриховая линия – численным  

методом оптимизации 

 
Рис. 9. Оптимальные переходные процессы для WO3. 

Сплошная линия – через deadbeat-регулятор;  
штриховая линия – численным  

методом оптимизации 

Горизонтальные строки в таблицах отража-
ют минимальное значение критерия и парамет-
ры, которые этому соответствуют.  

Таблица 1 
Результаты для WO1 

Параметр J K D I T0 
J1,DB 11,68 1,683 0,020763 13,301 6,665
J1,C 5,955 2,457 21,143 5,5347  

J1,DB/J1,C 1,962 0,6849 9,82 · 10–4 2,4032  
J2,DB 11 286 1,1560 0,004991 16,244 4,235
J2,C 813,3 1,5923 6,9098 10,922  

J2,DB/J2,C 13,88 0,726 7,22 · 10–4 1,4873  
J3,DB 0,4717 0,842 0,002095 24,921 9,43 
J3,C 0,3112 0,737 0,006753 24,181  

J3,DB/J3,C 1,5156 1,142 0,31014 1,0306  
J4,DB 7,5899 0,932 0,002853 20,643 6,295
J4,C 7,5870 0,932 0,013992 20,643  

J4,DB/J4,C 1,0004 1,0 0,20391 1,0  

Таблица 2 
Результаты для WO2 

Параметр J K D I T0 
J1,DB 5,497 4,704 0,11808 4,1076 3,085
J1,C 0,639 21,48 172,92 0,6536  

J1,DB/J1,C 8,602 0,219 0,000683 6,285  
J2,DB 3788 2,023 0,008038 8,5414 2,76 
J2,C 91,29 6,414 29,3 2,6393  

J2,DB/J2,C 41,5 0,316 0,000274 3,2362  
J3,DB 0,249 0,923 0,001439 20,69 8,895
J3,C 0,122 0,809 0,004569 19,533  

J3,DB/J3,C 2,05 1,141 0,31485 1,0592  
J4,DB 5,468 1,089 0,001907 16,077 5,785
J4,C 5,466 1,087 0,008213 15,999  

J4,DB/J4,C 1,0003 1,002 0,23217 1,0049  

Таблица 3 
Результаты для WO3 

Параметр J K D I T0 
J1,DB 4,295 11,869 1,0827 1,56 1,21
J1,C 0,0927 327,62 584,48 0,175  

J1,DB/J1,C 46,32 0,0363 0,00185 8,896  
J2,DB 3330,4 2,952 0,0273 6,17 1,67
J2,C 40,317 8,3830 38,101 2,144  

J2,DB/J2,C 82,604 0,352 0,000717 2,88  
J3,DB 0,273 0,934 0,00252 21,2 5,69
J3,C 0,108 0,814 0,00427 19,2  

J3,DB/J3,C 2,541 1,145 0,59032 1,10  
J4,DB 5,269 1,157 0,00362 16,3 4,18
J4,C 5,249 1,107 0,0077 15,5  

J4,DB/J4,C 1,005 1,046 0,47 1,05  

Наибольшие несовпадения наблюдаются для 
среднеквадратичного отклонения J1 как при ви-
зуальном анализе графиков, так и при рассмот-
рении соотношений параметров настройки K,  
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D, I в табл. 1–4. Значения критерия имеют 
большие отличия только для объекта без запаз-
дывания. Получаемые настройки ПИД-регуля-
тора через deadbeat-регулятор могут выступать 
только в качестве отправной точки для после-
дующих численных методов оптимизации.  

Таблица 4 
Результаты для WO4 

Параметр J K D I T0 
J1,DB 12,211 1,62 0,0195 14,0 6,89
J1,C 6,22719 2,40 20,583 5,81  

J1,DB/J1,C 1,9608 0,675 9,48 · 10–4 2,41  
J2,DB 12204 1,13 0,00496 16,9 4,32
J2,C 900,39 1,55 6,8358 11,4  

J2,DB/J2,C 13,555 0,727 7,26 · 10–4 1,49  
J3,DB 0,49218 0,836 0,00213 25,4 9,48
J3,C 0,32651 0,732 0,007098 24,5  

J3,DB/J3,C 1,5074 1,142 0,30072 1,04  
J4,DB 7,8172 0,920 0,0029 21,1 6,36
J4,C 7,81374 0,921 0,0143 21,2  

J4,DB/J4,C 1,0004 0,999 0,202 0,997  

Значение D имеет наибольшее отличие при 
настройке выбранными методами.  

Настройки ПИД-регулятора, которые найде-
ны двумя методами по критериям J3 и J4, демон-
стрируют наилучшее совпадение. Отличия зна-
чения K не превышают 15%, а значения I – 10% 
для J3. Для J4 значения K и I имеют отличие в 
5% только для объекта без запаздывания WO3, в 
остальных случаях вариации не превышают 1%. 
Большие расхождения в параметре D не оказы-
вают влияния на значение интегральных крите-
риев J3 и J4. Несмотря на существенные расхож-
дения значения D, расхождение J4 меньше 1%. 
Их значения можно несколько улучшить, если 
использовать отличную от [23] методику фор-
мирования значений deadbeat-регулятора. 

Максимальное значение N = 3 обусловлено 
порядком передаточной функции объекта. При 
получении передаточной функции другого по-
рядка оптимальное значение N будет другим. 

Заключение. Предложенная методика на-
стройки ПИД-регуляторов через deadbeat-регу-
лятор является очень удобной с практической 
точки зрения. Вариацией параметра времени 
квантования T0 можно сбалансированно менять 
одновременно три настройки ПИД-регулятора. 
Она может играть роль, аналогичную линии 
равного затухания в частотных методах [5, 6]. 
Все выбранные в исследовании параметры пере-
ходного процесса имеют один глобальный ми-
нимум в зависимости от T0.  

Для интегральных критериев J3 и J4, кото-
рые ориентированы только на выходной пара-
метр объекта управления, использование пред-
ложенной методики может служить отправной 
точкой для дальнейшего использования в чис-
ленных методах оптимизации. При проведении 
представленных исследований оптимизация 
начальных настроек через deadbeat-регулятор 
позволила получить результат за меньшее ко-
личество итераций, чем ранее с использованием 
метода Ziegler – Nichols.  

В случае необходимости получения энер-
гоэффективных параметров ПИД, к которым 
относятся критерии J3 и J4, настройка через 
deadbeat-регулятор с вариацией simple time 
позволяет решить проблему на порядок быст-
рее, чем прямая численная оптимизация.  

Методика достаточно просто реализуется 
для автономной настройки линейных объек-
тов и состоит из последовательности простых 
операций. 

1. Используя правила выбора времени 
квантования [21], задаемся начальным значе-
нием T0. 

2. Через передаточную функцию объекта 
или методом прямой идентификации [21] нахо-
дим ее представление в z-области. 

3. Применяем методику настройки deadbeat-
регулятора как в [23] для максимально возмож-
ного значения N (в случае минимизации време-
ни переходного процесса N = 0). 

4. Линейно меняем T0 до достижения мини-
мума выбранного критерия A, tp, J3 или J4. 
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УДК 62-521/529 

И. В. Акиншева 
Могилевский государственный университет продовольствия 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ КОМПЛЕКСА  
ДЛЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ГРУЗОВ НА ПОДВЕСЕ 

Проведен анализ основных направлений исследований в области построения систем управ-
ления автоматизированными складскими комплексами. Определен круг задач, которые необхо-
димо решить в процессе моделирования и проектирования. Представлена разработанная схема 
комплекса для перемещения груза на подвесе и динамическая схема движения каретки с грузом, 
при использовании которой получена уточненная математическая модель автоматического пе-
ремещения объектов с изменяющейся нагрузкой, учитывающая предъявляемые к процессу пе-
ремещения требования. Описана математическая модель, по которой производится расчет изме-
нения положения груза, жестко закрепленного на подвесе одним концом, при перемещении не-
сущего устройства и учитывается влияние внешних воздействий. Разработан проект опытной 
установки в соответствии с проведенным анализом оборудования автоматизированных складов. 
Определена структура управляющего микропроцессорного устройства, включенного в состав 
проектируемого комплекса. При выборе технических средств для управляющего устройства 
учитывалась возможность физической интеграции, согласованность сигналов отдельных эле-
ментов и используемого программного обеспечения.  

Ключевые слова: автоматизация, модель, нагрузка, перемещение, склад, система управле-
ния, позиционирование. 

I. V. Аkinshevа 
Mogilev State University of Food Technology 

MATHEMATICAL MODELING AND DESIGNING OF THE COMPLEX 
FOR TRANSPORTATION OF LOADS ON PENDENT 

The analysis of the main areas of research in the field of building control systems for automated 
warehouse complexes has been carried out. The range of tasks that need to be solved in the process of 
modeling and design has been determined. A developed scheme of the complex for moving the load on 
the suspension and a dynamic diagram of the movement of the carriage with the load on the suspension 
are presented, using which a refined mathematical model of automatic movement of objects with varying 
loads is obtained, taking into account the requirements for the process of moving. A mathematical 
model is described, which is used to calculate the change in the position of the load, which is rigidly 
fixed on the suspension with one end, when the carrier is moved, and the influence of external influ-
ences is taken into account. A project of a pilot plant was developed in accordance with the analysis of 
the equipment of automated warehouses. The structure of the microprocessor control device included in 
the projected complex has been determined. When choosing technical means for the control device, the 
possibility of physical integration, consistency of the signals of the individual elements and the soft-
ware used was taken into account. 

Key words: automation, model, load, movement, warehouse, control system, positioning.
 

Введение. Разработка систем управления 
комплексами для автоматического перемещения 
объектов с нагрузкой является актуальной зада-
чей при создании автоматизированных систем 
управления складскими помещениями промыш-
ленных предприятий во всем мире. Исследования 
в этой области ведутся в производственных лабо-
раториях предприятий, занимающихся разработ-
кой робототехнических комплексов промышлен-
ных складов. Ведущие исследования проводят 
ученые в лабораториях компаний Elettric 80 и 
Bema [1], на территории стран СНГ известны 
разработки таких компаний, как ООО «ЭВС», 
Modula и Daifuku [2]. Особенностью представ-

ляемых робототехнических комплексов для 
оснащения автоматизированных складов являет-
ся использование направляющих и перемещение 
по ним в трех измерениях жестко закрепленной 
каретки-камеры с грузом. Основные исследова-
ния ведутся в области повышения точности по-
зиционирования и оптимальном построении 
каркаса из направляющих. Нерешенной являет-
ся задача исследования перемещения груза на 
подвесе, закрепленного жестко одним концом. 
Такая конструкция позволит снизить затраты 
на разработку каркаса из направляющих в слу-
чае линейного перемещения вдоль одной оси на 
большие расстояния. 
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Целью работы является разработка уточ-
ненной математической модели и проектирова-
ние комплекса для исследования перемещения 
объектов с нагрузкой. 

Для достижения поставленной цели плани-
руется решить следующие задачи: 

1) провести анализ действующих на произ-
водстве автоматизированных систем для пере-
мещения грузов, выявить существующие недо-
статки; 

2) составить динамическую схему переме-
щения грузов на подвесе, жестко закрепленных 
одним концом; 

3) разработать методику моделирования и 
составить уточненную математическую модель 
автоматизированной системы для перемещения 
грузов; 

4) разработать проект установки, реализую-
щей автоматизированную систему для переме-
щения грузов, адекватную составленной модели; 

5) подобрать и провести анализ согласован-
ности комплектующих, необходимых для раз-
работки автоматизированного комплекса; 

6) определить дальнейшее направление ис-
следований. 

Актуальность исследования заключается в 
том, что производственные предприятия, уве-
личивая производительность, предъявляют по-
вышенные требования к скорости и точности 
перемещения комплектующих на производ-
ственных участках, а также к перемещению 
готовой продукции внутри складских помеще-
ний. Поэтому разработка автоматизированных 
комплексов по перемещению объектов с 
нагрузкой является неотъемлемой частью ав-
томатизации производства в целом. 

Основная часть. Проведенный анализ по-
казывает, что в мировой практике исследова-
ний предпочтение отдается изучению и описа-
нию автоматического перемещения жестко за-
крепленных грузов, в то время как возникает 
необходимость в исследовании автоматическо-
го перемещения грузов на подвесах, закреплен-
ных жестко одним концом. Недостаточное ко-
личество публикаций о результатах исследова-
ния в данной области позволяет сделать 
заключение о перспективности выбранного 
направления исследований. 

В процессе анализа существующих произ-
водств и определения их недостатков разрабо-
тан проект экспериментальной установки, схе-
ма которой приведена на рис. 1.  

На данном этапе исследования получена 
математическая модель автоматического пере-
мещения объекта с изменяемой нагрузкой. Бла-
годаря разработанной математической модели, 
возможно выделение двух основных парамет-
ров: массы груза и скорости его перемещения, 

используемых в дальнейшем для оптимизации 
и изменения характеристик системы как в фор-
мализованном виде, так и в ходе испытаний [3]. 

 

 
Рис. 1. Схема комплекса  

для перемещения груза на подвесе: 
1 – груз массой m; 2 – подвес с оптическим  

устройством; 3 – каретка с шаговым двигателем Д2; 
4 – датчик веса; 5 – комплект ременной передачи;  

6 – направляющая рейка; 7 – контейнер; 
8 – шаговый двигатель Д1; 9 – управляющее  

микропроцессорное устройство;  
10 – персональный компьютер (ПК) 

 
В представленной на рис. 1 схеме введены 

следующие обозначения: m – масса груза 1; υ1 –
скорость движения каретки 3 по горизонтали, 
обеспечиваемая двигателем Д1; υ2 – скорость 
движения подвеса 2 с грузом 1 по вертикали, 
обеспечиваемая двигателем Д2; α – угол откло-
нения груза от вертикальной оси при движении. 

Для упрощения разрабатываемой математи-
ческой модели исследуемой системы приняты 
следующие допущения [4, 5]: угол отклонения α 
груза от вертикальной оси должен стремиться к 
нулю (α → 0); скорость υ2 движения подвеса 2 с 
грузом 1 по вертикали постоянна (υ2 = const); 
скорость υ1 движения каретки 3 по горизонтали 
является переменной величиной. 

Итак, необходимой для решения производ-
ственной задачи является адаптация в зависи-
мости от массы m груза 1 скорости движения υ1 
каретки 3 таким образом, чтобы угол α → 0. 

Адаптировать скорость υ1 нужно для обес-
печения движения груза 1 с последующим его 
точным перемещением в контейнер 7, а также 
для ликвидации помех при движении грузов с 
помощью нескольких аналогичных кареток в 
случае организации движения по конвейеру. 

Математическая модель движения груза 
представляет собой колебательную систему, 
схема которой представлена на рис. 2.  
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Рис. 2. Динамическая схема движения каретки с грузом на подвесе: 

Fт  – суммарное тяговое усилие; W – сила сопротивления движению каретки;  
Wв – сила сопротивления воздуха при движении груза; Т – сила натяжения каната подвеса;  

G1 – сила тяжести каретки совместно с датчиком веса;  
G2 – сила тяжести подвеса с оптическим датчиком; G3 – сила тяжести груза 

В результате использования уравнения 
движения твердого тела [6] была составлена 
система уравнений: 
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Особенностью разработанной модели явля-
ется то, что в ней учтена взаимосвязь парамет-
ров исследуемой системы: скорости движения 
каретки υ1, массы груза m и изменения угла от-
клонения α от вертикального положения подвеса 
в зависимости от скорости движения каретки. 
Благодаря полученной взаимосвязи становится 
возможным исследовать изменение положения 
груза на подвесе при изменении скорости дви-
жения каретки и массы m груза. 

Сила натяжения каната подвеса находится 
по следующей формуле: 

1 1 1,T k l i= Δ + βΔ  

где 1
1

1

ES
k

l
=  – коэффициент жесткости каната; 

Е – модуль упругости материала каната; 

2
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1 4

d
S c

π=  – площадь сечения каната; d1 – диа-

метр каната; с – коэффициент заполнения сече-
ния каната; Δl = l1 – l2 – удлинение каната; 

2 2
1 1 2 1 2( – ) ( – )l x x y y= +  – длина каната во 

время движения; l2 − длина каната в положении 
равновесия; β – коэффициент рассеивания энер-

гии; 
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скорость удлинения каната. 
Сила тяжести подвеса с оптическим при-

бором и сила тяжести груза соответственно 
равны 

G2 = m2g, 

G3 = mg, 

где m2 – масса подвеса с оптическим датчиком; 
g – ускорение свободного падения. 

Угол отклонения каната от начального по-
ложения определяется по формуле 

 

Сила сопротивления воздуха при движении 
груза равна 

Wв = 500ρx2can, 

1 1
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arctan .
x x

y y
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где ρ – плотность воздуха; ca – коэффициент 
аэродинамической силы; n – коэффициент пе-
регрузки. 

В исходной системе = 0, так как ранее 
было принято допущение υ2 = const. 

Управляющее микропроцессорное устрой-
ство, используемое для управления шаговыми 
двигателями Д1 и Д2, включает контроллер мо-
дели Nano V 3.0 Arduino, в пакет поставки ко-
торого входит программное обеспечение, поз-
воляющее реализовывать алгоритмы управле-
ния [7] (рис. 3). 

 
Рис. 3. Схема управляющего  

микропроцессорного устройства: 
1 – контроллер; 2, 3 – интерфейсные модули  
для шаговых двигателей; 4 – датчик веса; 

5, 6 – шаговые двигатели Д1 и Д2 соответственно 

Также при реализации комплекса для пере-
мещения груза на подвесе, представленного 
схемами на рис. 1, 3, будут использованы сле-
дующие комплектующие. 

Обеспечивать движение груза по горизон-
тали и вертикали будут шаговые двигатели со 
встроенным редуктором 28BYJ-48 и платой 
ULN2003 Arduino. Сопряжение шаговых дви-
гателей с контроллером будет производиться 
через интерфейсные модули модели L298N. 
Для анализа массы m подвешиваемого груза 
будет использоваться датчик веса Elecrow для 
Arduino UNO DIY [8].  

В роли оптического устройства может высту-
пать маломощный лазер марки Dot, необходимый 
для индикации угла отклонения α от вертикаль-
ной оси, или датчик положения, предназначен-
ный для определения места расположения кон-
тейнера, в который должен быть помещен груз. 

Заключение. В результате моделирования 
получена уточненная математическая модель 
комплекса по перемещению грузов на подвесе, 
жестко закрепленных одним концом. Выделены 
основные параметры рассматриваемого объекта, 
найдены функциональные взаимосвязи между 
ними, что позволит разработать алгоритмы, реа-
лизующие решение задачи управления разраба-
тываемым комплексом по минимизации угла 
отклонения подвеса от вертикального положе-
ния и адаптации скорости движения каретки в 
зависимости от массы перемещаемого груза. 

При разработке проекта комплекса по пе-
ремещению грузов на подвесе выполнен выбор 
комплектующих для реализации управляющего 
микропроцессорного устройства с учетом со-
гласованности входных и выходных сигналов, 
используемых программных и технических 
средств на элементной базе Arduino. 
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УДК 621.383 

А. М. Тимофеев 
Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

СКОРОСТЬ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ ОДНОФОТОННОГО КАНАЛА СВЯЗИ  
С ПРИЕМНЫМ МОДУЛЕМ НА ОСНОВЕ СЧЕТЧИКА ФОТОНОВ 

С МЕРТВЫМ ВРЕМЕНЕМ ПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ ТИПА 

Построена математическая модель канала связи, содержащего в качестве приемного модуля 
счетчик фотонов с мертвым временем продлевающегося типа. На основе этой модели получено 
выражение для оценки максимальной скорости передачи информации канала связи. 

Установлено, что с увеличением средней скорости счета сигнальных импульсов при переда-
че символов «0» ns0 максимальная скорость передачи информации Сmax вначале практически  
не изменяется, однако затем спадает. Причем при прочих равных параметрах с увеличением 
средней длительности мертвого времени продлевающегося типа τd этот спад наблюдается при 
больших значениях ns0: при ns0 = 66,6 · 103 с–1 для τd = 0; при ns0 = 74,1 · 103 с–1 для τd = 5 мкс; при 
ns0 = 83,5 · 103 с–1 для τd = 10 мкс; при ns0 = 95,6 · 103 с–1 для τd = 15 мкс. 

Ключевые слова: счетчик фотонов, мертвое время, канал связи, скорость передачи информации. 

A. M. Timofeev 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

INFORMATION TRANSFER RATE OF A SINGLE PHOTON COMMUNICATION CHANNEL 
WITH A RECEIVER MODULE BASED ON A PHOTON COUNTER  

WITH A DEAD TIME OF A PROLONGED TYPE 

A mathematical model of a communication channel has been constructed, containing as counter 
module a photon counter with a dead time of prolonged type. An expression for estimating the maxi-
mum data transfer rate of a communication channel was derived from this model. 

It has been established that with an increase in the average count rate of signal pulses when trans-
mitting symbols “0” ns0, the maximum information transfer rate Сmax practically does not change at 
first, but then decreases. All other things being equal, with an increase in the average duration  
of the dead time of a prolonged type τd, this decrease is observed for large values of ns0:  
when ns0 = 66.6 · 103 s–1 for τd = 0; when ns0 = 74.1 · 103 s–1 for τd = 5 μs; when ns0 = 83.5 · 103 s–1  
for τd = 10 μs; when ns0 = 95.6 · 103 s–1 for τd = 15 μs. 

Key words: photon counter, dead time, communication channel, data transfer rate. 

Введение. В настоящее время достаточно 
активно разрабатывают системы связи, кото-
рые решают разнообразные задачи в области 
информационной безопасности, например, 
обеспечение конфиденциальности передавае-
мой информации, определение подлинности 
источника информации и самой информации  
и пр. [1, 2]. 

Одним из способов решения такого рода за-
дач является использование криптографическо-
го или криптоподобного преобразования пере-
даваемой информации [1, 2]. Однако информа-
ционная безопасность систем связи, в которых 
применяют криптографические методы защиты 
информации, может оказаться под угрозой. 
Связано это, прежде всего, с тем, что преобла-
дающее большинство криптографических алго-
ритмов и стандартов являются общедоступны-
ми [1, 2]. В результате, если злоумышленник 
обладает достаточно большими вычислитель-
ными возможностями и изымет из канала связи, 
например, зашифрованные данные, то он смо-

жет взломать шифртексты и получить доступ к 
конфиденциальным данным. 

Другим способом решения задач обеспече-
ния информационной безопасности передавае-
мой информации считается использование си-
стем квантово-криптографической связи, кото-
рые характеризуются абсолютной скрытностью 
и конфиденциальностью передаваемой инфор-
мации [3–5]. Отличительной особенностью 
квантово-криптографических систем связи яв-
ляется использование однофотонных волоконно-
оптических каналов связи, в которых данные 
передаются посредством предельно слабого 
оптического излучения со средним числом фо-
тонов не более десяти в расчете на каждый бит 
(символ). Отметим, что регистрация такого 
маломощного оптического излучения осу-
ществляется с помощью высокочувствитель-
ных приемных модулей – счетчиков фотонов 
[6–8]. 

Однако современные системы однофотон-
ной связи не позволяют достигать высоких 
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скоростей передачи данных [3]. Это связано, в 
частности, с тем, что скорость передачи дан-
ных для указанных систем связи ограничена 
быстродействием счетчиков фотонов. Для 
оценки быстродействия счетчика фотонов ис-
пользуют такой параметр, как длительность 
его мертвого времени – интервала времени, в 
течение которого счетчик фотонов не чувстви-
телен к падающему на него оптическому излу-
чению [3, 6–12]. 

Поскольку до настоящего времени оценка 
влияния мертвого времени счетчика фотонов на 
скорость передачи информации однофотонного 
канала связи не выполнялась, это являлось це-
лью данной работы. 

Объектом исследования выступал асин-
хронный канал связи, в котором в качестве 
приемного модуля использовался счетчик фо-
тонов с мертвым временем продлевающегося 
типа. Выбор в качестве объекта исследования 
такого канала связи объясняется тем, что в ряде 
случаев его использование оказывается более 
предпочтительным ввиду отсутствия дополни-
тельных линий связи для передачи и приема 
синхроимпульсов [6, 7]. Мертвым временем 
продлевающегося типа характеризуются счет-
чики фотонов на базе лавинных фотоприемни-
ков, включенных по схеме пассивного гашения 
лавины [6, 11, 12]. 

Предметом исследования являлось установ-
ление влияния продлевающегося мертвого вре-
мени счетчика фотонов на максимальную ско-
рость передачи информации канала связи. 

Основная часть. Дальнейшие рассуждения 
будут основаны на том, что канал связи постро-
ен на базе приемопередающих устройств [7]. 
Вначале построим математическую модель ка-
нала связи. Для этого воспользуемся методи-
кой, описанной в работах [13, 14]. 

Рассматриваемый канал связи является дво-
ичным, алфавит кодовых слов на входе которо-
го представляется символами «0» и «1». Обо-
значим вероятности появления символов «0» 
и «1» на входе канала связи как Ps(0) и Ps(1) со-
ответственно. 

Для передачи в канал связи каждого двоич-
ного символа используются оптические сигна-
лы различной мощности: символ «0» передает-
ся оптическим сигналом мощностью W1, а сим-
вол «1» – W2 (W1 < W2). При этом в течение 
длительности времени передачи одного бита τb 
в канал связи поступает в среднем не более де-
сяти фотонов как при передаче символа «0», 
так и при передаче символа «1». 

Между каждой парой символов находится 
так называемый «защитный» временной интер-
вал длительностью τb / 2, в течение которого 
данные в канал связи не передаются. 

Прием данных осуществляется посредством 
счетчика фотонов, выполненного на базе лавин-
ного фотоприемника, включенного по схеме 
пассивного гашения лавины. Поскольку симво-
лы «0» и «1» передаются импульсами различной 
мощности, то на выходе счетчика фотонов за 
время однофотонной передачи ∆t = τb / 2 форми-
руется различное количество электрических им-
пульсов, которое будет прямо пропорционально 
мощности оптического излучения [7]. 

При регистрации оптического излучения 
счетчик фотонов подсчитывает количество им-
пульсов и принимает решение, какой двоичный 
символ поступил на его вход, используя для 
этого нижний N1 и верхний N2 пороговые уров-
ни регистрации [7]. Если на выходе счетчика 
фотонов зарегистрировано импульсов в коли-
честве N1–N2, то принимается решение, что пе-
редан символ «0». При превышении зареги-
стрированных импульсов числа N2 делается вы-
вод, что передан символ «1». В случае 
регистрации импульсов в количестве, меньшем, 
чем N1, принимается решение, что символ от-
сутствует. 

Следовательно, согласно [13, 14], канал свя-
зи является несимметричным, поскольку алфа-
вит кодовых слов на входе канала связи не сов-
падает с алфавитом кодовых слов на его выхо-
де. Обозначим вероятности появления сим-
волов «0» и «1» на выходе канала связи как 
P's(0) и P's(1) соответственно, а вероятность то-
го, что на выходе канала связи символ отсут-
ствует, – P's(–). 

Всеми потерями информации, за исключе-
нием потерь в счетчике фотонов, пренебрегаем. 

Далее получим выражение для оценки мак-
симальной скорости передачи информации рас-
сматриваемого канала связи. 

Скорость передачи информации С – это ко-
личество информации I, приходящееся на сред-
нее время передачи одного бита (одного симво-
ла) τb [13, 14]: 

[ ]/ τ ( ) ( / ) / τ ,b bC I Н B H B A= = −      (1) 

где H(B) – энтропия на выходе канала связи; 
H(B / A) – условная энтропия, определяющая 
«ненадежность» канала или потери информа-
ции при воздействии помех. 

Для оценки условной энтропии воспользу-
емся формулой, полученной в [12]: 

  

[

] [
]
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2

2 2

2 2

( / ) (0) (0 / 0) log (0 / 0) 

 (1 / 0) log (1 / 0) ( / 0) 

log ( / 0) (1) (0 /1) log (0 /1) 

(1 /1) log (1 /1) ( /1) log ( /1) ,

s

s

H B A P P P

P P P

P P P P

P P P P

= − +
+ + − ×

× − − +
+ + − −

 (2)

 

где P(0 / 0) и P(0 / 1) – вероятности регистрации 
на выходе канала связи символа «0» при нали-
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чии на его входе символов «0» и «1» соответ-
ственно; P(1 / 0) и P(1 / 1) – вероятности реги-
страции на выходе канала связи символа «1» 
при наличии на его входе символов «0» и «1» 
соответственно; P(– / 0) и P(– / 1) – вероятности 
стирания символа «0» и символа «1» соответ-
ственно, определяемые как вероятности  
отсутствия символов на выходе канала связи,  
в то время как на его входе был сформирован 
символ «0» и символ «1». 

Энтропия на выходе канала связи запишет-
ся в виде [13, 14]: 

2( ) (0)log (0)  s sH B P P′ ′= − −
 

2 2 (1) log (1) ( )log ( ).s s s sP P P P′ ′ ′ ′− − − −  (2)

Входящие в формулу (3) вероятности ( 0),sP ′  
(1)sP ′ и ( )sP ′ −  равны соответственно: 

( ) (0) (0 / 0) (1) (0 /0 1),s s sP P P PP +′ =        (3) 

(1) (0) (1 / 0) (1) (1 /1),s s sP P P P P′ = +        (4) 

( ) (0) ( / 0) (1) ( / 1).s s sP P P P P′ − = − + −       (5) 

Путем подстановки выражений (4)–(6) в 
формулу (3) получим: 

[ ]( ) (0) (0 / 0) (1) (0 /1)  s sH B P P P P= − + ×  

[ ]2 log (0) (0 / 0) (1) (0 /1)  s sP P P P× + −  

[ ] (0) (1 / 0) (1) (1 /1)  s sP P P P− + ×  

[ ]2 log (0) (1 / 0) (1) (1 /1)  s sP P P P× + −  

[ ] (0) ( / 0) (1) ( /1)  s sP P P P− − + − ×  

[ ]2 log (0) ( / 0) (1) ( /1) .s sP P P P× − + −       (7) 

Полученные выражения (2) и (7) подставим 
в формулу (1), тогда 

[ ]{ (0) (0 / 0) (1) (0 /1)  s sC P P P P= − + ×  

[ ]2 log (0) (0 / 0) (1) (0 /1)  s sP P P P× + −  

[ ] (0) (1 / 0) (1) (1 /1)  s sP P P P− + ×  

[ ]2 log (0) (1 / 0) (1) (1 /1)  s sP P P P× + −  

[ ] (0) ( / 0) (1) ( /1)  s sP P P P− − + − ×  

[ ]2 log (0) ( / 0) (1) ( /1)  s sP P P P× − + − +  

[ 2 (0) (0 / 0) log (0 / 0) (1 / 0) sP P P P+ + ×  

]2 2 log (1 / 0) ( / 0) log ( / 0)  P P P× + − − +  

[ 2 (1) (0 /1)log (0 /1) (1 /1) sP P P P+ + ×  

]}2 2 log (1 / 1) ( / 1) log ( / 1) / τ .bP P P× + − −  (8) 

Переходные вероятности P(0 / 0), P(– / 0), 
P(1 / 0), P(0 / 1), P(– / 1) и P(1 / 1) равны [11]: 
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 (1 /1) 1 (0 /1) ( /1),P P P= − − −  (14) 

где nt – средняя скорость счета темновых импуль-
сов на выходе счетчика фотонов; ns0 и ns1 – сред-
ние скорости счета сигнальных импульсов на вы-
ходе счетчика фотонов при передаче символов 
«0» и «1» соответственно; τd – средняя длитель-
ность мертвого времени продлевающегося типа. 

Отметим, что для оценки мертвого времени 
продлевающегося типа используют среднее 
значение, так как его длительность зависит от 
интенсивности оптического излучения [6]. 

Темновые и сигнальные импульсы – это им-
пульсы, которые появляются на выходе счетчи-
ка фотонов соответственно в отсутствии оптиче-
ского сигнала и в результате воздействия фото-
нов регистрируемого излучения [6, 7]. 

Таким образом, рассчитать максимальную 
скорость передачи информации (пропускную 
способность) канала связи, содержащего в ка-
честве приемного модуля счетчик фотонов с 
мертвым временем продлевающегося типа, 
можно путем подстановки в (8) соответствую-
щих выражений (9)–(14) при заданных порого-
вых уровнях регистрации N1 и N2, скоростях 
счета импульсов nt, ns0 и ns1 и длительностях ∆t 
и τd с учетом того, что скорость передачи ин-
формации достигает своего максимального 
значения Сmax при Ps(0) = Ps(1) = 0,5 [13, 14]. 

По результатам выполненного математиче-
ского моделирования рассматриваемого канала 
связи получены зависимости пропускной спо-
собности канала связи от средней скорости счета 
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сигнальных импульсов ns0 для различной сред-
ней длительности мертвого времени продлева-
ющегося типа, приведенные на рис. 1. 

 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость пропускной способности  
канала связи от средней скорости счета  

сигнальных импульсов ns0: 
N1 = 1, N2 = 7, nt = 103 с–1, τb = 100 мкс, 

средняя длительность мертвого времени:  
1 – τd = 0; 2 – τd = 5 мкс;  

3 – τd = 10 мкс; 4 – τd = 15 мкс 
 

Все графики нормированы на величину  
1 / τb. Зависимости Сmax(ns0) построены в диапа-
зонах средних скоростей счета сигнальных им-
пульсов, на которых переходные вероятности  
P(0 / 0) ≥ 0,5 при заданных средних длительно-
стях мертвого времени продлевающегося типа. 
Это обусловлено тем, что для рассматриваемо-
го канала связи при P(0 / 0) < 0,5 использование 
счетчиков фотонов для регистрации данных 
становится нецелесообразным. Оценка пере-
ходных вероятностей P(0 / 0) выполнялась по 
методике [15]. Для сравнения полученных за-
висимостей Сmax(ns0) величины средних скоро-
стей счета сигнальных импульсов ns1 фиксиро-
вались постоянными и выбирались следующим 
образом. Вначале определялись диапазоны 
средних скоростей счета сигнальных импуль-
сов ns1, на которых переходные вероятности  
P(1 / 1) ≥ 0,5 при заданных средних длительно-
стях мертвого времени продлевающегося типа, 
по аналогии с выбором диапазона значений ns0. 
Затем из каждого полученного диапазона вы-
биралось оптимальное значение ns1. При этом 
критерием оптимальности являлось наимень-
шее значение ns1, при котором переходная ве-
роятность P(0 / 1) минимальна. Такой выбор 
скорости счета сигнальных импульсов ns1 поз-
воляет обеспечить наибольшие значения про-
пускной способности рассматриваемого канала 
связи. Расчет проводился для одинаковых зна-
чений нижнего и верхнего пороговых уровней 
регистрации N1 = 1 и N2 = 7, средней скорости 

счета темновых импульсов nt = 103 с–1 и средне-
го времени передачи одного бита (символа)  
τb = 100 мкс. Необходимо также отметить, что 
пороговые уровни регистрации можно выбирать 
и другими, отличными от 1 и 7, но при сравне-
нии зависимостей Сmax(ns0) для различных сред-
них длительностей мертвого времени следует 
фиксировать N1 и N2 постоянными, как и среднее 
значение скорости счета темновых импульсов nt 
и среднее время передачи одного бита (симво-
ла) τb. При этом важно учитывать, что для рас-
сматриваемого канала связи τd не может пре-
вышать ∆t, которое, в свою очередь, должно 
быть меньше средней длительности передачи 
одного бита (символа) τb на величину защитно-
го временного интервала; в противном случае 
использование счетчиков фотонов для регистра-
ции данных становится нецелесообразным [16]. 
Отметим, что при других значениях N1, N2 и 
отношениях τd / ∆t, nt / ns0 и nt / ns1 проявление 
эффекта мертвого времени продлевающегося 
типа аналогично представленному на рис. 1. 

Из полученных результатов видно, что для 
всех исследуемых значений τd с увеличением 
средних скоростей счета сигнальных импуль-
сов ns0 зависимости Сmax(ns0) вначале практи-
чески не изменяются и близки к 1,0 отн. ед., 
однако затем спадают. Причем с увеличением 
средней длительности мертвого времени про-
длевающегося типа этот спад наблюдается при 
больших значениях ns0. Так, например, зави-
симости Сmax(ns0) начинают уменьшаться соот-
ветственно при ns0 ≥ 66,6 · 103 с–1 для τd = 0;  
при ns0 ≥ 74,1 · 103 с–1 для τd = 5 мкс; при  
ns0 ≥ 83,5 · 103 с–1 для τd  = 10 мкс; при ns0 ≥ 95,6 · 103 с–1  
для τd  = 15 мкс. 

Указанные особенности поведения зависи-
мостей Сmax(ns0) объясняются характером  
изменения переходных вероятностей P(0 / 0), 
P(1 / 0) и P(– / 0) с изменением средних скоро-
стей счета сигнальных импульсов ns0, что ил-
люстрируется рис. 2. 

Для всех исследуемых диапазонов средних 
скоростей счета сигнальных импульсов на выхо-
де счетчика фотонов при передаче символов «0» 
с увеличением ns0 переходная вероятность  
P(0 / 0) растет, достигая наибольшего значения, 
после чего спадает; вероятность P(– / 0) умень-
шается от своего наибольшего значения до зна-
чения, близкого к нулю, переходя в насыщение, 
а вероятность P(1 / 0), напротив, из насыщения, 
близкого к нулю, начинает расти вплоть до 
максимума (см. рис. 2). 

Указанные особенности изменения пере-
ходных вероятностей P(0 / 0), P(1 / 0) и P(– / 0) 
с увеличением ns0 имеют место, как при нали-
чии мертвого времени продлевающегося типа, 
так и при его отсутствии, и происходят благо-
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    0,05    0,10    0,15    0,20   ns0 · 10–6, с–1

даря сдвигу максимумов статистических рас-
пределений смеси числа темновых и сигнальных 
импульсов на выходе счетчика фотонов при реги-
страции символов «0» Pst0(N) [12]. При малых 
значениях ns0 этот максимум близок к N = 0, по-
этому вероятность того, что на выходе канала 
связи не будет зарегистрировано ни символа «0», 
ни символа «1», в то время как на входе канала 
связи был сформирован символ «0» P(– / 0), до-
статочно большая (см. рис. 2, кривые 1''–4''), а 
переходная вероятность P(1 / 0) ≈ 0 (см. рис. 2, 
кривые 1'–4'). Следовательно, переходная веро-
ятность P(0 / 0) не достигает своего наибольше-
го значения (см. формулу (11)). 

 
 

 
 

Рис. 2. Зависимости переходных вероятностей 
P(0 / 0) (кривые 1–4), P(1 / 0) (кривые 1'–4') 
и P(– / 0) (кривые 1''–4'') от средней скорости 

счета сигнальных импульсов ns0: 
N1 = 1, N2 = 7, nt = 103 с–1, τb = 100 мкс, 

средняя длительность мертвого времени:  
1 – τd = 0; 2 – τd = 5 мкс; 3 – τd = 10 мкс; 4 – τd = 15 мкс 

Однако с увеличением ns0 происходит сдвиг 
максимумов статистических распределений 
Pst0(N) в сторону больших значений N, следова-
тельно, повышается вероятность регистрации 
на выходе счетчика фотонов импульсов в коли-
честве N1–N2. Это способствует уменьшению 
переходной вероятности P(– / 0) и росту пере-
ходной вероятности P(0 / 0) вплоть до ее мак-
симума. При этом вероятность регистрации на 
выходе счетчика фотонов импульсов в количе-
стве, превышающем верхний пороговый уро-
вень регистрации N2, остается весьма малой, 
поэтому переходная вероятность P(1 / 0) ≈ 0 
(см. рис. 2). 

При дальнейшем увеличении средней ско-
рости счета сигнальных импульсов ns0 макси-
мумы статистических распределений Pst0(N) 
продолжают сдвигаться в сторону еще больших 
значений N. Это приводит к увеличению веро-
ятности того, что на выходе счетчика фотонов 

будет зарегистрировано импульсов в количе-
стве, превышающем верхний пороговый уро-
вень регистрации N2, поэтому переходная веро-
ятность P(– / 0) продолжает уменьшаться и, до-
стигая значения, близкого к нулю, переходит в 
насыщение (см. рис. 2, кривые 1''–4''). Вместе с 
тем переходная вероятность P(1 / 0) начинает 
расти вплоть до своего наибольшего значения 
(см. рис. 2, кривые 1'–4'). В свою очередь, это 
приводит к уменьшению переходной вероятно-
сти P(0 / 0), как следует из формулы (11) и ил-
люстрируется рис. 2 (см. кривые 1–4). 

Следует отметить, что в диапазоне ns0, на 
котором зависимости P(0 / 0) от ns0 растут, уве-
личение средней длительности мертвого вре-
мени продлевающегося типа при прочих рав-
ных параметрах приема приводит к уменьше-
нию переходной вероятности P(0 / 0) и к росту 
переходной вероятности P(– / 0). Это объясняет-
ся тем, что при увеличении τd максимумы стати-
стических распределений Pst0(N) сдвигаются в 
сторону меньших значений N, как показано в 
работе [12]. В результате такого смещения по-
вышается вероятность регистрации на выходе 
счетчика фотонов импульсов в количестве, 
меньшем, чем N1, поэтому P(0 / 0) уменьшается, 
а P(– / 0), напротив, растет. Так, например, при 
ns0 = 52,8 · 103 с–1 переходные вероятности P(0 / 0) 
и P(– / 0) равны соответственно 92,56 · 10–2 и 
6,79 · 10–2 для τd = 0; 90,77 · 10–2 и 8,88 · 10–2 
для τd = 5 мкс; 88,20 · 10–2 и 11,63 · 10–2 для  
τd = 10 мкс; 84,71 · 10–2 и 15,21 · 10–2 для  
τd = 15 мкс. 

Из рис. 2 также видно, что в диапазоне ns0, 
на котором зависимости P(0 / 0) от ns0 спадают, 
увеличение средней длительности мертвого 
времени продлевающегося типа при прочих 
равных параметрах приема приводит к умень-
шению переходных вероятностей P(1 / 0) и к 
росту переходных вероятностей P(0 / 0). Объ-
ясняется это тем, что в таком диапазоне значе-
ний ns0 максимумы Pst0(N) располагаются в об-
ласти достаточно больших значений N, поэтому 
весьма высока вероятность того, что на выходе 
счетчика фотонов будет зарегистрировано им-
пульсов в количестве, превышающем верхний 
пороговый уровень регистрации N2. При про-
чих равных параметрах приема эта вероятность 
уменьшается с ростом τd за счет смещения мак-
симумов статистических распределений Pst0(N) в 
область меньших значений N [12]. В свою оче-
редь, при этом повышается вероятность реги-
страции на выходе счетчика фотонов импульсов 
в количестве N1–N2, поэтому увеличивается пе-
реходная вероятность P(0 / 0) и, вместе с тем, 
уменьшается переходная вероятность P(1 / 0).  
В результате, например, при ns0 = 132,8 · 103 с–1 
переходные вероятности P(0 / 0) и P(1 / 0) равны 
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соответственно 64,36 · 10–2 и 35,52 · 10–2 для  
τd = 0; 73,87 · 10–2 и 25,89 · 10–2 для τd  = 5 мкс; 
82,26 · 10–2 и 17,26 · 10–2 для τd  = 10 мкс;  
88,83 · 10–2 и 10,24 · 10–2 для τd  = 15 мкс. 

В результате в диапазоне ns0, на котором 
P(1 / 0) ≈ 0, зависимость Сmax(ns0) практически 
неизменна и близка к единице (см. рис. 1 и 2) за 
счет того, что достоверность принятых данных 
также близка к единице [15, 17]. В диапазоне ns0, 
на котором с увеличением ns0 переходная веро-
ятность P(0 / 0) уменьшается, а переходная ве-
роятность P(1 / 0) растет, спад зависимости 
Сmax(ns0) объясняется уменьшением достовер-
ности принятых данных за счет роста потерь 
информации. 

Как отмечалось ранее, с увеличением 
средней длительности мертвого времени про-
длевающегося типа спад зависимости Сmax(ns0) 
наблюдается при больших значениях ns0. Это 
обусловлено следующим. При прочих рав-
ных параметрах приема наименьшая вероят-
ность ошибочной регистрации символов «0» 
Pош0 = 1 – P(0 / 0) = P(1 / 0) + P(– / 0) с увеличе-
нием τd достигается при больших значениях 
средних скоростей счета сигнальных импуль-
сов ns0, что достаточно подробно объясняется в 
работе [12]. Отметим, что, согласно [12], 
наименьшие значения Pош0 = 0,06 достигаются 
соответственно при ns0 = 66,6 · 103 с–1 для τd = 0;  
при ns0 = 74,1 · 103 с–1 для τd = 5 мкс; 
при ns0 = 83,5 · 103 с–1 для τd = 10 мкс; 
при ns0 = 95,6 · 103 с–1 для τd = 15 мкс. Этим же 
значениям средних скоростей счета сигнальных 
импульсов при передаче символов «0» для ис-
следуемых τd соответствуют ns0, при превыше-
нии которых зависимости Сmax(ns0) начинают 
уменьшаться, как отмечалось выше. 

Также из рис. 1 видно, что в диапазонах сред-
них скоростей счета сигнальных импульсов ns0, 
на которых зависимости Сmax(ns0) уменьшаются, 
рост средней длительности мертвого времени 
продлевающегося типа при прочих равных пара-
метрах приводит к увеличению пропускной спо-
собности канала связи. Так, например, при ns0 = 
=  91,5 · 103 с–1 пропускная способность канала 
связи Сmax равна 0,75 отн. ед. для τd = 0; 0,81 отн. ед. 
для τd = 5 мкс; 0,87 отн. ед. для τd = 10 мкс;  
0,92 отн. ед. для τd = 15 мкс. Это обусловлено 
тем, что при увеличении τd максимумы стати-
стических распределений Pst0(N) сдвигаются в 
сторону меньших значений N, как отмечалось 
выше. В результате такого смещения в указан-
ном диапазоне значений ns0 увеличение сред-
ней длительности мертвого времени продле-
вающегося типа при прочих равных парамет-
рах приводит к уменьшению переходной 
вероятности P(1 / 0) и к росту переходной веро-
ятности P(0 / 0). При этом повышается досто-

верность принятых данных и уменьшаются по-
тери информации [12, 15, 17], что, в свою оче-
редь, увеличивает пропускную способность ка-
нала связи. 

Заключение. Построена математическая 
модель асинхронного канала однофотонной 
связи, в котором в качестве приемного модуля 
использовался счетчик фотонов с мертвым 
временем продлевающегося типа. 

По результатам математического моделиро-
вания установлено, что с увеличением средней 
скорости счета сигнальных импульсов при пе-
редаче символов «0» ns0 пропускная способ-
ность канала связи Сmax вначале практически не 
изменяется, однако затем спадает. Причем при 
прочих равных параметрах с увеличением 
средней длительности мертвого времени про-
длевающегося типа этот спад наблюдается при 
больших значениях ns0: при ns0 = 66,6 · 103 с–1  
для τd = 0; при ns0 = 74,1 · 103 с–1 для τd = 5 мкс; 
при ns0 = 83,5 · 103 с–1 для τd = 10 мкс;  
при ns0 = 95,6 · 103 с–1 для τd = 15 мкс. 

Получено, что в диапазонах средних скоро-
стей счета сигнальных импульсов ns0, на кото-
рых зависимости Сmax(ns0) уменьшаются, рост 
средней длительности мертвого времени про-
длевающегося типа при прочих равных пара-
метрах приводит к увеличению пропускной 
способности канала связи. Так, например, при 
ns0 = 91,5 · 103 с–1 пропускная способность ка-
нала связи Сmax равна 0,75 отн. ед. для τd = 0;  
0,81 отн. ед. для τd = 5 мкс; 0,87 отн. ед.  
для τd = 10 мкс; 0,92 отн. ед. для τd = 15 мкс. 

Результаты, полученные в настоящей рабо-
те, могут быть использованы при создании вы-
сокоскоростных систем квантово-криптографи-
ческой асинхронной связи, содержащих в каче-
стве приемных модулей счетчики фотонов с 
мертвым временем продлевающегося типа. 

Автору настоящей работы видятся весьма 
важными исследования теоретического харак-
тера по оценке влияния средней скорости сче-
та сигнальных импульсов на выходе счетчика 
фотонов при передаче символов «1» на про-
пускную способность канала связи. Не менее 
актуальными также являются и эксперимен-
тальные исследования, направленные на обос-
нование выбора лавинного фотоприемника, 
используемого при построении счетчика фо-
тонов. Эти фотоприемники могут отличаться 
как по структуре полупроводниковых обла-
стей, так и по площади фоточувствительной 
поверхности. В этой связи особый интерес 
представляет определение того, как эти пара-
метры влияют на пропускную способность 
рассматриваемого канала связи, что также 
планируется выполнить в ходе дальнейших 
комплексных исследований. 



À. Ì. Òèìîôååâ 85 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

Литература 

1. Лапонина О. Р. Основы сетевой безопасности: криптографические алгоритмы и протоколы 
взаимодействия. М.: НОУ «Интуит», 2016. 244 с. 

2. Бабаш А. В., Шангин Г. П. Криптография. М.: СОЛОН-ПРЕСС, 2007. 512 с. 
3. Килин С. Я. Квантовая криптография: идеи и практика / под ред. С. Я. Килина, Д. Б. Хорош-

ко, А. П. Низовцева. Минск: Белорус. наука, 2007. 391 с. 
4. Калачев А. А. Элементная база дальнодействующей квантовой связи. Часть 1 // Фотоника. 

2017. № 1. С. 88–98. DOI: 10.22184/1993-7296.2017.61.1.88.98. 
5. Румянцев К. Е., Пленкин А. П. Эффективность синхронизации системы квантового распреде-

ления ключа на однофотонных лавинных фотодиодах // Известия ЮФУ. Технические науки. 2016. 
№ 9. С. 4–15. DOI: 10.18522/2311-3103-2016-9-415. 

6. Гулаков И. Р., Зеневич А. О. Фотоприемники квантовых систем: монография. Минск:  
УО ВГКС, 2012. 276 с. 

7. Тимофеев А. М. Устройство для передачи и приема двоичных данных по волоконно-
оптическому каналу связи // Приборы и методы измерений. 2018. Т. 9, № 1. С. 17–27. DOI: 
10.21122/2220-9506-2018-9-1-17-27. 

8. Тимофеев А. М. Достоверность принятой информации при ее регистрации в однофотонном 
канале связи при помощи счетчика фотонов // Информатика. 2019. Т. 16, № 2. С. 90–98. 

9. Reduced deadtime and higher rate photon-counting detection using a multiplexed detector array /  
S. A. Castelletto [et al.] // Journal of Modern Optics. 2007. Vol. 54. P. 337–352. DOI: 
10.1080/09500340600779579. 

10. Single-photon detectors combining high efficiency, high detection rates, and ultra-high timing re- 
solution / I. E. Zadeh [et al.] // APL Photonics. 2017. Vol. 2. P. 111301-1–111301-7. DOI: 
10.1063/1.5000001. 

11. Тимофеев А. М. Энтропия потерь однофотонного асинхронного волоконно-оптического ка-
нала связи с приемником на основе счетчика фотонов с продлевающимся мертвым временем // Ак-
туальные проблемы науки XXI века. 2018. Вып. 7. С. 5–10. 

12. Тимофеев А. М. Оценка влияния продлевающегося мертвого времени счетчика фотонов на 
вероятность ошибочной регистрации данных квантово-криптографических каналов связи // Вестник 
связи. 2018. № 1. С. 56–62. 

13. Клюев Л. Л. Теория электрической связи. Минск: Техноперспектива, 2008. 423 с. 
14. Биккенин Р. Р., Чесноков М. Н. Теория электрической связи. М.: Издат. центр «Академия», 

2010. 336 с. 
15. Тимофеев А. М. Методика повышения достоверности принятых данных счетчика фотонов 

на основе анализа скорости счета импульсов при передаче двоичных символов «0» // Приборы и 
методы измерений. 2019. Т. 10, № 1. С. 80–89. DOI: 10.21122/2220-9506-2019-10-1-80-89. 

16. Тимофеев А. М. Влияние времени однофотонной передачи информации на вероятность 
ошибочной регистрации данных асинхронных квантово-криптографических каналов связи // Вест-
ник ТГТУ. 2019. Т. 25, № 1. С. 36–46. DOI: 10.17277/vestnik.2019.01.pp.036-046. 

17. Тимофеев А. М. Влияние времени однофотонной передачи информации на достоверность ее 
приема в квантово-криптографическом канале связи // Системный анализ и прикладная информати-
ка. 2019. № 1. С. 67–72. DOI: 10.21122/2309-4923-2019-1-67-72. 

References 

1. Laponina O. R. Osnovy setevoy bezopasnosti: kriptograficheskiye algoritmy i protokoly vzai-
modeystviya [Basics of network security: cryptographic algorithms and interaction protocols]. Moscow, 
NOU «Intuit» Publ., 2016. 244 p. 

2. Babash A. V., Shangin G. P. Kriptografiya [Cryptography]. Moscow, SOLON-PRESS Publ., 2007. 
512 p. 

3. Kilin S. Ya. Kvantovaya kriptografiya: idei i praktika [Quantum cryptography: ideas and practices]. 
Minsk, Belorus. nauka Publ., 2007. 391 p. 

4. Kalachev A. A. Components of long-distance quantum communication. Part 1. Fotonika [Photo- 
nics], 2017, no. 1, pp. 88–98. DOI: 10.22184/1993-7296.2017.61.1.88.98. 

5. Rumyantsev K. Е., Plenkin A. P. The effectiveness of synchronization of quantum key distribution 
system at the single-photon avalanche photodiodes. Izvestiya YuFU. Tekhnicheskiye nauki [Izvestiya 
SFedU. Engineering Sciences], 2016, no. 9, pp. 4–15. DOI: 10.18522/2311-3103-2016-9-415. 

6. Gulakov I. R., Zenevich A. O. Fotopriemniki kvantovykh sistem: monografiya [Photodetectors of 
quantum systems: monograph]. Minsk, UO VGKS Publ., 2012. 276 p. 



86 Ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îäíîôîòîííîãî êàíàëà ñâÿçè ñ ïðèåìíûì ìîäóëåì 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

7. Timofeev A. M. Device for binary data transmitting and receiving over a fiber-optic communication 
channel. Pribory i metody izmereniy [Devices and methods of measurements], 2018, vol. 9, no. 1, pp. 17–27. 
DOI: 10.21122/2220-9506-2018-9-1-17-27. 

8. Timofeev A. M. The reliability of the received information if it is registered in the single photon 
communication channel using the photon counter. Informatika [Informatics], 2019, vol. 16, no. 2,  
pp. 90–98 (In Russian). 

9. Castelletto S. A., Degiovanni I. P., Schettini V., Migdall A. L. Reduced deadtime and higher rate 
photon-counting detection using a multiplexed detector array. Journal of Modern Optics, 2007, vol. 54,  
pp. 337–352. DOI: 10.1080/09500340600779579. 

10. Zadeh I. E., Los J. W., Gourgues R. B., Steinmetz V., Bulgarini G., Dobrovolskiy S. M.,  
Zwiller V., Dorenbos S. N. Single-photon detectors combining high efficiency, high detection rates, and 
ultra-high timing resolution. APL Photonics, 2017, vol. 2, pp. 111301-1–111301-7. DOI: 
10.1063/1.5000001. 

11. Timofeev A. M. Entropy of losses of a single-photon asynchronous fiber-optic communication 
channel with a receiver based on a photon counter with prolonged dead time. Aktual’nyуe problemy nauki 
XXI veka [Current issues of science in the 21st century], 2018, issue 7, pp. 5–10 (In Russian). 

12. Timofeev A. M. Estimation of the photons counter lasting dead time influence on the probability of 
erroneous data registration of quantum-cryptographic communication channels. Vestnik svyazi [Communi-
cation bulletin], 2018, no. 1, pp. 56–62 (In Russian). 

13. Klyuev L. L. Teoriya elektricheskoy svyazi [The theory of electrical communication]. Minsk, 
Tekhnoperspektiva Publ., 2008. 423 p. 

14. Bikkenin R. R., Chesnokov M. N. Teoriya elektricheskoy svyazi [The theory of electrical commu-
nication]. Moscow, Izdatel’skiy tsentr «Akademiya» Publ., 2010. 336 p. 

15. Timofeev A. M. Methods of increasing the reliability of the received data of the photon counter 
based on the analysis of the pulse counting rate during the transmission of binary symbols «0». Pribory i 
metody izmereniy [Devices and methods of measurements], 2019, vol. 10, no. 1, pp. 80–89. DOI: 
10.21122/2220-9506-2019-10-1-80-89. 

16. Timofeev A. M. The effect of single photon transmission time on the probability of erroneous re- 
gistration of asynchronous data of quantum cryptographic communication channels. Vestnik TGTU  
Bulletin of TSTU], 2019, vol. 25, no. 1, pp. 36–46. DOI: 10.17277/vestnik.2019.01.pp.036-046. 

17. Timofeev A. M. The influence of the time of single photon transmission of information on the reli-
ability of its reception in a quantum cryptographic communication channel. Sistemnyy analiz i prikladnaya 
informatika [System analysis and applied information science], 2019, no. 1, pp. 67–72. DOI: 
10.21122/2309-4923-2019-1-67-72. 

Информация об авторе 

Тимофеев Александр Михайлович − кандидат технических наук, доцент, доцент кафедры за-
щиты информации. Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
(220013, г. Минск, ул. П. Бровки, 6, Республика Беларусь). E-mail: tamvks@mail.ru 

Information about the author 

Timofeev Alexander Mikhaylovich − PhD (Engineering), Assosiate Professor, Assistant Professor, 
the Department of Information Security. Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics  
(6, P. Brovki str., 220013, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: tamvks@mail.ru 

Поступила 22.03.2019 



Þ. Î. Ãåðìàí, Î. Â. Ãåðìàí, È. Í. Áîãàòêî 87 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ  
È ÎÁÓ×ÀÞÙÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ 

 
 
 
 
УДК 512.8:681 

Ю. О. Герман1, О. В. Герман1, И. Н. Богатко2 
1Белорусский государственный технологический университет 

2Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 

МОДЕЛИРОВАНИE ПРОЦЕССА ОБУЧЕНИЯ  
НА ОСНОВЕ КЛАСТЕРНОГО ПОДХОДА  

Представлен способ моделирования управляющей реакции «электронного» учителя на основе 
техники кластеризации с использованием дискриминаторной функции. Рассматривается система 
обучения, где роль преподавателя выполняет компьютерная программа. Поведенческая модель за-
дается как множество таблиц. В каждой таблице описывается одна реакция; столбцы таблицы соот-
ветствуют переменным состояния системы, причем последний столбец определяет реакцию в дан-
ной ситуации с нечеткой мерой, характеризующей, например, ее релевантность (соответствие ситу-
ации). Для каждого типа реакции используется отдельная таблица. Например, такими реакциями 
могут быть: «усложнить пример», «поднять эмоциональный фон», «опросить любого ученика», 
«дать дополнительное объяснение» и т. п. В колонке «управляющая реакция» каждой таблицы за-
писываем число от 0 до 1 (крайние значения: не выдавать реакцию (0) и выдать реакцию (1)). Итак, 
в каждой таблице имеется, по сути, два кластера, условно назовем их 0-кластер и 1-кластер. Выбор 
реакции зависит от того, к какому кластеру следует отнести данный набор текущих переменных 
системы. При этом мы допускаем выдачу нескольких реакций одновременно при условии, что они 
не исключают друг друга. Описанная таким образом задача относится к задаче нечеткой классифи-
кации. Мы излагаем оригинальный метод ее решения, специфика которого состоит в достаточно 
простом математическом аппарате и наличии множества обучающих таблиц.  

Ключевые слова: электронное обучение, кластер, кратчайшее расстояние, нечеткое распознавание. 

Yu. O. German1, O. V. German1, I. N. Bogatko2 
1Belarusian State Technological University 

2Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

MODELLING OF THE PROCESS OF LEARNING  
ON THE BASIS OF CLUSTERIZATION APPROACH  

An approach to model a control reaction of an “electronic” teacher on the basis of clusterization 
technique with an application of the discriminator function is presented in the paper. The training system is 
considered, where the role of a teacher is performed by a computer program. The behavioral model is 
defined as a set of tables. Each table is used to define one reaction and contains the columns standing for 
the system state variables, and the last column determines the reaction in this situation with  
a fuzzy measure, which characterizes, for example, its relevance (the situation corresponds).  
As the examples of reactions there may be the following ones: “make an example more complex”, “raise 
the emotional level”, “ask any student a question”, “give additional explanations”, etc. The reaction level is 
represented with a value from 0 to 1 with boundary levels: 0 – do not produce a reaction and 1 – make a 
reaction. Thus, in each table there are, in fact, two clusters, conventionally called 0-cluster and  
1-cluster. The final solution depends on the cluster selected from each table. We admit a possibility to select 
more than one reaction simultaneously, provided that selected reactions are not mutually exclusive. The 
problem formulated in this way represents a kind of a fuzzy clusterization. We present an original method 
of its solution taking into account a number of training behavioral tables.  

Key words: electronic learning, cluster, the shortest distance, fuzzy recognition. 

Введение. В статье излагается техника при- 
нятия управленческих решений, использующая 
множество обучающих таблиц. Каждая таблица 

описывает один тип реакции как нечеткую пере-
менную. Для всех таблиц определено множество 
условий взаимоисключения, так что в конечном 
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итоге допускается одновременно выдача не-
скольких реакций, но при условии их совмести-
мости. Данная статья развивает подход к модели-
рованию обучения, описанный в работах [1−4], 
внося в него новые представления и теоретиче-
ские решения. Подход можно использовать не 
только для моделирования обучения, но и для 
применения в других сферах: электронном ме-
неджменте, управлении беспилотными транспорт-
ными средствами, электронной медицине и др.  
В основе описываемого подхода лежит использо-
вание поведенческих таблиц (по сути, обучаю-
щих таблиц, таблиц решений [5]). Поведенческая 
таблица содержит столбцы, соответствующие  
переменным состояния системы. Значениями в 
столбцах являются соответствующие значения 
переменных состояния. Последний столбец опре-
деляет управляющую реакцию на данное состо-
яние. Поскольку управляющих реакций может 
быть несколько, то число поведенческих таблиц 
в общем случае превосходит одну. Рассматривае-
мая в статье задача состоит в выборе управляю-
щей реакции (реакций) на текущую наблюдаемую 
ситуацию. Имеет место следующая специфика 
задачи. Во-первых, поведенческая таблица не 
должна быть противоречивой, т. е. для одного и 
того же состояния не может быть реализовано 
две и более взаимоисключающих реакций. Од-
нако допускается, что из нескольких поведенче-
ских таблиц производится выбор нескольких 
различных реакций, некоторые из которых обра-
зуют несовместные пары. Таким образом, до-
полнительным нюансом в общей задаче явля-
ется финальная выборка окончательного множе-
ства реакций с учетом условий их совместности. 
Эта задача в действительности является хорошо 
разработанной задачей булевского программи-
рования с алгоритмом решения, предложенным 
Э. Балашем [6]. Во-вторых, каждая переменная 
состояний должна иметь (нечеткое) значение в 
каждой строке таблицы. При этих ограниче-
ниях специфика задачи далее состоит в указа-
нии для управляющей реакции нечеткой меры 
релевантности. Значение этой меры выставля-
ется человеком-экспертом, хорошо владеющим 
предметной проблематикой. В связи с реализа-
цией рассматриваемого подхода отдельно стоит 
проблема формирования системных переменных 
(критериев). Этот вопрос представляет вполне  
самостоятельную и нередко сложную задачу.  
Для ее решения следует определить критерии, 
значения которых используются в качестве си-
стемных переменных, а также способы оценки 
критериев. Например, как оценить критерий 
«аудитория воспринимает материал безраз-
лично»? Ясно, что оценку степени безразличия 
можно составить только из визуального наблю-
дения за аудиторией, т. е. за каждым учеником  

в отдельности. Признаком безразличия будет от-
сутствие взгляда на экран, где демонстрируется 
учебный материал. Таким образом, нужно уметь 
оценивать направление зрачков, а это предпола-
гает распознавание лиц и глаз обучаемых при 
сканировании аудитории камерой наблюдения. 
Разумеется, вопросы оценки критериев специ-
фичны для каждого приложения и требуют са-
мостоятельного изучения.  

Основная часть. Пусть дана поведенческая 
таблица, описывающая реакцию «поднять эмо-
циональный фон» (табл. 1). 

 
Таблица 1 

Поднять эмоциональный фон − y1 

№ п/п 
x1  

(активность) 
x2 

(однообразие) 
y1 

1 1,0 0,3 0,1 
2 0,6 0,4 0,7 
3 0,6 0,8 0,2 
4 0,5 0,3 0,7 
5 0,7 0,5 0,1 
6 0,8 0,8 0,4 
7 0,3 0,7 0,9 

 
Интерпретация этой таблицы достаточно 

очевидна: чем меньше активности со стороны 
обучаемых и чем больше монотонность (одно-
образие) материала, тем больше необходимость 
в поднятии эмоционального фона. Это можно 
сделать, например, демонстрацией ролика или 
проигрыванием аудиофайла с интересной содер-
жательной историей по теме изложения.  

Предположим далее, что текущая ситуация 
характеризуется следующим набором значений 
переменных состояния: x1 = 0,4; x2 = 0,3. Каково 
значение y1? Рассмотрим технику получения от-
вета на основе кластеризационного подхода [7]. 
Для построения кластеров будем привлекать 
дискриминаторные функции [8]. В простейшем 
случае дискриминаторная функция является ли-
нейной. Отыскание коэффициентов линейной 
модели можно реализовать путем решения си-
стемы линейных алгебраических неравенств, со-
ставленных по данным обучающей таблицы.  
В случае невозможности получения линейного 
представления можно использовать обучение 
нейронной сети [9] или механизм нелинейной 
регрессии [10]. Вопрос построения математиче-
ской модели по эмпирической таблице может 
решаться с разных позиций [11]. Мы опускаем 
его, имея в виду технический характер этого во-
проса. У нас имеется два кластера: y1 = 0 (истин-
ный кластер) и y1 = 1 (ложный кластер). В 1-кла-
стере не предусмотрено управляющее воздей-
ствие, связанное с поднятием эмоционального 
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фона. В 0-кластере, напротив, следует некото-
рым образом поднять эмоциональный фон. 
Табл. 1 нужно перестроить так, чтобы были 
представлены оба кластера. Это сделать не-
сложно, если иметь в виду, что отрицание нечет-
кой меры принадлежности дает нечеткую меру 
принадлежности к дополнительному кластеру: 

μ(x) = 1 − μ(~x), 

где знак ~ означает операцию отрицания. Полу-
чаем следующую табл. 2. 

 
Таблица 2  

Указание кластеров 

№ п/п x1  

(активность) 
x2 

(однообразие) y1 Кластер 

1 1,0 0,3 0,1 Истина 
2 1,0 0,3 0,9 Ложь 
3 0,6 0,4 0,7 Истина 
4 0,6 0,4 0,3 Ложь 
5 0,6 0,8 0,2 Истина 
6 0,6 0,8 0,8 Ложь 
7 0,5 0,3 0,7 Истина 
8 0,5 0,3 0,3 Ложь 
9 0,7 0,5 0,1 Истина 

10 0,7 0,5 0,9 Ложь 
11 0,8 0,8 0,4 Истина 
12 0,8 0,8 0,6 Ложь 
13 0,3 0,7 0,9 Истина 
14 0,3 0,7 0,1 Ложь 

 
Первая строка табл. 2 означает, что если  

активность x1 = 1,0 (высокая) и однообразие  
x2 = 0,3 (низкое), то имеем 1-кластер, в котором 
релевантность операции «поднять эмоциональ-
ный фон» низка (y1 = 0,1).  

 

№ п/п 
x1  

(активность) 
x2  

(однообразие) 
y1 Кластер 

1 1,0 0,3 0,1 Истина 
 
Вторая строка читается иначе: «если актив-

ность x1 = 1,0 (высокая) и однообразие x2 = 0,3 
(низкое), то имеем 0-кластер, в котором реле-
вантность операции «поднять эмоциональный 
фон» высока (y1 = 0,9)». 
 

№ п/п 
x1  

(активность) 
x2  

(однообразие) 
y1 Кластер 

2 1,0 0,3 0,9 Ложь 
 
Для табл. 2 определяем линейную дискрими-

наторную функцию, отделяющую один кластер 
от другого: 

 F = 0,98 − x1 + 0,9x2 − 1,5y1.  (1) 

В рассматриваемом примере мы использо-
вали Excel и надстройку «Поиск решения» для 

составления и решения системы линейных нера-
венств для определения коэффициентов дискри-
минаторной функции. Заметим попутно, что 
отыскиваемое решение будет тем точнее соот-
ветствовать задаче исследования, чем полнее 
представлена поведенческая таблица (т. е. чем 
больше ситуаций она «схватывает»). Считаем 
нужным также обратить внимание на возмож-
ность использования техники планирования экс-
перимента для определения числа состояний и 
их значений в каждой поведенческой таблице. 

Если значение дискриминаторной функции 
на данном наборе значений переменных состоя-
ния больше 0, то имеем кластер «Истина», в про-
тивном случае – кластер «Ложь». Для входного 
набора x1 = 0,4; x2 = 0,3 нам не известно значение 
нечеткой меры y1. Будем опираться на подход, 
использованный в работе [12], который здесь мы 
существенно упрощаем. Пограничное значение 
y1 легко отыскать из уравнения 

F = 0 = 0,98 − 0,4 + 0,9 · 0,3 − 1,5y1.  (2) 

Отсюда находим: y1 = 0,56. Итак, кластер 
«Истина» имеет граничную меру y1 = 0,56. По-
лучаем для кластера «Ложь» ~y1 = 0,44 < 0,56 и, 
следовательно, повышаем эмоциональный уро-
вень аудитории. Пусть входные значения та-
ковы: x1 = 0,8; x2 = 0,0. Тогда y1 = 0,12. Вопрос о 
повышении уровня эмоциональности изложе-
ния решается в этом случае отрицательно. 

Теперь остается рассмотреть вопрос о взаим-
ном исключении управляющих решений.  

Отношения взаимоисключения управленче-
ских решений передаются системой логических 
уравнений. Для простоты изложения рассмотрим 
следующую систему управленческих решений: 

y1 = «повысить эмоциональный фон»; 
y2 = «усложнить тест»; 
y3 = «дать дополнительное объяснение»; 
y4 = «рассмотреть новый пример». 
Будем считать, что несовместимы следую-

щие пары управленческих решений: (y1, y2),  
(y1, y3), (y1, y4), (y2, y3), (y2, y4). 

Далее допустим, что определены меры ис-
тинности управленческих решений: μ(y1) = 0,6, 
μ(y2) = 0,8, μ(y3) = 0,4, μ(y4) = 0,7. 

Сформулируем задачу оптимизации в следу-
ющем формальном виде: 

Σziμ(yi) → max, 

zi + zj ≤ 1, если решения yi и yj несовместимы; 

zk ∈{0, 1}, 

μ(yk) ≥ 0,5. 

В нашем случае имеем: 

0,6z1 + 0,8z2 + 0,7z4 → max, 
z1 + z2 ≤ 1,  z1 + z4 ≤ 1,   z2 + z4 ≤ 1. 

(3) 
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Данную задачу можно решить методом  
Э. Балаша. Решение в нашем случае тривиально: 
y2 = 1, т. е. нужно выбрать управление y2, а 
остальные управления игнорировать. 

Указанный подход можно обобщить на некото-
рые варианты задачи. Рассмотрим вариант, когда в 
некоторых ситуациях один или более критериев не 
имеют значения для выбора управляющей реакции. 
Например, рассмотрим такую ситуацию: 
 

x1 (активность) x2 (однообразие) y1 
1,0 * 0,1 

 
Здесь символ «*» означает «безразличное» зна-

чение критерия «однообразие». Данный вариант 
можно естественным образом привести к ранее по-
лученному, если ввести в рассмотрение различные 
дискретные значения критерия «однообразие».  
В результате можно получить такое представление: 
 

x1 (активность) x2 (однообразие) y1 
1,0 0,0 0,1 
1,0 0,1 0,1 
1,0 0,2 0,1 
… … … 
1,0 1,0 0,1 

 
Минус этого варианта замены заключается в 

увеличении размерности поведенческой таб-
лицы за счет дополнительных строк, число кото-
рых определяется принимаемой точностью.  
Некоторого эффекта можно достичь перекоди-
ровкой значений критериев. Так, неопределен-
ное значение «*» можно кодировать векто- 
ром <0,5, 0,5>. Нечеткое значение μ кодируем 
как <μ, 1,0>. Четкое значение кодируем как век- 
тор <μ, 0,0>. Как интересную возможность отме-
тим, что вектор <μ, α> можно трактовать следую-
щим образом: «критерий имеет нечеткое значение μ 
со степенью уверенности α». Так, табл. 3 с исход-
ными данными перепишем как табл. 4. 

  

Таблица 3  
Неопределенные значения 

x1 (активность) x2 (однообразие) y1 
1,0 * 0,1 
0,6 0,4 0,7 
0,6 0,8 0,2 
* 0,3 0,7 

 
 Таблица 4  

Неопределенные значения заменены векторами 

x1 (активность) x2 (однообразие) y1 
1,0 1,0 0,5 0,5 0,1 
0,6 1,0 0,4 1,0 0,7 
0,6 1,0 0,8 1,0 0,2 
0,5 0,5 0,3 1,0 0,7 

Последний вариант удваивает число столб-
цов, но взамен дает дополнительные функцио-
нальные возможности. Развивая описываемый 
подход, можно ввести многозначные меры вме-
сто нечетких оценок. В частности, закодируем 
нечеткие значения 0, 0,1, 0,2, ..., 0,9, 1,0 векто-
рами <0, 0, 0, 0>, <0, 0, 0, 1>, <0, 0, 1, 0>, ...,  
<1, 0, 1, 0>, выделив для неопределенного зна-
чения «*», например, <1, 0, 1, 1>. Теперь каждый 
двоичный разряд вектора соответствует отдель-
ному столбцу поведенческой таблицы.  

Идею, аналогичную рассмотренным выше, 
можно использовать при наличии противоречи-
вых строк поведенческой таблицы. Приведем 
такую иллюстрацию: 

 
x1 (активность) x2 (однообразие) y1 

1,0 0,0 0,1 
1,0 0,0 0,9 

 
Здесь реакция y1 для одних и тех же значений 

критериев различна. Теоретически обработать 
подобную ситуацию можно в том случае, если 
известны вероятности (или субъективные отно-
шения предпочтения, определяемые экспер-
тами). Тогда значение вероятности нужно выде-
лить в качестве отдельного столбца, как мы де-
лали с нечеткой мерой. Ясно, что для четких си-
туаций значение вероятности равно 1,0. 

Рассмотрим теперь оценку сложности вы-
числений при принятии решений. Вычислитель-
ная сложность изложенного метода достаточно 
низка, если не принимать во внимание решение 
задачи булевского программирования методом 
Э. Балаша. Действительно, дело сводится к 
отысканию корня единственного линейного 
уравнения. Что касается метода Балаша, то сле-
дует иметь в виду ограниченное число управля-
ющих воздействий для многих практических за-
дач рассматриваемого класса. Кроме того, 
можно ограничиться какой-либо эвристической 
процедурой. Так, задача (3) по форме близка к 
задаче упаковки в контейнер (в нашем случае 
число контейнеров равно 3). В ослабленном ва-
рианте получим классическую задачу об упа-
ковке в контейнер, сложив все неравенства в (3): 

0,6z1 + 0,8z2 + 0,7z4 → max, 
2z1 + 2z2 + 2z4 ≤ 3. (4) 

Решение отыскивается так: в первую оче-
редь включаем в решение ту переменную zi, 
которая имеет максимальное значение отно-
шения коэффициентов ai / bi, где ai − коэффи-
циент при zi в целевой функции, bi − коэффи-
циент при этой же переменной в ограничении. 
В примере (4) выбираем переменную z2 (z2 = 1), 
после чего система переписывается следую-
щим образом: 
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0,6z1 + 0,7z4 → max, 

2z1 + 2z4 ≤ 1. (5) 

Система (5) имеет единственное решение  
z1 = 0, z4 = 0. 

Решение задачи (5) об упаковке в контей- 
нер [13] на основе эвристического подхода ха-
рактеризуется вычислительной сложностью 
O(n2), где n – число переменных задачи оптими-
зации, определяемое одним-двумя десятками, 
так что решение можно искать полным перебо-
ром. Как следствие, общая эффективность пред-
лагаемого подхода зависит не столько от раз-
мерности, сколько от качества информации в 
обучающих поведенческих таблицах.  

Заключение. Вычислительная сложность 
изложенного метода, очевидно, полиномиальна, 
если не брать во внимание решение задачи бу-
левского программирования методом Э. Балаша 
(проблематика вычислительной сложности опи-
сана в [14]). Отыскание корня линейного алгеб-
раического уравнения требует линейных вре-
менных затрат. Что касается метода Балаша,  

который, как известно, в общем случае обладает 
экспоненциальной временной сложностью, но 
ввиду ограниченного числа управляющих воз-
действий для многих практических задач рас-
сматриваемого класса его реализация даже в 
случае полного перебора вариантов не отразится 
на оперативности принимаемых решений. Дей-
ствительно, число управляющих переменных 
определяется одним-двумя десятками, так что 
решение можно искать полным перебором. Как 
следствие, общая эффективность изложенного 
подхода является достаточно высокой при созда-
нии системы мониторинга учебного процесса и 
зависит в первую очередь от принимаемых 
управляющих решений. Последнее обстоятель-
ство определяется способом выбора и оценки си-
стемных критериев, устанавливаемых экспер-
тами. В связи с высокими темпами цифровиза-
ции и интеллектуализации различных сфер дея-
тельности, описанный в статье подход может 
быть использован в интерактивных обучающих 
системах уже в достаточно близкой перспек-
тиве [15, 16].  
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ВЕБ-САЙТ КАК ИНСТРУМЕНТ ПРОДВИЖЕНИЯ КОМПАНИИ  
В СЕТИ ИНТЕРНЕТ (НА ПРИМЕРЕ РАЗРАБОТКИ ПРОТОТИПА САЙТА  

ДЛЯ СТУДИИ ДИЗАЙНА ИНТЕРЬЕРА) 
Статья посвящена описанию процесса разработки прототипа веб-сайта для студии дизайна 

интерьера в соответствии с задачами студии. На основе исходных данных были выделены общие 
задачи разрабатываемого веб-сайта. В статье приведены основные показатели эффективности 
веб-сайта, которые позволят студии дизайна интерьера оценить продуктивность разработанного 
веб-сайта. В рамках исследования целевая аудитория была разбита на группы, каждая из которых, 
в свою очередь, имеет уровни взаимодействия с веб-сайтом. Кроме того, были сформулированы 
специализированные задачи сайта. Разработанный авторами прототип сайта для студии дизайна 
интерьера основывается на результатах исследования целевой аудитории и продуманных общих 
и специализированных задачах веб-сайта. Каждый элемент прототипа решает определенные про-
блемы представителей целевой аудитории, находящихся на различном уровне взаимодействия с 
веб-сайтом. Информация в размещаемых разделах была структурирована таким образом, чтобы 
она была легка для понимания тем, кто находится на этапе оценки альтернатив, но в то же время 
несла пользу человеку, решившему заказать проект.  

Ключевые слова: веб-сайт, пользовательский опыт, прототип, целевая аудитория. 
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WEBSITE AS A TOOL OF COMPANY PROMOTION IN THE INTERNET 
(ON THE EXAMPLE OF A PROTOTYPE SITE OF AN INTERIOR DESIGN STUDIO) 

This article is devoted to the description of the development process of a prototype site of an interior 
design studio. The development is carried out in accordance with the objectives of the company. After 
the analysis of the theoretical basis, the type of the site has been determined: the site is a place of 
communication with its users. The main tasks of the website have been identified on the basis of the data 
received from the company. The interior design studio can evaluate the effectiveness of the website using 
performance indicators that have also been identified. After conducting audience research, the target 
audience of the design studio was divided into groups, each of which has a level of interaction with the 
website. Specialized tasks of the website have been developed based on the main needs of the target 
audience of the website. The prototype of the website developed by the authors is based on the results of 
the analysis of the target audience and thought-out general and specialized tasks of the website. Each 
element of the prototype solves certain problems of representatives from the target audience at different 
levels of interaction with the website. The information in the sections is structured in such a way that it 
is clear to beginners, but at the same time is beneficial to a potential client.  

Key words: website, user experience, prototype, target audience. 

Введение. Одной из основных тенденций со-
временного рынка является увеличение количе-
ства веб-сайтов компаний различной направлен-
ности: начиная от сайтов-визиток и заканчивая 
производственными предприятиями. Каждый 
бизнес, не представленный в интернете, теряет 
огромное количество клиентов, партнеров и со-
трудников. Это объясняется тем, что интернет 
на данный момент является медиаресурсом,  

превосходящим по популярности и удобству 
средства массовой информации. Таким образом, 
веб-сайт является инструментом бизнеса по до-
стижению целей. 

Веб-сайт как средство продвижения бизнеса 
выполняет ряд важнейших функций: обеспече-
ние актуальной информацией пользователей на 
постоянной основе, привлечение новых клиен-
тов, простой способ коммуникации с клиентами, 
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формирование имиджа компании. Таким образом, 
сайт является инструментом влияния на пользова-
телей. Для того чтобы наиболее эффективно по-
строить взаимодействие, в первую очередь необ-
ходимо определиться с основной функцией сайта: 
сайт как продукт и сайт как место коммуникации. 
Веб-сайт как продукт – это аналог продукта ком-
пании, программного обеспечения или услуги. 
Сайт как место коммуникации – это пространство 
для общения с пользователями с целью убедить их 
в важности и пользе вашего продукта. Далее, зная 
предназначение веб-сайта, формулируются его 
общие цели для бизнеса, проводятся исследования 
целевой аудитории и на основе полученных дан-
ных реализуется прототип веб-сайта. 

Основная часть. Важнейшей функцией веб-
сайта для студии дизайна интерьера является ком-
муникация с пользователями посредством предо-
ставления актуальной информации о студии и ее 
проектах, ответов на самые распространенные во-
просы и размещения отзывов клиентов студии. 
Студия дизайна интерьера, для которой проекти-
руется веб-сайт в рамках выполнения данного ис-
следования, имеет несколько инструментов для 
коммуникации с потенциальными клиентами:  

1) веб-сайт; 
2) поисковая оптимизация; 
3) контекстная реклама; 
4) инстаграм-аккаунт. 
Таким образом, сайт выступает в качестве 

инструмента для решения задач компании. 
Определение задач для сайта является первой и 
самой важной ступенью в разработке веб-сайта 
для любой компании. Это, в первую очередь, 
объясняется тем, что при наличии задач владе-
лец бизнеса может оценить, соответствует ли 
разработанный сайт задачам бизнеса. В силу 
того, что сайт – это инструмент для компании по 
достижению задач, то цель сайта как таковую 
мы выделить не можем. Цель есть у бизнес-про-
екта, включающего не только сайт как основу, 
но и остальные каналы продвижения, например, 
поисковую оптимизацию.  

Совместно с руководством студии дизайна 
интерьера были сформулированы следующие 
задачи для веб-сайта:  

– преобразовать 5% органических посетите-
лей (пришедших из поисковой системы) веб-
сайта в потенциальных клиентов путем получе-
ния их почты или номера телефона; 

– сформировать на сайте положительную 
коммуникацию с пользователями разного уровня; 

– разработать системы точек соприкоснове-
ния с посетителями за счет логически структу-
рированного контента; 

– увеличить количество положительных от-
зывов от клиентов компании и уменьшить коли-
чество жалоб;  

– сократить количество жалоб на сторонних 
сайтах. 

Рассмотрим пути решения описанных выше 
задач. Для достижения 5%-ной конверсии необ-
ходимо помимо размещения блоков «Получить 
консультацию» еще использовать и такие, кото-
рые будут предоставлять какую-либо полезную 
информацию для посетителя, например, «Гид по 
стилям интерьера» или тест для определения 
стиля интерьера, подходящего пользователю.  

Для формирования положительной коммуни-
кации с пользователем следует продумать опыт 
взаимодействия с сайтом каждого представителя 
целевой аудитории и с помощью правильной ор-
ганизации структуры разработать простой и по-
нятный интерфейс, т. е. юзабильный сайт. 
Юзабилити – удобство использования [1].  

Контент на веб-сайте должен выполнять 
определенную функцию, поэтому для формиро-
вания системы точек соприкосновения с посети-
телем необходимо сформировать требования к 
содержимому. Требования формируются на ос-
нове целевой аудитории и ее потребностей, для 
выяснения которых проводятся исследования [2].  

Вопрос отзывов касается не только веб-
сайта, но работы персонала студии, поэтому вы-
полнение этой задачи будет косвенным. Веб-
сайт может сформировать систему быстрого ре-
агирования на жалобу, например, с помощью 
добавления раздела «Тема обращения», в кото-
ром пользователь выберет: отзыв, жалоба, пред-
ложение. Таким образом, работа с негативом в 
компании будет проводиться быстрее.  

Последняя задача веб-сайта также является кос-
венной. В первую очередь, она зависит от органи-
зации рабочего процесса в студии. Например, после 
завершения проекта представитель компании мо-
жет попросить об обратной связи и дать ссылку на 
сайт компании, таким образом уменьшится показа-
тель негативных отзывов на сторонних сайтах. Од-
нако система отзывов на сайте должна быть макси-
мально прозрачной и удобной для того, чтобы 
пользователи оставляли отзыв именно там. 

Указанные выше задачи были сформулиро-
ваны для того, чтобы компания могла оценить 
эффективность веб-сайта, проанализировав, на 
каком уровне находится выполнение той или 
иной задачи. Ввиду того, что этот процесс не все-
гда является простым, были введены показатели 
эффективности веб-сайта: 

1) конверсия K – отношение количества по-
сетителей, оставивших свои контактные дан-
ные, к общему числу посетителей веб-сайта: 

_
100%,

_

sum tarK
sum all

≡  

где sum_tar – это количество посетителей, совер-
шивших целевое действие (например, прошедших 
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тест, оставивших свои данные); sum_all – все по-
сетители сайта за определенный период; 

2) время использования веб-сайта t; 
3) количество отзывов на сайте am; 
4) соотношение положительных отзывов 

(am_p) к отрицательным: 

_
_ 100%;

am pK am
am

≡  

5) число посетителей, возвратившихся на 
веб-сайт студии am_r. 

Показатели эффективности могут быть рас-
считаны после публикации сайта в сети интер-
нет, однако их определение влияет на процесс 
разработки веб-сайта. 

После определения задач веб-сайта, путей их 
достижения и показателей его эффективности 
было сформулировано назначение веб-сайта. 
Веб-сайт студии дизайна интерьера, над которым 
ведется работа в рамках данного исследования, 
предназначен для эффективной двусторонней 
коммуникации с целевой аудиторией, предста-
вители которой могут находиться на различных 
этапах взаимоотношений с компанией.  

Из назначения веб-сайта следует выделение 
групп целевой аудитории [3]. Основываясь на 
данных, полученных от студии дизайна интерь-
ера, были выделены следующие группы целевой 
аудитории, которые приведены в таблице. 

Рассмотрим каждую группу подробнее. 
Первая группа − женщины от 30 до 60 лет, в 

основном замужем, которым необходим ремонт 
квартиры в данный момент или он планируется 
в ближайшем будущем. Образование − среднее 
специальное или высшее. Уровень дохода − 
выше среднего. Профессия не имеет значения. 
Национальность − русские, белорусы, укра-
инцы, однако не исключены и другие нацио-
нальности. Проживают в Республике Беларусь. 
Ввиду того, что представители данной группы 
проводят большое количество времени дома, в 
кругу семьи, очень ответственно относятся к ди-
зайну интерьера в каждой комнате и гармонич-
ному сочетанию всех элементов. Их основными 

требованиями являются квалифицированность 
персонала компании, взаимопонимание с дизай-
нером, который будет работать над их жильем, 
разработка интерьера в современном стиле и в 
соответствии со вкусами заказчика, при этом, 
чтобы жилье оставалось уютным, а также учет 
образа жизни заказчицы и ее семьи при плани-
ровании помещения. Мотиваторами данной 
группы являются оптимальное использование 
пространства и технологичность решений. 

Ко второй группе относятся молодые парни 
в возрасте от 25 до 40 лет, как женатые, так и 
нет, по профессии программисты. Заработок вы-
сокий, образование различное: от базового до 
высшего. Преимущественно жители Беларуси, 
России и Украины. 

Этой группе необходим полноценный ди-
зайн-проект их квартиры в новостройке с ремон-
том под ключ и, чаще всего, с авторским надзо-
ром. Как правило, представители группы плани-
руют детей, поэтому одним из критериев явля-
ется ориентированность дизайна на семью. Од-
нако бывают холостые представители, которые 
приобрели квартиру-студию. Планировка та-
кого жилья ориентирована на его развлечения, 
хобби и комфортный отдых.  

Ключевыми ценностями являются наличие у 
дизайнера проектов, совпадающих с их интере-
сами и вкусами, так как заказчики не обладают 
достаточным свободным временем для долгого 
принятия решения. Дизайн-проект должен быть 
современным и молодежным. Мотиваторами яв-
ляются наличие у студии достаточного опыта, а 
также минимальное включение в проект заказ-
чика и экономия его времени. 

Необходимо отметить, что представитель 
любой из аудиторий может находиться на следу-
ющих стадиях: 

– новичок, пришедший решить конкретный 
вопрос и находящийся на этапе оценки вариантов; 

– потенциальный клиент, находящийся на 
стадии принятия решения; 

– клиент, воспользовавшийся услугами ком-
пании. 

 
Целевая аудитория студии дизайна интерьера 

Параметры Группа 1 Группа 2 

Пол Женский Мужской 

Возраст 30−60 лет 25−40 лет 

Состав семьи Замужем, есть дети Не женаты, женаты, без детей 

Образование Высшее, среднее специальное Высшее, среднее специальное 

Профессия, род деятельности Домохозяйки в данный момент, успеш-
ные в своей профессии женщины 

Программисты, тестировщики, веб-ди-
зайнеры и другие ИТ-специалисты 

Доход в месяц Семейный доход более 2000 долл. США Семейный доход 2000–3000 долл. США 

Страна Беларусь, Россия, Украина Беларусь, Россия, Украина 
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Для качественного проектирования взаимо-
действия пользователей с веб-сайтом на основе 
выделенных выше профилей пользователей 
были разработаны персонажи. Персонажи – это 
не реальные люди, но они представляют реаль-
ных людей в процессе проектирования. Будучи 
воображаемыми, они, тем не менее, определя-
ются достаточно жестко и точно [4]. 

Первый персонаж – Кристина Милайков-
ская, 43 года, замужем, есть двое детей. Явля-
ется финансовым директором в логистической 
компании. Кристина с мужем купили квартиру и 
планируют начать ремонт через полгода. Нахо-
дится на стадии анализа студий дизайна интерь-
ера и поиска понравившегося дизайна. 

Сценарий использования веб-сайта: Кри-
стина заходит на сайт и видит раздел с работами 
компании. Выбирает работу студии по разра-
ботке дизайн-проекта квартиры. Читает описа-
ние и смотрит качественные фото дизайн- 
проекта. Чтобы посмотреть еще работы, возвра-
щается на главную страницу и выбирает другой 
дизайн-проект. После изучения проектов компа-
нии женщина остается довольной и стилистикой 
работ, и идеями организации пространства. Те-
перь ей важно узнать ценовую политику компа-
нии. На главной странице она находит калькуля-
тор расчета стоимости по их требованиям и мет-
ражу помещения.  

Второй персонаж – Марат Бернадский,  
26 лет, не женат, живет с котом породы золотая 
шиншилла в двухкомнатной квартире в Минске. 
Работает техническим директором в филиале аме-
риканской ИТ-компании в Минске, имеет доход 
выше среднего. Марат купил квартиру-студию и 
находится в поиске студии дизайна интерьера, ко-
торая возьмет на себя все заботы по дизайну и ре-
монту. Марат уже знаком со студией, так как она 
занималась дизайн-проектом для его коллег. 

Сценарий использования веб-сайта: Марат за-
шел на главную страницу веб-сайта и увидел каль-
кулятор, в котором можно было выбрать все, что 
ему нужно. Он выбрал пункты «Дизайн-проект», 
«Ремонт по проекту» и «Авторский надзор», затем 
выбрал «Квартира» и ввел площадь, нажал кнопку 
«Рассчитать». Появился раздел со стоимостью ра-
боты студии, и Марат решил не откладывать и за-
казать проект по текущей стоимости.  

Третий персонаж – Дмитрий Михальниченко, 
34 года, женат, детей нет. Дмитрий работает в 
ИТ-компании Бреста, они с женой хотели сделать 
ремонт в квартире, так как необходимо, чтобы он 
подходил для проживания семьи с детьми. Сту-
дия дизайна интерьера предоставляла им услуги 
по созданию дизайн-проекта и проведению ре-
монта без авторского надзора. Дмитрий зашел на 
сайт, чтобы оставить отзыв о совместной работе. 

Сценарий использования веб-сайта: Дмит-
рий сотрудничал с компанией в течение года, ра-
бота ему понравилась, и он зашел оставить свой 
отзыв. На главной странице он выбрал пункт 
меню «Отзывы» и перешел к нужному разделу. 
После выбора кнопки «Оставить отзыв» Дмит-
рий заполнил все поля и нажал кнопку «Отпра-
вить». Затем появилось сообщение о том, что от-
зыв появится на веб-сайте в течение получаса. 

После разработки сценария использования 
веб-сайта целевой аудиторией можно сформули-
ровать требования к нему. Требования к продукту 
делятся на функциональные (то, что система поз-
воляет сделать, желаемая функциональность) и 
нефункциональные (требования к оборудованию, 
операционной системе и т. п.). Для формализации 
функциональных требований применяются диа-
граммы вариантов использования.  

На основе потребностей описанной выше це-
левой аудитории была составлена диаграмма ва-
риантов использования сайта (рис. 1). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Диаграмма вариантов использования сайта 
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Основываясь на определении целевой аудито-
рии, задачах пользователей, общих задачах веб-
сайта и диаграмме вариантов использования, был 
разработан прототип. Опишем более детально ре-
ализацию каждого из разделов веб-сайта. 

Раздел «Калькулятор» (рис. 2) помогает как 
новичкам, так и потенциальным клиентам озна-
комиться с ценовой политикой компании, а также 
с основными услугами, влияющими на итоговую 
стоимость.  

 

 
Рис. 2. Прототип раздела «Калькулятор» 

 
Данный раздел формирует положительную 

коммуникацию с клиентами. Также он содержит 
акционное предложение, помогающее потенци-
альным клиентам быстрее принять решение о 
покупке. В данном разделе предусмотрены сле-
дующие варианты: дизайн-проект, техно-проект 
(включает только планировку, без визуализаций 
интерьера), авторский надзор (что способствует 
привлечению клиентов из второй целевой группы), 
а также возможность выбора типа помещения (яв-
ляется дополнительным критерием разделения 
аудитории). По итогу расчета клиенту предлага-
ется заказать разработку по этой стоимости путем 
нажатия на кнопку «Хочу проект за эту цену». 

Раздел «Экосистема» (рис. 3) представляет 
главную идею студии дизайна интерьера: созда-
ние не просто красивого дизайн-проекта, а разра-
ботка экосистемы жизни клиента посредством 
дизайна. Дизайнер при разработке проекта будет 
учитывать такие моменты, как режим дня кли-
ента, спорт, сон, гигиена, работа, хобби, отдых. 

 

 

Рис. 3. Прототип раздела «Экосистема» 

Раздел «Шаги работы» (рис. 4) содержит ин-
формацию о процессе работы со студией. Такая 
информация будет полезна как посетителям, 
находящимся на стадии новичок, так и потенци-
альным клиентам, потому что они смогут оце-
нить процесс работы и сравнить с тем, что пред-
лагают другие студии, а также понять, подходит 
ли им такая организация работы. Информация 
разбита на этапы, что улучшает восприятие. 
Кроме того, каждый из этапов имеет кнопку 
«Получить консультацию», если у клиента воз-
никают вопросы. К тому же кнопка способ-
ствует достижению задачи сайта по получению 
контактных данных клиентов. 

 

 
Рис. 4. Прототип раздела «Шаги работы» 

 
Раздел «Часто задаваемые вопросы» (рис. 5) 

также сегментирует аудиторию по проблемам, 
которые они пытаются решить с помощью веб-
сайта студии. В списке вопросов есть как во-
просы для новичка, так и вопросы, связанные с 
ценами и способами оплаты. Рядом с вопросами 
есть форма для уточнения имеющихся на сайте 
вопросов или для того, чтобы задать свой вопрос. 

 

 
Рис. 5. Прототип раздела  

«Часто задаваемые вопросы» 
 
Раздел «Тест» (рис. 6) был разработан таким 

образом, чтобы получить контактные данные 
пользователей. Он подходит как для новичков, 
которые находятся на стадии принятия решения, 
так и для потенциальных клиентов. В данном 
разделе предлагается пройти двухминутный 
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тест для определения стиля интерьера, который 
подходит посетителю, на основе выбора вариан-
тов понравившихся дизайнов.  

 

 

Рис. 6. Прототип раздела «Тест» 
 
Раздел «Рекомендации» (рис. 7) помимо со-

здания положительного образа компании предо-
ставляет возможность пользователям оставить 
отзыв или жалобу на работу с компанией. В силу 

многофункциональности раздела он решает за-
дачи пользователей всех уровней.  

 

 

Рис. 7. Прототип раздела «Рекомендации» 
 
Раздел «Наши проекты» (рис. 8) сегменти-

рует аудиторию, пришедшую на сайт.  
 

 
Рис. 8. Прототип раздела «Наши проекты» 
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Рис. 9. Прототип страницы с проектом  

 
Например, первой целевой группе будет ин-

тересно прочитать отзыв домохозяйки Риты, а 
второй – программиста Сергея, и каждой из 
групп оценить преимущества работы со студией 
в своей ситуации. Таким образом, клиент будет 
видеть не только преимущества работы со сту-
дией в его ситуации, но и разработанный проект. 
В этом же разделе есть кнопка «Больше проек-
тов», при нажатии на которую пользователь по-
лучает доступ к галерее проектов компании, 
также сегментирующей выбор посетителей. 
Сегментация есть по полу, площади помещения, 

а также по типу помещения. Таким образом, 
пользователь может более узко выбирать ра-
боты компании для просмотра.  

Каждый проект, размещенный на сайте, имеет 
страницу, предоставляющую полную информацию 
о нем: местоположение, площадь помещения, заказ-
чик, стиль интерьера, бюджет (рис. 9). Такой пункт, 
как заказчик, позволяет посетителю соотнести себя 
с приведенным примером. Стиль интерьера дает 
понимание пользователю о его вкусах. Бюджет 
предоставляет информацию не о стоимости про-
екта для заказчика, а о стоимости самого ремонта.  
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Таким образом, потенциальный клиент мо-
жет анализировать интерьеры и понимать, под-
ходят ли они ему не только по стилю, но и по 
бюджету. Посетитель может не только посмот-
реть визуализации интерьера, но и прочесть ин-
формацию о задачах, поставленных перед ди-
зайнером, и посмотреть на решение этих задач. 
Описание дизайн-проекта для упрощения вос-
приятия разбито на следующие категории: пла-
нировка, материалы, хранение, цветовое реше-
ние, освещение, декор и текстиль, визуализации. 

Заключение. При разработке прототипа 
веб-сайта для студии дизайна интерьера была 

выбрана стратегия, учитывающая назначение 
веб-сайта, сформулированы основные задачи 
веб-сайта, математически описаны показатели 
эффективности и потребности целевой аудито-
рии, находящейся на различных этапах взаимо-
действия с веб-сайтом. Такой подход доказал 
свою эффективность. Кроме того, были опреде-
лены группы целевой аудитории разрабатывае-
мого веб-сайта, детально описаны персонажи. 
Разработанный прототип полностью соответ-
ствует требованиям к структурированию кон-
тента и функциональности веб-сайта, он в пол-
ной мере решает проблемы персонажей.  
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Н. Н. Буснюк 

Белорусский государственный технологический университет 
РАЗНОВИДНОСТИ ЗАДАЧИ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ,  

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ И АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ 
В статье рассматривается обобщенная задача сетевого планирования и выделяются четыре ее 

подзадачи в зависимости от количества и качества трудовых ресурсов. Обобщенная задача пред-
полагает наличие в графе-сети кратных дуг. От количества трудовых ресурсов зависит, смогут ли 
все работы выполняться без простоев и будет ли критический путь являться решением задачи. 
Качество трудовых ресурсов определяет переменные либо константные веса дуг сетевого графа. 

В статье уделяется внимание одной из четырех подзадач. В ней возможны простои работ и 
длина критического пути не всегда будет являться решением. Это зависит от структуры графа и 
весов дуг. При этом предполагается, что сетевой граф содержит мультиребра. Сформулировано и 
обосновано утверждение о том, когда могут возникать простои работ в зависимости от структуры 
сетевого графа. Предложен метод назначения работников на работы, минимизирующий время про-
стоя работ и минимально удлиняющий критический путь. Этот метод имеет прикладное значение 
для корректировки последовательности выполнения работ на проекте в тех случаях, когда менеджер 
принимает решения о перемещении работников или назначении их на критические работы. Также в 
статье даны некоторые оценки алгоритмической сложности для частных случаев задачи 2А. 

Ключевые слова: сетевой график, критический путь, событие, резерв времени, переменные 
веса, задача сетевого планирования, простои, оптимизация, оценка сложности, алгоритм. 

N. N. Busnyuk 

Belarusian State Technological University 

VARIETIES OF THE NETWORK PLANNING PROBLEM,  
SOME METHODS OF THEIR SOLUTION AND ALGORITHMIC ESTIMATES 
The article discusses the generalized task of network planning, and outlines its four subtasks de-

pending on the quantity and quality of labor resources. The generalized task assumes the presence of 
multiple arcs in the graph-network. It depends on the amount of labor resources whether all the work can 
be done without downtime, and whether the critical path will be the solution to the problem. The quality 
of labor resources determines the variables or constant weights of the arcs of the network graph. 

This article focuses on one of four subtasks. In such task downtime is possible and the length of  
the critical path will not always be a solution to the problem. It depends on the graph structure and the 
arc weights. It is assumed that the network graph contains a multi-edges. A statement was formulated and 
substantiated when job idle times may occur depending on the network structure. A method for assigning 
workers to jobs that minimizes downtime and minimally extends the critical path is proposed. This 
method has practical significance for adjusting the sequence of execution of jobs on a project in those 
cases when the manager takes decisions about relocating employees or assigning them to critical jobs. 
The article also provides some estimates of algorithmic complexity for particular cases of problem 2A. 

Key words: network chart, critical path, event, time reserve, variable weights, network planning 
task, downtime, optimization, complexity estimate, algorithm. 

Введение. Известные компьютерные про-
граммы планирования графика выполнения ра-
бот и отслеживания хода работы над проектом 
собирают статистические данные, строят диа-
граммы, но окончательное решение остается за 
менеджером. Он корректирует план и график в 
случае незапланированных ситуаций, например, 

при запаздывании выполнения некоторых задач 
и угрозе простоя отдельных работ, принимает 
решение о привлечении дополнительных трудо-
вых ресурсов или перемещении работников с 
одних задач на другие, более критичные. Клас-
сическая задача сетевого планирования не пред-
полагает простоев (задержки времени начала) 
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работ, например, по причине отсутствия работ-
ников либо занятости их в этот момент на дру-
гих работах. Ситуация с задержками выполне-
ния работ может возникнуть, когда много работ 
могут выполняться одновременно, а работников 
(рабочих бригад) ограниченное количество. 
Точное решение такой задачи нельзя получить 
методами, решающими классическую задачу се-
тевого планирования.  

Кроме того, длительности выполнения работ 
(на практике – производительности работников) 
могут не быть постоянными величинами. Если 
они непрерывны и ограничены в каких-то пре-
делах, то разработаны вероятностные методы 
для решения подобных задач. Но если длитель-
ности меняются в дискретных значениях, то ал-
горитмическая сложность решения такой задачи 
значительно возрастает. Предлагаемый в данной 
статье метод позволяет минимизировать время 
простоя работ и удлинения найденного критиче-
ского пути для некоторых разновидностей задач 
сетевого планирования (ЗСП). 

Основная часть. В [1] была рассмотрена за-
дача, объединяющая в себе задачу о назначе-
ниях и задачу сетевого планирования. Веса дуг 
сетевого графа являлись переменными величи-
нами, и была предложена методика назначений 
на работы для случая, когда работников меньше, 
чем работ.  

В [2] предложен алгоритм решения задачи 
оптимального назначения в сетевом планирова-
нии с ограничением на количество работ, вы-
полняемых одновременно. Этот алгоритм позво-
ляет строить локально-оптимальный план за 
время, линейно зависящее от количества дуг в 
сетевом графе. 

Сформулируем задачу в общем виде. Допу-
стим, что сетевой граф G(V, E) содержит n работ 
(дуг), а в наличии у исполнителя имеется m ра-
ботников. 

Каждому работнику присуща своя произво-
дительность для каждой из работ. Эти произво-
дительности (длительности выполнения работ) 
определены целочисленной матрицей назначе-
ний А. Строки этой матрицы соответствуют ра-
бочим, столбцы – работам, а элементы aij > 0 – 
длительностям выполнения работ. Веса дугам 
выбираются из матрицы назначений А. 

Классическое определение сетевого графа 
полагает отсутствие кратных дуг. В данной ста-
тье мы такие дуги допускаем, поскольку это 
упрощает получение алгоритмических оценок и 
экономическую интерпретацию. 

Выделим четыре возможных вида ЗСП в за-
висимости от количества и качества трудовых 
ресурсов: 

1А. m ≥ n, aij – константы по всем i. 
2А. m < n, aij – константы по всем i. 

1Б. m ≥ n, aij – переменные по i. 
2Б. m < n, aij – переменные по i. 
Задачи типа 1А равносильны обычной ЗСП, 

поскольку веса дуг фиксированы, не играет 
роли, какого рабочего на какую работу назна-
чать, и простоев работ не возникает при любой 
структуре сетевого графа. 

Рассмотрим задачи типа 2А. В данном слу-
чае возможны простои работ и длина критиче-
ского пути не всегда будет являться решением 
задачи. Это зависит от структуры графа и весов 
дуг. Например, уже при m = n – 1 возможен про-
стой одной работы, если сетевой график преду-
сматривает параллельное (одновременное) вы-
полнение всех работ. С другой стороны, если в 
таком графе найдутся две дуги, сумма весов ко-
торых не больше длины критического пути, то 
простой работы не приведет к коррекции реше-
ния, равного длине критического пути. 

Введем следующие обозначения: 
K – критический путь; 
Т(K) – длина критического пути; 
Т(G) – сумма весов всех дуг графа G; 
Θ – оптимальная длительность выполнения 

проекта (оптимальное решение). 
Если m = 1, то все работы выполняются од-

ним работником (неделимой бригадой). В такой 
ситуации сетевое планирование и критический 
путь классической роли не играют. Граф G за-
дает последовательность выполнения работ, и 
оптимальная длительность выполнения проекта 
равна 

( ).Т GΘ =  

Рассмотрим более общий случай 1 < m < n – 1. 
Исследование зависит от количества параллель-
ных (одновременно выполняемых) работ и зна-
чений матрицы А. 

Для выполнения работ на критическом пу- 
ти в каждый момент времени необходимо и  
достаточно одного работника. Поэтому если  
Т(G) ≤ 2Т(K), то достаточно двух работников 
для выполнения проекта таким образом, чтобы 
критический путь не удлинился. Второй работ-
ник выполнит работы не на критическом пути.  
В общем случае 

 Θ = O(nT(K)), если один работник; 







=Θ )(

2
KТnO , если два работника и т. д. 

Примером, когда такие оценки достигаются, 
является орграф, в котором все дуги парал-
лельны (одно мультиребро кратности n).  

Поскольку вершина графа соответствует мо-
менту времени завершения самой поздней из 
«входящих» работ и началу выполнения «выхо-
дящих» работ, то именно в этот момент времени 



Í. Í. Áóñíþê 103 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

начинаются простои некоторых работ в случае 
нехватки работников. При дискретных весах  
дуг время наступления каждого события также 
дискретно. 

В случае, если простоев не возникает, задача 
решается обычными методами для ЗСП. Коли-
чество работников m, достаточное для того, 
чтобы простоев работ не возникало, регламенти-
рует следующее утверждение. 

Утверждение. Минимальное достаточное 
количество работников m равно максимально 
возможному количеству одновременно выпол-
няемых работ g. 

Для демонстрации справедливости утвер-
ждения воспользуемся понятиями полустепеней 
захода и исхода вершин ориентированного 
графа. Рассмотрим сеть G. Каждая вершина vi – 
это событие начала и окончания работ; )( ivd − – 
полустепень захода вершины vi, означает, 
сколько работ закончилось и работников осво-
бодилось; )( ivd +  – полустепень исхода вер-
шины vi, означает, сколько работ может 
начаться параллельно, т. е. сколько требуется 
работников, чтобы работы не простаивали; раз-
ность )()( iii vdvdd −+ −=Δ  задает изменение 
количества параллельных работ при наступле-
нии события vi, т. е. дополнительно требуемое 
число работников в данный момент vi. 

Занумеруем вершины «правильно», т. е. дуга 
ведет из вершины с меньшим номером в вер-

шину с большим номером. Тогда 
=

Δ
k

i
id

1

 задает 

количество работ, которые могут выполняться 
одновременно в момент наступления события vk. 

Проследим ход выполнения работ проекта. 
Пока соблюдается условие ,gm ≥  проект вы-
полняется оптимальным образом, т. е. Θ = Т(K).  

Пусть в момент наступления события vi вы-

полнено условие .
1


=
>Δ

k

i
i md  Несложно подо-

брать веса дуг так, чтобы у всех g работ длитель-
ность простоя превысила их резервы времени.  
И тогда Θ > Т(K). 

Ниже приводится метод назначения работни-
ков на работы, минимизирующий время простоя  
и минимально удлиняющий критический путь. 

Введем дополнительные обозначения. 
Допустим, что событие w0 – это окончание по-

следней из «входящих» работ j, высвобождение ра-
ботника i, выполнившего эту работу (все остальные 
работники задействованы), и начало более чем 
одной работы; pi – метка для работника под номе-
ром i, означает срок, к которому работник i освобо-
дится после выполнения очередной работы. 

Поскольку элементы в строках матрицы А 
постоянны, то работники «обезличены», т. е.  

не важен порядковый номер работника. Поэтому 
введем массив меток { }1 2, , ..., ,mP p p p=  упоря-
доченных по возрастанию 1 2 ... .mp p p≤ ≤ ≤   
Обозначим ожидающие очереди работы через 
(w0, w1), ..., (w0, ws), а их резервы времени через 
Δ01, Δ02, ..., Δ0s. Обозначим множество этих работ  
через W. Запись 0 сi w w∈  будет означать, что ра-
ботник под номером i назначен на работу 0 .сw w  

С помощью одного из классических мето-
дов [3, 4] найдем K и резервы времени Δij для ра-
бот (i, j). Минимальное время простоя работ с 
момента w0 будет 2 1.p p pΔ = −  

Рассмотрим варианты выбора следующей 
работы. Определяющим будет максимизация ре-
зерва времени других работ. Возможны два ва-
рианта. 

С1. { }0
1

.min j
j s

p a
≤ ≤

Δ ≤  

В этом случае назначаем первого работника 

на работу, соответствующую { }0
1
min j

j s≤ ≤
Δ . Пере-

считываем Δij для оставшихся параллельных ра-
бот и их продолжений путей по формуле 

Δij := Δij – .pΔ  

Также корректируем массив P. (На практике 
такой случай наиболее реален, поскольку боль-
шая вероятность того, что промежуток времени 
завершения работы короче, чем длительность 
целой работы.) 

С2. { }0
1

.min j
j s

p a
≤ ≤

Δ >  

В этом случае сравниваем два возможных 
варианта назначений. 

Не нарушая общности рассуждений, поло-
жим, что 01 02 0... .sΔ ≤ Δ ≤ ≤ Δ  

Обозначим { }0 0
1

.minc j
j s

a a
≤ ≤

=  

Если 0 11 w w∈ , то скорректированный 
{ } { }0 01 02 01

1
  ,  .min minj

j s
a

≤ ≤
Δ = Δ Δ −  

Если 01 сw w∈  и при этом 0 1 0 ,сw w w w≠  то скор-

ректированный { } { }0 0 01 0
1

  ,  .min minj с с
j s

a
≤ ≤

Δ = Δ Δ −  

Из этих двух вариантов выбираем тот, кото-
рый сохраняет наибольшим резерв времени, т. е. 
находим { }02 01 01 0max ,  .ca aΔ − Δ −  

Как вытекает из сформулированного выше 
утверждения, такой метод выбора очередной ра-
боты актуален лишь в те моменты времени,  
когда m > g. Поскольку сетевой граф можно раз-
ложить на подграфы, в которых возникает не-
определенность (много параллельных работ),  
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и подграфы без неопределенности, то достаточно 
рассмотреть решение задачи лишь на подграфе.  
В нем может быть несколько источников со сво-
ими метками и несколько стоков. Несколько ис-
точников соответствуют нескольким незанятым 
работникам к данному моменту времени. 

Заключение. В статье предпринята попытка 
классифицировать и расширить понятие задач се-
тевого планирования исходя из практической и 
теоретической значимости. Теоретический инте-
рес может представлять применимость методов 

решения таких классических задач, как задача  
о назначениях, задачи теории расписаний, задача 
нахождения оптимального паросочетания, к ре-
шению модифицированной ЗСП. В силу алгорит-
мической сложности представляют интерес при-
ближенные алгоритмы с рассчитываемыми оцен-
ками их сложности и точности решения. 

Предложенный в статье метод позволяет ав-
томатизировать принятие решения менеджером 
при корректировке графика выполнения работ 
над проектом на любой стадии его реализации. 
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В. Р. Мадьяров 
Белорусский государственный технологический университет 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ НОСИТЕЛЕЙ  
В ПОЛУПРОВОДНИКАХ C ПОМОЩЬЮ ЧАСТОТНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ  

ФАЗОВОГО СДВИГА ЗОНДИРУЮЩЕГО СВЧ-ИЗЛУЧЕНИЯ 
В данной работе предложена методика оценки времени релаксации носителей заряда в пла-

стинках n-Si и n-Ge. В технически достижимом диапазоне частот 30–80 ГГц становится заметной 
зависимость диэлектрической проницаемости образца от частоты зондирующего излучения. 
Время релаксации τ оценивается по наклону зависимости частотного уменьшения диэлектриче-
ской проницаемости Δε от квадрата частоты, которая в этом диапазоне частот с достаточной сте-
пенью точности пропорциональна τ3. Значения Δε определялись с помощью интерферометра по 
величине сдвига фазы зондирующей волны. Для исследуемых образцов полученные значения τ 
находятся в диапазоне 0,2–0,8 пс. Аппроксимация полученных температурных зависимостей вре-
мени релаксации степенными функциями показывает, что наблюдаемое уменьшение времени ре-
лаксации описывается зависимостями τ = 7 · 10 –10T–1,34 для Ge и τ = 3,8 · 10 –10T–1,28 для Si. Наибо-
лее вероятным механизмом такого поведения является рассеяние носителей заряда на тепловых 
колебаниях решетки. В сочетании с методами определения концентрации носителей заряда и 
удельной проводимости предлагаемая методика может применяться для оценки эффективной 
массы носителей заряда в полупроводниковых материалах в широком температурном диапазоне.  

Ключевые слова: волны миллиметрового диапазона, время релаксации носителей, перенос 
носителей заряда, частотная зависимость. 

V. R. Mad’yarov  
Belarusian State Technological University 

ESTIMATION THE RELAXATION TIME OF THE CARRIERS  
IN SEMICONDUCTORS USING THE PHASE SHIFT FREQUENCY  
DEPENDENCES OF THE PROBING MICROWAVE RADIATION 

The paper proposes a method to estimate the relaxation time of charge carriers in n-Si and n-Ge wafers.  
In the technically achievable frequency range of 30–80 GHz, the observed dependence of the dielectric constant 
of the sample on probing radiation frequency becomes appreciable. The relaxation time τ is estimated by the slope 
of the dependence of dielectric constant decrease value Δε on frequency squared, which in this range is 
proportional to the cubic power of τ with sufficient accuracy. The values of Δε were determined by interferometer 
from the phase shift of the probing wave. For both samples, the obtained values τ are in the range of 0.2–0.8 ps. 
The approximation of the obtained relaxation time temperature dependences shows that the observed decrease in 
the relaxation time can be described by the equations τ = 7 · 10 –10T–1.34 for Ge and τ = 3.8 · 10 –10T–1.28 for Si.  
The most likely mechanism of this behavior is the scattering of free charge carriers by lattice thermal vibrations. 
Combined with the con-centration and conductivity measurement methods the proposed technique may be used 
to evaluate the effective mass of charge carriers in semiconductor materials in a wide temperature range. 

Key words: millimeter waves, carrier relaxation time, charge carrier transfer, frequency dependence. 

Введение. Методы на основе зондирования по-
лупроводников излучением СВЧ-диапазона приме-
няются для определения параметров электронного 

переноса, а также для регистрации проводимости 
поверхности полупроводников при определении 
коэффициента рекомбинации [1–3]. Из решения  
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кинетического уравнения Больцмана следует 
выражение для частотного сдвига диэлектриче-
ской проницаемости в СВЧ-области через пара-
метры зонной структуры полупроводника. Эти 
решения существенно упрощаются, если в из-
мерениях использовать монокристаллический 
образец с заданной ориентацией кристаллогра-
фической плоскости относительно направле-
ния зондирования, для которой энергетическая  
поверхность наиболее близка к сферической.  
В этом случае для оценки времени релаксации 
применимы упрощенные соотношения. В данной 
работе представлены результаты эксперимен-
тального определения времени релаксации τ по 
величине частотного уменьшения Δε диэлектри-
ческой проницаемости, полученной из интерфе-
рометрических измерений. 

Основная часть. Для определения частот-
ной зависимости Δε использовалось решение 
уравнения Больцмана для переноса носителей 
заряда под действием электрического поля 
волны. Функция распределения носителей за-
ряда по энергии f(W) в пространстве волновых 
векторов k


 в приближении сферических энерге-

тических долин удовлетворяет уравнению 

0( , )1
( , ) ,k

f k r feE f k r −
⋅ ∇ = −

τ

  


  (1) 

где e – элементарный заряд; E


 – локальная 
напряженность электрического поля волны с ча-
стотой ω, 0 ;i tE E e ω=

 
 f0 – равновесная часть 

функции распределения; τ – время релаксации. 
В предположении, что f0 является функцией 

Максвелла – Больцмана, из кинетических соот-
ношений следует выражение для диэлектриче-
ской проницаемости образца [4]:  

 ст 2 2
0

1
 = ,

1 [ / ( )]e L
ε ε −

+ ε ω ω
  (2) 

где 

 
4

( ) ,
13

k

k k

nL
i m∗
τω =

+ ωτπ    (3) 

а εст – диэлектрическая проницаемость на посто-
янном токе; ε0 – диэлектрическая постоянная; 

km∗  и kn  – эффективные массы и концентрации 
носителей в k-й энергетической долине.  

Из (2) с учетом (3) для Ge и Si в приближе-
нии сферических энергетических поверхностей 
следует формула для Δε: 

 0
ст 2

0

,
[1 ( ) ]

σ τ
Δε = ε − ε =

ε + ωτ
  (4) 

где σ0 – удельная проводимость на постоянном токе. 
Из выражения (4) можно оценить время τ, если 

измерить Δε на различных частотах. Частотная  
зависимость Δε будет заметно сказываться, если 

параметр ωτ = 2πντ ~ 1. Значения τ составляют 
обычно 10–13–10–12 с, поэтому частоты, на которых 
целесообразно проводить измерения фазового 
сдвига, лежат, по крайней мере, в диапазоне ~50–
100 ГГц. Для этого диапазона частот из формулы (4) 
следует, что скорость изменения Δε в зависимости 
от квадрата частоты пропорциональна τ3: 

 2 3
02

( )
4 .

( )

d
d

Δε ≈ π σ τ
ν

  (5) 

Очевидно, эта зависимость заметнее прояв-
ляется для образцов с более высокой проводи-
мостью. Из (5) следует формула для определе-
ния времени релаксации по наклону частотной 
зависимости Δε(ν2): 

 

1

3
0
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0

( )
.

4 ( )

d
d

 ε Δετ =  π σ ν 

 
 (6) 

Частотные измерения диэлектрической прони-
цаемости проводились на двуплечевом интерферо-
метре, собранном по схеме фазовой компенсации.  

На рис. 1 представлена схема эксперименталь-
ной установки. В качестве источника зондирующей 
волны применялся генератор Г4-142, рабочая ча-
стота которого перестраивается в диапазоне 30– 
80 ГГц (что соответствует диапазону длин волн 
3,75–10,00 мм). Зондирующая волна через волно-
вод подавалась в разветвитель, а после него – на 
секцию с образцом и на фазовращатель. Выравни-
вание амплитуд прошедшей волны в обоих плечах 
обеспечивалось с помощью аттенюатора. Прошед-
шее излучение регистрировалось пленочным тер-
мопарным приемником, подключенным к осцилло-
графу. Значение сдвига диэлектрической проница-
емости рассчитывалось по измеренному фазовому 
сдвигу Δφ прошедшей волны. Значение Δφ опреде-
лялось по шкале фазовращателя при появлении  
минимального сигнала с детектора. Точность 
определения фазового угла составляла не хуже 
0,5о. Измерения проводились на низкоомных мо-
нокристаллических образцах германия и кремния 
n-типа толщиной 0,55 и 0,45 мм соответственно. Об-
разцы зондировались в направлении оси [100]. Пред-
варительно измерялся эффективный коэффициент 
пропускания образцов, по величине которого опре-
делялись коэффициент пропускания образца за 
один проход k1 и удельная проводимость. Учет мно-
гократных отражений приводит к формуле коэф-
фициента k1 в области высоких частот: 
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где α – коэффициент поглощения зондирую-
щего излучения; d – толщина образца; ρ – изме-
ренное значение коэффициента отражения от по-
верхности образца; k0 – измеренный эффектив-
ный коэффициент пропускания.   
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки:  

1 – перестраиваемый СВЧ-генератор (Г4-142); 2 – разветвитель; 3 – образец; 4 – аттенюатор;  
5 – образцовый фазовращатель; 6 – приемник (пленочная термопара); 7 – осциллограф 

 
На рис. 2 представлены зависимости фа- 

зового сдвига Δφ от частоты в диапазоне  
30–75 ГГц для образцов n-Ge и n-Si. Наблюдается 
рост фазового сдвига с частотой, причем для гер-
мания значение сдвига Δφ больше по сравнению 
со значениями, полученными для n-Si. 

 
Рис. 2. Зависимости фазового сдвига  

зондирующей волны от частоты для образцов:  
1 – n-Ge с концентрацией примеси ~7 · 1021 м–3,  
σ0 = 96 См/м, d = 0,55 мм; 2 – n-Si, ~5 · 1021 м–3,  

σ0 = 102 См/м, d = 0,45 мм (T = 295 К) 
 
На рис. 3 и 4 приведены зависимости частот-

ного сдвига диэлектрической проницаемости Δε 
от частоты для образцов n-Ge и n-Si. 

 

 
 
 

Рис. 3. Расчетные (сплошные линии) и измеренная 
зависимости частотного сдвига диэлектрической 
проницаемости от частоты для образца n-Ge,  

σ0 = 96 См/м, d = 0,55 мм (T = 295 К): 
1 – τ = 0,8 пс; 2 – τ = 0,2 пс 

 
Сплошные кривые построены путем расчета 

диэлектрической проницаемости по формуле (4) 
для значений времени релаксации τ = 2 · 10–13 и  
8 · 10–13 с. Значение εст, которое использовалось в 
расчетах, измерялось при комнатной температуре 
и составило 16,4 для германия и 11,9 для кремния.  

Рис. 4. Расчетные (сплошные линии) и измеренная 
зависимости частотного сдвига диэлектрической 
проницаемости от частоты для образца n-Si,  

σ0 = 102 См/м, d = 0,45 мм (T = 295 К): 
1 – τ = 0,8 пс; 2 – τ = 0,2 пс 

 

Значения Δε, определенные по измеренному 
сдвигу разности фаз, укладываются между указан-
ными расчетными кривыми до частоты 50 ГГц.  
На более высоких частотах наблюдается увели-
чение разброса величины сдвига Δε. Для образца 
кремния этот разброс несколько меньше и 
наблюдается на более высоких частотах. Анализ 
данных показывает, что кривые, полученные 
для измеренных значений τ, лучше всего соот-
ветствуют времени τ ~ (3–5) · 10–13 с. 

Такое значение по порядку величины соответ-
ствует времени релаксации носителей вследствие 
их рассеяния на тепловых колебаниях решетки. 

На рис. 5 представлены зависимости времени 
релаксации τ от температуры для обоих образ-
цов, полученные путем расчета по формуле (6). 
Предварительно для каждой температуры опре-
делялось значение производной d(Δε) / d(ν2) из 
соответствующей зависимости, в диапазоне зон-
дирующих частот 30–55 ГГц. В этом диапазоне 
зависимость Δε(ν2) близка к линейной и наблю-
дается наименьший разброс Δε.  
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Аппроксимация полученных эксперимен-
тальных данных степенными функциями  
показывает, что наблюдаемое уменьшение 
времени релаксации описывается следую-
щими зависимостями: τ = 7 · 10 –10T–1,34 для Ge 
и τ = 3,8 · 10 –10T–1,28 для Si. 

В рассматриваемой области температур ос-
новным механизмом, влияющим на подвиж-
ность, является рассеяние на тепловых колеба-
ниях решетки. Поэтому подвижность носителей 
в таких полупроводниках должна быть обратно 
пропорциональна температуре.  

 
Рис. 5. Измеренные температурные зависимости  

времени релаксации для n-Ge (1) и n-Si (2)  
и аппроксимирующие кривые 

В исследуемом температурном диапазоне кон-
центрация электронов в образце почти не изменя-
ется. Тогда наблюдаемая температурная зависи-
мость времени релаксации согласуется с известной 
температурной зависимостью подвижности носи-
телей заряда, которая пропорциональна времени 
релаксации [5]. Оценка подвижности для кремния  
с использованием значения τ = 3 · 10–13 с (при  
T = 295 К) и эффективной массы m* = 0,55m0  
(m0 – масса электрона) дает μ = eτ / m* = 0,16 м2/(В · с), 
что хорошо согласуется с известными данными. 

Заключение. Предложена методика бескон-
тактного определения времени релаксации носи-
телей заряда в плоских образцах примесных полу-
проводников, в основе которой лежит измерение 
фазового сдвига зондирующей волны на частотах 
~1011 Гц. Полученные значения времени релаксации 
согласуются с известными данными. Наблюдае-
мое поведение времени релаксации с температу-
рой в диапазоне 180–300 К находится в соответ-
ствии с известными представлениями о зависи-
мости подвижности от температуры. В сочетании 
с методами определения концентрации и удель-
ной проводимости предлагаемая методика может 
применяться для определения эффективной массы 
носителей заряда в полупроводниковых материа-
лах в широком температурном диапазоне.  
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УДК 339.9:658:630 
А. Н. Лаппо, А. В. Мисевич, А. Е. Почтенный 

Белорусский государственный технологический университет 

ФОТОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ГЕТЕРОСТРУКТУРЫ 
ФТАЛОЦИАНИН МЕДИ – ПЕРИЛЕН 

Изучены фотоэлектрические свойства органических сенсорных гетероструктур на основе 
фталоцианина меди (CuPc) и N,N’-диметилдиимида перилентетракарбоновой кислоты (перилен). 
Установлено, что экстремумы на спектрах фотопроводимости и фото-ЭДС соответствуют экстре-
мумам на спектрах оптического поглощения слоев перилена и СuРс, что указывает на увеличен-
ные светочувствительную область и спектральную ширину области преобразования излучения по 
сравнению с однослойными элементами на основе барьера Шоттки. 

Экспериментально показана возможность управления электрофизическими свойствами гете-
роперехода между двумя органическими полупроводниками с прыжковым механизмом проводи-
мости путем внедрения адсорбированных примесей на границу раздела между органическими по-
лупроводниками. Установлено, что уменьшение концентрации адсорбированного кислорода на 
границе раздела между слоями перилена и СuРс позволяет увеличить фото-ЭДС солнечного эле-
мента Аu/перилен/СuРс/ITО до 0,35 В. 

Ключевые слова: фото-ЭДС, гетероструктура, перилен, фталоцианин меди, фотопроводи-
мость, вольт-амперная характеристика гетероструктуры.  

А. N. Lappo, A. V. Misevich, A. E. Pochtennyy 
Belarusian State Technological University 

PHOTOELECTRIC PROPERTIES OF COPPER  
PHTHALOCYANINE – PERYLENE HETEROSTRUCTURE 

Photoelectric properties of organic sensory heterostructures based on copper phthalocyanine (CuPc) 
and perilentetracarboxylic acid N,N’-dimethyldiimide (perylene) have been studied. It has been established 
that the extremes in the photo-emf spectra correspond to the extremes in the optical absorption spectra of 
the layers of perylene and CuPc, which indicates an increased photosensitive region and the spectral width 
of the radiation pre-formation region compared to single-layer elements based on the Schottky barrier.  

The experiment has shown the possibility of controlling the electrophysical properties of a 
heterojunction between two organic semiconductors with a hopping mechanism of conduction by 
introducing adsorbed impurities at the interface between organic semiconductors. It has been established 
that a decrease in the concentration of adsorbed oxygen at the interface between the layers of perylene 
and CuPc allows increasing the photo-emf of the Au/perylene/CuPc/ITO heterostructure to 0.35 V. 

Key words: photo-emf, heterostructure, perylene, phthalocyanine, photoconductivity, voltage-
current characteristic of heterostructures. 

Введение. В последние годы интенсивно 
проводятся исследования в области органиче-
ских электронных материалов и, в частности, 
молекулярных полупроводников [1–3]. Интен-
сивно изучаются возможности применения ор-
ганических материалов и сопутствующих им 
технологий для создания солнечных элементов, 
светоизлучающих диодов, химических сенсоров 
и элементов молекулярной электроники. Основ-
ными преимуществами молекулярных полупро-
водников по сравнению с традиционными моно-
кристаллическими полупроводниками являются 
широкие возможности изменения свойств мате-
риала и низкая себестоимость создаваемых 
электронных устройств. Цель данной работы – 
исследовать фотопроводимость и фотоэлектри-
ческие свойства гетероструктуры на основе двух 
органических материалов с различным типом 

проводимости и имеющих полосы поглощения 
электромагнитного излучения в разных частях 
оптического диапазона. В качестве таких матери-
алов были выбраны: фталоцианин меди, который 
имеет дырочную проводимость и полосы погло-
щения в красно-оранжевой области видимого из-
лучения, и периленовый пигмент N,N’-диметил-
диимид перилентетракарбоновой кислоты, у ко-
торого электронный тип проводимости и полосы 
поглощения в сине-зеленой области видимого из-
лучения. Дополнительной целью исследования 
являлось изучение влияния на фотоэлектриче-
ские свойства гетероструктуры примесей, ад-
сорбированных на границу раздела из окружаю-
щей среды. 

Основная часть. Тонкопленочные гетеро-
структуры осаждались на подложки из стекла. 
Они состояли из нескольких слоев (рис. 1): слоя 
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Рис. 2. Схема измерения спектров фото-ЭДС 
 

Источник 
света 

Измерительная  
камера  
спектрофотометра 
 

Образец 

Монохроматор SPECORD M40 

прозрачного полупроводника – окислов индия и 
олова (ITO), слоя фталоцианина меди (CuPc) 
толщиной ~50 нм, слоя N,N’-диметилдиимида 
перилентетракарбоновой кислоты (перилен) 
толщиной ~50 нм и верхнего полупрозрачного 
электрода – золота (Au) толщиной ~50 нм. 

 

 
Рис. 1. Схематическое изображение  

структуры CuPc – перилен 
 

Осаждение пленок проводилось в вакуум-
ной камере универсального вакуумного поста 
ВУП-5 при остаточном давлении не более  
~5 ⋅ 10–3 Па. Чтобы иметь возможность после-
довательно осаждать два органических слоя и 
металлический электрод в одном технологиче-
ском цикле, т. е. без нарушения вакуума, ис-
пользовался метод термического распыления 
из нескольких испарителей. Все слои имели 
различную конфигурацию, поэтому вещества 
напылялись через изготовленные из фольги 
маски, для смены которых была сконструиро-
вана специальная система смены масок. Под-
ложки крепились над резистивными испа- 
рителями, на незначительном расстоянии от  
подложек располагались маски. Смена масок 
осуществлялась их параллельным смещением 
относительно подложек при помощи электри-
ческого двигателя, управление которым выпол-
нялось с панели управления ВУП-5. Испарение 
мелкодисперсных порошков органических со-
единений происходило из резистивных испари-
телей эффузионного типа, золото распылялось 
из резистивного испарителя-корзинки. Скорость 
испарения регулировалась изменением мощно-
сти нагревателя и составляла для пленок СuРс 
и перилена около 0,01 нм/с, а для пленки золо-
та – 0,3 нм/с. 

Установка для измерения спектров фото-
ЭДС показана на рис. 2. Фото-ЭДС, созда- 
ваемая в цепи, измерялась электрометром 
В7Э-42. Источником монохроматического из-
лучения был монохроматор спектрофотометра 
SPECORD М40. Установка для измерения 
спектров фотопроводимости гетероструктуры 
была аналогична установке для измере- 
ния спектров фото-ЭДС, но электрометром 
В7Э-42 в цепи измерялся ток, а напряжение в 
цепи создавалось источником постоянного 
напряжения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
На рис. 3 представлены спектры поглощения 

гетероструктуры и отдельных слоев органиче-
ских материалов – фталоцианина меди и пери-
лена. Фталоцианин меди имеет два максимума 
поглощения при 690,6 и 615 нм, перилен – два 
пика при 571 и 476,7 нм. Как показано на рис. 3, 
спектр поглощения гетероструктуры образуется 
путем наложения спектров поглощения отдель-
ных материалов. На спектре поглощения гетеро-
структуры можно отметить те же пики, что и для 
фталоцианина и перилена. 

 

 
Рис. 3. Спектры поглощения гетероструктуры (1), 
N,N’-диметилдиимида перилентетракарбоновой 

кислоты (2), фталоцианина меди (3) 
 
На рис. 4 приведены спектры фото-ЭДС для 

гетероструктуры фталоцианин меди – перилен. 
Наблюдается различная величина фото-ЭДС для 
излучения одной длины волны при освещении 
через слой полупрозрачного золотого электрода 
и через слой ITO. 

Максимумы фото-ЭДС отмечаются при дли-
нах волн, соответствующих максимумам погло-
щения фталоцианина меди и перилена. Таким об-
разом, используя двухслойную гетероструктуру, 
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состоящую из фталоцианина меди и перилена, 
можно увеличить светочувствительную область 
и спектральную ширину области поглощения. 

 

 

Рис. 4. Спектры фото-ЭДС гетероструктуры  
при освещении через золото (1) и через ITO (2) 
 
На рис. 5 показаны спектры фотопроводимо-

сти для гетероструктуры при напряжении между 
электродами 1 В и при положительном потенци-
але на золотом электроде. На изображении спек-
тров фотопроводимости видно, что спектральная 
зависимость фотопроводимости гетерострук-
туры определяется спектром поглощения полу-
проводников, входящих в состав гетерострутуры, 
а фотопроводимость в интервале длин волн от 
400 до 800 нм обусловлена собственной фотопро-
водимостью материалов гетероструктуры. 

 

 
Рис. 5. Спектры фотопроводимости гетероструктуры 

при освещении через золото (1) и через ITO (2) 

В данной работе были измерены вольт-ам-
перные характеристики гетероструктуры при 
освещении и в темноте (рис. 6). Изменение 
наклона при освещении свидетельствует о нали-
чии фотопроводимости в гетеростуктуре, при 
этом световая вольт-амперная характеристика 
не проходит через начало координат, что указы-
вает на наличие фото-ЭДС гетероперехода 
около 0,35 В. 

 

Рис. 6. Вольт-амперная характеристика  
для гетероструктуры Au/перилен/CuPc/ITO,  

измеренная в темноте (1)  
и при освещении через ITO (2) 

 
Для изучения влияния адсорбированного 

кислорода на свойства органической гетеро-
структуры были проведены исследования гете-
роструктуры с повышенной концентрацией ад-
сорбированного кислорода на границе раздела 
между фталоцианином меди и периленом.  
Для этого при получении некоторых органиче-
ских гетероструктур был осуществлен напуск 
воздуха в вакуумную камеру после напыления 
первого органического слоя (с выдержкой на 
воздухе в течение суток), что позволило увели-
чить концентрацию адсорбированного кисло-
рода в области гетероперехода. На вольт- 
амперной характеристике такой гетерострук-
туры также наблюдается изменение наклона 
при освещении, но то, что они проходят через 
начало координат, показывает, что фото-ЭДС 
гетероперехода очень мала. 

Заключение. Были получены органические 
гетероструктуры на основе фталоцианина меди 
и перилена. Установлено, что максимумы и ми-
нимумы на спектрах фотопроводимости и спек-
трах фото-ЭДС соответствуют максимумам и 
минимумам на спектрах оптического поглоще-
ния слоев перилена и СuРс. Это доказывает, что 
в гетероструктуре на основе двух органических 
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слоев светочувствительная область и спектраль-
ная ширина области преобразования излучения 
больше, чем в однослойных элементах на основе 
барьера Шоттки [4]. 

Экспериментально показана возможность уп-
равления электрофизическими свойствами гете-
роперехода между двумя органическими полу-
проводниками с прыжковым механизмом про-
водимости путем внедрения адсорбированных  

примесей на границу раздела между полупровод-
никами.  

Изучение влияния адсорбированного кисло-
рода на электрофизические свойства гетеропе-
рехода перилен/СuРс подтвердило, что при уве-
личении концентрации кислорода на границе 
раздела перилен/СuРс происходит уменьшение 
фото-ЭДС, тогда как фотопроводимость органи-
ческих слоев сохраняется. 
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О. Г. Бобрович, В. В. Яскельчик 

Белорусский государственный технологический университет 

МОРФОЛОГИЯ И СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТИ СПЛАВА АМг2М,  
МОДИФИЦИРОВАННОГО ОСАЖДЕНИЕМ ТИТАНА  

В УСЛОВИЯХ ИОННОГО АССИСТИРОВАНИЯ 
В данной работе изучали закономерности смачивания и микротвердость поверхности алюми-

ниевого сплава АМг2М после модифицирования осаждением титана в условиях ионного ассисти-
рования при ускоряющем напряжении 3, 6, 9 и 12 кВ для ассистирующих ионов Ti+ и интеграль-
ных потоков ионов (1,1–2,1) · 1017 Ti+/см2. Морфология поверхности исходных и модифицирован-
ных образцов исследовалась с использованием атомно-силовой микроскопии в контактном ре-
жиме. Смачивание исходных и модифицированных образцов сплава АМг2М дистиллированной 
водой определяли по равновесному краевому углу θ смачивания (РКУС). Средняя шероховатость 
исходного образца сплава АМг2М составляла 34,3 нм и снижалась при увеличении ускоряющего 
напряжения для ассистирующих ионов Ti+ до 8,5 нм при U = 6 кВ и 14,4 нм при U = 12 кВ.  
При внедрении сравнимых доз ионов титана в образцы сплава с ростом ускоряющего напряжения 
значения РКУС также увеличивались. Исходная поверхность сплава была гидрофильной (θ = 64,8°)  
и оставалась такой после модифицирования при U = 12 кВ. Относительное изменение микротвер-
дости модифицированных образцов увеличилось на 13−15% (U = 3, 6 кВ) и уменьшилось на 8% 
(U = 9 кВ) при малых нагрузках на индентор микротвердомера. 

Ключевые слова: сплав алюминия АМг2М, Ti-покрытия, смачиваемость, гидрофильная по-
верхность, микротвердость.  

O. G. Bobrovich, V. V. Yaskel’chik 

Belarusian State Technological University 

MORPHOLOGY AND SURFACE PROPERTIES OF ALLOY 5251, MODIFIED  
BY DEPOSITION OF TITANIUM IN CONDITIONS OF ION ASSISTANCE 

In this paper we studied the wetting behavior and microhardness of the surface of the aluminum  
alloy 5251 after modification by the deposition of titanium under ion assisting conditions at an accelerating 
voltage of 3, 6, 9 and 12 kV for assisting Ti+ ions and integral ion fluxes of (1.1−2.1) ⋅ 1017 Ti+/cm2.  
The morphology of the surface of the initial and modified samples was studied using atomic-force 
microscopy in the contact regime. Wetting of the initial and modified samples of the alloy 5251 with 
distilled water was determined from the equilibrium contact angle θ of the wetting. The average 
roughness of the initial sample of the alloy 5251 was 34.3 nm and decreased with an increase in  
the accelerating voltage for the assisting Ti+ ions to 8.5 nm at U = 6 kV and 14.4 nm at U = 12 kV. 
When the comparable doses of titanium ions were introduced into the samples of the alloy with  
an increase in the accelerating voltage, the values of the contact angle of wetting also increased.  
The initial surface of the alloy was hydrophilic (θ = 64.8°) and remained hydrophilic after modification 
at U = 12 kV. The relative change in the microhardness of the modified samples increases by 13−15%  
at U = 3, 6 kV and decreases by 8% at U = 9 kV at low loads on the microhardness indenter. 

Key words: aluminum alloy 5251, Ti-coating, wettability, hydrophilic surface, microhardness. 

Введение. Алюминиевые сплавы находят 
широкое применение во многих отраслях про-
мышленности в качестве конструкционных ма-
териалов современной техники [1]. Функцио-
нальные и эксплуатационные характеристики, 
такие как износостойкость, коррозионная стой-
кость, микротвердость, смачивание поверхно-
сти, определяются структурой и свойствами по-
верхности и приповерхностных слоев алюмини-
евых сплавов [2−4]. Применение ионных пучков 
вызывает в материале как химические, так и фи-
зические изменения. Для улучшения физико- 
механических и физико-химических свойств 

алюминиевых сплавов используются различ-
ные методы ионно-лучевой модификации. В дан-
ной работе изучали закономерности смачивания 
и микротвердость поверхности алюминиевого 
сплава АМг2М после модифицирования осажде-
нием титана в условиях ионного ассистирования. 
Покрытия Ti наносились на сплав АМг2М с ис-
пользованием резонансного ионного источника 
вакуумной электродуговой плазмы. Данный ис-
точник создает плазму вакуумного электродуго-
вого разряда, в которой одновременно генериру-
ются положительные ионы и нейтральная фрак-
ция из материала электродов источника ионов. 
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В качестве материала электродов применялся 
чистый титан 99,9%. Осаждение титанового  
покрытия проводили при ускоряющем напряжении 
3, 6, 9 и 12 кВ для ассистирующих ионов Ti+ и ин-
тегральных потоков ионов (1,1–2,1) ⋅ 1017 Ti+/см2. 
Морфологию поверхности исходных и модифи-
цированных образцов изучали с использованием 
атомно-силовой микроскопии (АСМ) в контакт-
ном режиме (атомно-силовой микроскоп NT-206, 
зонды CSC21), а измерение микротвердости про-
водили на приборе AFFRI-MVDM8 методом 
Виккерса. Смачивание исходных и модифициро-
ванных образцов сплава АМг2М дистиллирован-
ной водой устанавливали по равновесному крае-
вому углу θ смачивания (РКУС). Краевой угол 
определяли по основным размерам капель воды, 
наносимой на исследуемые образцы: по высоте и 
диаметру ее основания. Для получения воспроиз-
водимых результатов капли воды, наносимые  
на образцы, имели примерно одинаковый объем 
V = (47,6 ± 0,3) ⋅ 10–3 мл. Погрешность в измере-
нии РКУС составляла не более 2%. 

Основная часть. Метод атомно-силовой 
микроскопии использовался для изучения то-
пографии и шероховатости исходных и моди-
фицированных образцов сплава алюминия.  
На рис. 1 показаны изображения исходной по-
верхности сплава АМг2М и модифицирован-
ной осаждением Ti в условиях ионного асси-
стирования при ускоряющем напряжении  
(U = 12 кВ) для ионов Ti+. 

б 

Рис. 1. AСM-изображения исходной (а)  
и модифицированной (б) осаждением Ti  

в условиях ионного ассистирования при U = 12 кВ 
для ионов Ti+ поверхности сплава АМг2М  

Характеристики поверхности исходного спла-
ва АМг2М и сплава с нанесенным Ti-покрытием 
представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Параметры морфологии поверхности исходного 
алюминиевого сплава АМг2М и после 

его модифицирования осаждением титана 
в условиях ионного ассистирования 

Ион 
U, 
кВ 

Θ,  
град 

Ra,  
нм 

Rq,  
нм 

Z, 
нм 

− 0 64,8 34,3 48,3 655,8 
Ti 3 78,1 13,9 20,2 218,2 
Ti 6 83,7 8,5 11,2 122,4 
Ti 9 89,3 19,5 27,7 371,7 
Ti 12 87,4 14,4 19,3 207,1 

 
Средняя шероховатость исходного образца 

сплава АМг2М составляла 34,3 нм и снижалась 
при увеличении ускоряющего напряжения для 
ассистирующих ионов Ti+ до 8,5 нм при U = 6 кВ 
и 14,4 нм при U = 12 кВ. При внедрении сравни-
мых доз ионов титана в образцы сплава с ростом 
ускоряющего напряжения значения РКУС также 
увеличивались (рис. 2). Исходная поверхность 
сплава была гидрофильной (Θ = 64,8°) и остава-
лась гидрофильной после модифицирования 
при всех значениях ускоряющих напряжений 
для ассистирующих ионов титана. После моди-
фицирования сплава при U = 9, 12 кВ для асси-
стирующих ионов значения РКУС поверхности 
были близки к Θ = 90°, что позволяет предполо-
жить дальнейшее увеличение РКУС при росте 
ускоряющего напряжения. 

Рис. 2. Зависимость краевого угла смачивания  
дистиллированной водой поверхности сплава 

АМг2М от ускоряющего напряжения  
для ассистирующих ионов Ti+ 

 
Аналогичное увеличение значения РКУС 

поверхности с ростом ускоряющего напряжения 
для ассистирующих ионов наблюдалось в ра-
боте [5] по модифицированию сплава АМг2М 
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осаждением молибдена в условиях ионного  
ассистирования. Так, увеличение ускоряющего 
напряжения до значений U = 9, 12, 15 кВ приво-
дило к тому, что поверхность сплава станови-
лась гидрофобной и значение РКУС увеличива-
лось до θ = 98,1° при U = 15 кВ. 

Полученные результаты указывают на воз-
можность управления шероховатостью поверх-
ности пленки и ее смачиваемостью путем изме-
нения ускоряющего напряжения для ассистирую-
щих осаждение покрытия ионов Ti+ и их дозы при 
модифицировании сплава алюминия АМг2М, 
как сообщалось ранее некоторыми авторами [6].  

При измерении чисел микротвердости, чтобы 
исключить влияние масштабного эффекта, отно-
сительное изменение микротвердости ΔН / Нисх 
модифицированных образцов сплава алюминия 
определялось для одинаковых глубин проникно-
вения индентора микротвердомера. Нагрузка на 
индентор Р менялась в интервале от 10 до 100 г, 
что соответствовало изменению глубины  
проникновения индентора от (2,2 ± 0,1) до  
(7,5 ± 0,3) мкм. Следует отметить, что толщина 
модифицированного слоя была на 1−2 порядка 
меньше глубины проникновения индентора мик-
ротвердомера в поверхность модифицирован-
ного образца. Данные об относительном измене-
нии микротвердости поверхности сплава алю-
миния после ионно-ассистируемого осаждения  
Ti-покрытий приведены в табл. 2. 

 
Таблица 2 

Относительное изменение микротвердости сплава 
алюминия марки АМг2М, модифицированного 
ионно-ассистируемым осаждением Ti-покрытий,  
в зависимости от ускоряющего напряжения  

для ассистирующих ионов Ti+ 

Относительное 
изменение  

микротвердости 

Р, 
г 

U, кВ 

3 6 9 12 

ΔН / Нисх 

10 +0,13 +0,06 −0,08 0,00 
25 +0,03 +0,15 −0,02 +0,10 
50 +0,03 0,00 +0,01 +0,06 

100 +0,03 +0,01 +0,03 +0,04 
 
Полученные экспериментальные данные из-

менения микротвердости с увеличением глу-
бины проникновения индентора для сплава алю-
миния марки АМг2М, модифицированного 
ионно-ассистируемым осаждением Ti-покрытий, 
представлены на рис. 3.  

Приведенные в табл. 2 и на рис. 3 результаты 
свидетельствуют о том, что при нагрузках на ин-
дентор, равных 50 и 100 г, относительное изме-
нение микротвердости сплава алюминия лежит 
в пределах погрешности измерений чисел мик-
ротвердости. Увеличение относительного изме-
нения микротвердости на 13% наблюдается при 

осаждении Ti-покрытий при ускоряющем 
напряжении U = 3 кВ, на 15% (U = 6 кВ) – при 
малых нагрузках (10 и 25 г) на индентор микро-
твердомера и уменьшение на 8% (U = 9 кВ) − 
при нагрузке 10 г на индентор микротвердомера. 

Рис. 3. Графики зависимости микротвердости  
поверхности сплава алюминия марки АМг2М  

от глубины проникновения индентора в поверхность 
исходного образца (1) и модифицированных  
образцов ионно-ассистируемым осаждением  
Ti-покрытий при ускоряющих напряжениях:  

2 – 3 кВ; 3 – 6 кВ; 4 – 9 кВ; 5 – 12 кВ 
 

Изменение микротвердости поверхности 
сплава алюминия марки АМг2М при ионно-ас-
систируемом осаждении покрытий обуслов-
лено, по-видимому, конкуренцией двух меха-
низмов. Один механизм – это формирование на 
поверхности сплава алюминия слоев с повы-
шенными прочностными свойствами. Причи-
нами увеличения микротвердости, как известно, 
являются образование в приповерхностных об-
ластях карбидов металлов и структурных дефек-
тов, формируемых при ионно-лучевом воздей-
ствии в разных условиях модифицирования об-
разцов, а также твердорастворное упрочнение, 
обусловленное присутствием атомов легирую-
щих элементов в алюминии. Второй механизм 
связан с разупрочнением приповерхностных 
слоев полученных структур. При осаждении по-
крытий в приповерхностных слоях сформиро-
ванных структур содержится водород. Нами ра-
нее были проведены исследования методом 
ядерных реакций [7], которые установили, что в 
покрытиях, полученных ионно-ассистируемым 
осаждением, содержится ∼6−10 ат. % водорода, 
что приводит к уменьшению прочности поверх-
ности образца.  

Заключение. В результате выполненных ис-
следований установлена возможность управле-
ния шероховатостью поверхности пленки и ее 
смачиваемостью путем изменения ускоряюще- 
го напряжения для ассистирующих осаждение  
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покрытия ионов Ti+ и их дозы при модифициро-
вании сплава алюминия АМг2М. Средняя шеро-
ховатость модифицированных образцов сплава 
АМг2М снижалась при увеличении ускоряю-
щего напряжения для ассистирующих ионов Ti+ 
до 8,5 нм при U = 6 кВ и 14,4 нм при U = 12 кВ. 
При внедрении сравнимых доз ионов титана в 
образцы сплава с ростом ускоряющего напряже-
ния значения РКУС поверхности также увели-
чивались. Исходная поверхность сплава была 
гидрофильной (θ = 64,8°) и оставалась такой  
после модифицирования при U = 12 кВ. Однако 

повышение ускоряющего напряжения для асси-
стирующих ионов Ti+ до значений U = 9, 12 кВ 
приводит к увеличению значения РКУС, что 
позволяет предположить дальнейшее повыше-
ние значения краевого угла смачивания при  
росте ускоряющего напряжения и, соответ-
ственно, может вызвать гидрофобизацию поверх-
ности. Относительное изменение микротвердо-
сти модифицированных образцов увеличилось  
на 13−15% (U = 3, 6 кВ) и уменьшилось на 8% 
(U = 9 кВ) при малых нагрузках на индентор 
микротвердомера. 
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